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§1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И 

ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

 

1.1. Основные понятия 

 

Комплексным числом z называется выражение вида iyxz += , где x 

и y – действительные числа, 12 −=i   – мнимая единица. 

Число х называется действительной частью числа  z и обозначает-
ся )Re(zx = , а число y – мнимой частью и обозначается )Im(zy = . 

Два комплексных числа 111 iyxz +=  и 222 iyxz +=  называются рав-

ными, если равны их действительные и мнимые части, то есть 21 zz = , если 

21 xx =  и 21 yy = . 

Два комплексных числа iyxz +=  и iyxz −= , отличающиеся лишь 

знаком мнимой части, называются сопряженными (или комплексно-

сопряженными). 

Всякое комплексное число iyxz +=  

можно изобразить точкой );(M yx  или радиус-

вектором { }yxOM ;  плоскости Оху, такой что 

zx Re= , zy Im=  и наоборот (рис. 1). Плос-

кость, на которой изображаются комплексные 
числа, называется комплексной плоскостью. 

Оси Ox  и Oy , на которых расположены дей-

ствительные числа xixz =+= 0  и чисто мни-

мые числа iyyiz =+= 0 , называются соответственно действительной и 

мнимой осями.  

Свойства арифметических операций над комплексными числами. 

1. При сложении (вычитании) комплексных чисел их радиус-векторы 

складываются (вычитаются) по правилу параллелограмма.  

2. Модуль произведения (частного) двух комплексных чисел равен 

произведению (частному) модулей этих чисел, а аргумент – сумме (разно-

сти) аргументов этих чисел. 

 

1.2. Формы записи комплексных чисел 
 

Запись числа z в виде iyxz +=  называется алгебраической формой 

записи комплексного числа. 

С каждой точкой iyxz +=  ( );(M yx ) комплексной плоскости связан 

радиус-вектор OM , длина которого называется модулем комплексного 

числа и обозначается z  или r и находится по формуле 
22

yxzr +== . 

Рисунок 1 



4 

 

Величина угла между положительным направлением оси Ох и векто-

ром OM  называется аргументом комплексного числа и обозначается 
)(Arg z  или ϕ .  Причем kzz π2)(arg)(Arg +=  – величина многознач-

ная ...),2,1,0( ±±=k , где zarg  – главное значение аргумента, удовлетво-

ряющее условию ππ ≤<− )(arg z  (иногда π2)(arg0 <≤ z ). Из формулы 

x
y=)tg(ϕ  (рис. 1) получаем, что 
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==

0,0,
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)arg(

yx
x
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x
x

y
arctg
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π

πϕ  

Так как )sin()cos( ϕϕ ryиrx == , то комплексное число iyxz +=  

можно представить в виде )sin()cos( ϕϕ rirz ⋅+=  или ))sin()(cos( ϕϕ irz += ,  

называемое тригонометрической формой. 

Используя формулу Эйлера: )sin()cos( ϕϕϕ
i

ie += , комплексное 

число ))sin()(cos( ϕϕ irz +=  можно представить в показательной (экспо-

ненциальной) форме ϕierz = . 
 

1.3.  Арифметические действия над комплексными числами 

 

- Для алгебраической формы записи 

Пусть 111 iyxz += , 222 iyxz += . 

1. Сумма (разность) комплексных чисел: 

)( 212121 yyixxzz ±+±=± . 

2. Произведение комплексных чисел: 

)()( 1221212121 yxyxiyyxxzz ⋅+⋅+⋅−⋅=⋅ . 

3. Деление комплексных чисел: 

2
2

2
2

21122121

22

21

2

1 )()(

yx

yxyxiyyxx

zz

zz

z

z

+
⋅−⋅+⋅+⋅=

⋅
⋅= , )0( 2 ≠z . 

Пример 1. Найти 21 zz ± , 21 zz ⋅ , 
2

1

z

z
, если iz 5121 += , iz 432 −= . 

Решение.               

iiizz +=−++=+ 15)43()512(21 ; 

iiizz 99)43()512(21 +=−−+=− ; 

iiizz 3356)43()512(21 −=−⋅+=⋅ ; 

)43()43(

)43()512(

43

512

2

1

ii

ii

i

i

z

z

+⋅−
+⋅+=

−
+= i

i

25

63

25

16

25

6316 +=+= i52,264,0 += . 
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Пример 2. Вычислить 
i

i
i

i

i

31

2
)32(

21

21 2

+
−+−−

−
+

 

Решение. Вычисления выполним по действиям: 

1) i
ii

i

ii

ii

ii

i

i

5

4

5

3

5

43

41

441

41

441

)21)(21(

)21)(21(

21

21
2

2

+−=+−=
+

−+=
−

++=
+−
++=

−
+

, 

2) iiiii 12591249124)32( 22 −−=−−=+−=− , 

3) 
( )

i
iiii

ii

ii

10

7

10

1

10

372

10

362

)31)(31(

)31(2 2

−−=−−=+−−=
−+
−−=

+ 3i1

i-2
 , 

4) iiii
10

121

10

43

10

7

10

1
125

5

4

5

3 +=−−+++−  

Ответ:   i
10

121

10

43 +  

Пример 3. Решить уравнение  0)32()1( =+−++ iyixxi  

Решение. Раскроем скобки и сгруппируем подобные слагаемые: 
0322 =−+++ iyyxixx  

0)3()2( 2 =−+++ iyxyxx  

Составим систему из двух уравнений, приравняв действительные и 

мнимые части комплексных чисел, стоящих справа и слева: 










−==

−==





=
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3

5
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9

5
y   0y
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05y9y
    

03
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21

2122
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Ответ:   
9

5
y   

3

5

0y   0x

22

11

−=−=

==

x
  

- Для тригонометрической формы записи 

Пусть )sin(cos 1111 ϕ+ϕ= irz , )sin(cos 2222 ϕ+ϕ= irz .  

1.  ( ) ( )[ ]21212121 sincos ϕϕϕϕ +++= irrzz . 

2. ( ) ( )[ ]2121

2

1

2

1 sincos ϕϕϕϕ −+−= i
r

r

z

z
. 

3. При возведении комплексного числа в натуральную степень n , ис-

пользуют формулу Муавра: ( )[ ] ( )ϕϕϕϕ ninrir nn
sincossincos +=+ . 

4. Корень из комплексного числа извлекаются по формуле: 








 +++=
n

k
i

n

k
rz nn πϕπϕ 2

sin
2

cos , где 1,...,2,1,0 −= nk . 

При ...,1, += nnk  значения корня будут повторяться. Таким обра-

зом, корень ойn −  степени из комплексного числа имеет n  различ-

ных значений. 
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Пример 4. Комплексные числа iz +−= 11 , iz += 32  представить в триго-

нометрической форме и найти 21 zz ⋅ , 
2

1
z
z

. 

Решение. Найдем модули и аргументы данных комплексных чисел: 

( ) 211 22

11 =+−== zr ;    
четв. II

)tg(

1

1 1
1

1

∈

= −=−
ϕ

ϕ
4

3
1

πϕ =⇒ . 

( ) 213
22

22 =+== zr ;      

четв. I

)tg(

2

2
3

1

∈

=

ϕ

ϕ

6
2

πϕ =⇒ . 

Тогда 








 +=














 ++






 +=⋅
12

11
sin

12

11
cos22

64

3
sin

64

3
cos2221

ππππππ
iizz , 








 +=














 −+






 −=
12

7
sin

12

7
cos

2

2

64

3
sin

64

3
cos

2

2

2

1 ππππππ
ii

z

z
. 

Пример 5. Найти ( )20
1 i+− . 

Решение. Комплексное число iz +−= 1  представляется в тригонометриче-

ской форме следующим образом: 






 +=
4

3
sin

4

3
cos2

ππ
iz . Поэтому по 

формуле Муавра: 

( ) =+− 20
1 i

20

4

3
sin

4

3
cos2 















 + ππ
i ( ) =















 ⋅+






 ⋅=
4

3
20sin

4

3
20cos2

20 ππ
i

( ) ( ) 102401102415sin15cos210 −=+−=+= ii ππ . 

Пример 6. Найти все значения 3 1 i+− . 

Решение. Запишем число в тригонометрической форме  

 ( )
4

3sin
4

3cos21 ππ iiz +=+−= . 

Теперь воспользуемся  формулой извлечения корня 















 +
+

+
=+−

3

2
4

3

sin
3

2
4

3

cos21 33

k
i

k
i

ππππ
k = 0 1 2, ,  .  

Отсюда получаем три значения корня: 

 

k=0, 






 ⋅+=
4

sin
4

cos26
0

ππ
iz , 

4
0

πϕ =  

k=1, 






 ⋅+=
12

11
sin

12

11
cos26

1

ππ
iz ,

12

11
1

πϕ =  

k=2, 






 ⋅+=
12

19
sin

12

19
cos26

2

ππ
iz ,

12

19
2

πϕ =   

Рисунок 2 
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Изобразим полученные значения на окружности радиуса 6 2  (рис. 2). 

Как видно из рисунка, 210 ,, zzz  являются вершинами правильного тре-

угольника. 

Замечание. Если все расчеты проделаны верно, то на чертеже полу-

чается правильный многоугольник ( 3  – треугольник, 4  – квадрат, 5  – 

пятиугольник и т.д.). 

- Для показательной формы записи 

Пусть 1

11

ϕi
erz ⋅= , 2

22

ϕi
erz ⋅= .  

1.  
)(

2121
21 ϕϕ +⋅= i

errzz . 

2. 
)(

2

1

2

1 21 ϕϕ −⋅= i
e

r

r

z

z
. 

3. При возведении комплексного числа в натуральную степень n , ис-

пользуют формулу Муавра: [ ] ϕϕ innni erer ⋅=⋅ . 

4. Корень из комплексного числа извлекаются по формуле: 

n

i

nn i erer

ϕ
ϕ ⋅=⋅ . 

Пример 7. Найти 21 zz ⋅ , 
2

1
z
z

, если даны комплексные числа 
i

ez 3
1 3

π

= , 

i

ez 2
2 2

π

= . 

Решение.  

iiii

eeeezz 6

5

2323
21 6623

πππππ

==⋅=⋅







 +
;  

ii

i

i

ee

e

e

z

z
623

2

3

2

1 5,1
2

3

2

3
πππ

π

π

−






 −
=== . 

 

1.4. Основные понятия функции комплексного  

переменного 

 

Понятие функции комплексного переменного вводится по аналогии с 

понятием функции вещественной переменной.  

Величина w  называется функцией комплексного переменного z  в 

области D, если  задано правило, согласно которому каждому числу (точ-

ке) z , взятому из области D, поставлено в соответствие одно или несколь-

ко значений w . 

Это соответствие обозначается, как и для действительной перемен-

ной, )(zfw = . Переменную z называют независимой переменной или аргу-

ментом, а w-зависимой переменой или функцией.  Так как при каждом зна-

чении Dz ∈  w есть комплексное число, то можно записать, что  

);();()( yxviyxuivuzfw ⋅+=+== , где  )(Im);(),(Re);( zfyxvvzfyxuu ====      

Функцию );( yxu  называют действительной частью функции  )(zf , 

а  );( yxv   – мнимой частью. 
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Таким образом, задание функции комплексного переменного равно-

сильно заданию двух функций двух действительных переменных. 

Если каждому z∈D соответствует только одно значение w , то функ-

цию )(zfw =  называется однозначной, а если несколько – многозначной. 

Множество D  называется областью определения функции )(zfw = , 

множество всех значений )(zf , соответствующих всем значениям Dz ∈ , 

называется областью значений этой функции обозначается E . Геометри-

чески заданную на  D   функцию можно рассматривать как отображение 

области D  в некоторую (однозначную или многозначную) область E . Го-

ворят, что функция  f  отображает D  на E (рис.3). 

 
Рисунок 3 

    Обратное отображение E→D определяет обратную функцию z=ϕ(w). 

Пример 8. Найти  действительную  и  мнимую части функции  2zw = . 

Решение. Функцию  2zw =   можно записать в виде: 
   2)( iyxivu +=+ xyiyx 222 +−= . 

Отсюда следует:  22 yxu −= ,    xyv 2= . 

 

1.5. Предел и непрерывность функции комплексного переменного 

 

Пусть однозначная функция )(zfw =  определена в некоторой ок-

рестности точки z0, исключая, может быть, саму точку 0z . Под δ - окрест-

ностью точки 0z  комплексной плоскости понимают внутренность круга 

радиуса δ  с центром в точке 0z . 

Число w0 называется пределом функции )(zfw =  в точке z0 (или при 

0zz → ), если для любого положительного ε  найдется такое поло-

жительное число δ , что для всех 0zz ≠  удовлетворяющих неравенству 

δ<− 0zz , выполняется неравенство  ( ) ε<− 0wzf . 

Записывают:  0)(lim
0

wzf
zz

=
→

. Это определение коротко можно записать 

так: ( 0>∀ε  0>∃δ   000 )(lim))(0:
0

wzfwzfzzz
zz

=⇔<−⇒<−<∀
→

εδ . 

u 

y v 

x 

D 

E 
z1 

z2 

f 
w1 

w2 

w3 

w4 
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Из определения следует, что если предел wo существует, то суще-

ствуют и пределы:   0);(lim

0

0

uyxu

yy
xx

=
→
→

  и  0);(lim

0

0

vyxv

yy
xx

=
→
→

. Верно и обратное 

утверждение. 

Замечание. Теоремы oб арифметических свойствах пределов для 

функции одного (или нескольких) действительного переменного остаются 

справедливыми и для функции комплексного переменного. Так, если 

функции )(1 zf  и )(2 zf имеют пределы в точке Dz ∈0 , то: 

1) )(lim)(lim))()((lim 22112211
000

zfczfczfczfc
zzzzzz →→→

±=± , где 21 ,cc   - постоянные; 

2) )(lim)(lim)()(lim 2121
000

zfzfzfzf
zzzzzz →→→

⋅=⋅ ; 

3)
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

2

1

2

1

0

0

0 zf

zf

zf

zf

zz

zz

zz

→

→

→
= ,  если 0)(lim 2

0

≠
→

zf
zz

. 

Пусть функция  )(zfw =  определена в точке 0zz =  и в некоторой ее 
окрестности. Функция  )(zfw =  называется непрерывной в точке 0z , если    

)()(lim 0
0

zfzf
zz

=
→

. 

Определение непрерывности можно сформулировать и так: функция 

)(zf  непрерывна в точке 0z , если бесконечно малому приращению аргу-

мента соответствует бесконечно малое приращение функции: 0)(lim
0

=∆
→∆

zf
z

. 

Функция )(zf   непрерывна в области D , если она непрерывна в 

каждой точке этой области. 

 

1.6.  Основные элементарные функции комплексного переменного 

 

Определим  основные  элементарные  функции  комплексного  пере-
менного  iyxz += . 

Показательная функция 

Показательная функция   zew =  определяется формулой:      

)sin(cos yiyeeeeew xiyxiyxz +=⋅=== + .                           (1) 

Свойства показательной функции:  

1. 2121 zzzz
eee

+=⋅ .  

2. 21

2

1

zz

z

z

e
e

e −= . 

3. nznz ee =)(  (n∈ N). 

Замечание. 

1. Учитывая, что xz ee = , а 0≠xe , утверждаем, что показательная 

функция  ze  нигде в нуль не обращается, то есть   0≠ze . 
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2. Выражение ze   при  ∞→z   не имеет смысла в случаях: ,0lim

)(
Re

=
−∞→

−∞→

z

x
z

e  

∞=
+∞→

+∞→

z

x
z

e

)(
Re

lim . 

Показательная функция комплексного переменного обладает специ-

фическим свойством: она является периодической с мнимым основным 

периодом i⋅π2 . Так как ,)2sin2(cos22 zziziz eieeee =+=⋅= ⋅⋅+ ππππ  то есть 

.2 ziz
ee =⋅+ π  

Логарифмическая функция 

Эта функция определяется как функция, обратная показательной: чи-

сло w  называется логарифмом числа 0≠z , ели ze
w = , обозначается 

)(zLnw = . Так как значения показательной функции  ze
w =  всегда отличны 

от нуля, то логарифмическая функция  )(zLnw =  определена на всей плос-

кости z , кроме точки 0=z  (таким образом, выражение )2(−Ln имеет 
смысл). 

Положив ϕi
erz ⋅= , ivuw += , получим, согласно определению лога-

рифмической функции, ϕiivu
ere ⋅=+ , или ϕϕ iiu

eree ⋅=⋅ . Отсюда имеем:  

πϕ kvreu 2, +== , или πϕ kvru 2),ln( +==  ( ,...2,1,0 ±±=k ).     

Следовательно, )2)(arg(ln)2()ln()( ππϕ kzizkirivuzLnw ++=++=+== (2) 

тогда )2)(arg(ln)( πkzizzLn ++=  или, )(ln)( ziArgzzLn += , где 

πkzzArg 2)arg()( += . 

Формула (2) показывает, что логарифмическая функция ком-

плексного переменного имеет бесчисленное множество значений, то есть  

)(zLnw =   – многозначная функция. 

Однозначную ветвь этой функции можно выделить, подставив в фор-

мулу (2) определенное значение k . Положив 0=k , получим однозначную 

функцию, которую называют главным значением логарифма )(zLn  и обо-

значают символом )ln(z :   )arg(ln)ln( zizz += ,   где  ππ ≤<− )arg(z .             (3) 

Если z - действительное положительное число, то 0)arg( =z  и 

zz ln)ln( = ,   тогда формулу  (2) можно переписать так:  ikzzLn ⋅⋅+= π2)ln()( . 

Свойства логарифмической функции )(zLnw = :       

).(
1

)(.4),()(.3

),()(.2),()()(.1 21

2

1
2121

zLn
n

zLnzLnnzLn

zLnzLn
z

z
LnzLnzLnzzLn

nn ⋅=⋅=

−=







+=⋅

 

Доказательство свойства 1:                      

           
),()())((ln))((ln

))()(()ln()()ln()(

212211

2121212121

zLnzLnziArgzziArgz

zArgzArgizzzziArgzzzzLn

+=+++=

=++⋅=⋅+⋅=⋅
 

Пример 9. Вычислить Ln(-1) и 1n(-1); 1n (2i). 
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Решение: Для числа 1−=z   имеем   1=z π=zarg, . Следовательно,  

)12()2(1ln)1( +=++=− kikiLn πππ ,  

i⋅=− π)1ln(  (формулы (2) и (3)), 

2
)2ln()2arg(2ln)2ln(

π
iiiii +=+= . 

Степенная функция nzw =  

Если n  - натуральное число, то степенная функция определяется равен-

ством ))sin()(cos( ϕϕ ninrzw nn +== . Функция nzw = - однозначная. 

Если 
q

n
1=   ( Nq ∈ ), то в этом случае  

,
2)arg(

sin
2)arg(

cos

1


















 ++






 +===
q

kz
i

q

kz
zzzw qqq ππ

 где nqk −= ,...,2,1,0 . 

Функция  qzw

1

=  есть многозначная ( q - значная) функция.  

Если 
q

p
n = , где  Nqp ∈, , то степенная функция определяется равенством:    

,
2)(arg(

sin
2)(arg(

cos)(

1


















 ++






 +===
q

kzp
i

q

kzp
zzzw q ppqq

p ππ
 

Функция  q

p

zw = - многозначная. 

Замечание. Степенная функция azw =  с произвольным комплексным пока-

зателем βα ia +=  определяется равенством:  .)( zaLna ezw ==  

Тригонометрические функции 

Тригонометрические функции комплексного аргумента  iyxz +=  

определяются равенствами: 

          ,
2

)sin(
i

ee
z

iziz −−=     ,
2

)cos(
iziz ee

z
−+=       ,

)cos(

)sin(
)(

z

z
ztg =     .

)sin(

)cos(
)(

z

z
zctg =  

При  действительных  z   эти определения приводят к тригонометри-

ческим функциям действительного переменного. Так, при   )0( == yxz  

        ).sin()sin(2
2

1
)))sin()(cos()sin()(cos(

2

1

2
)sin( xxi

i
xixxix

ii

ee
z

ixix

==−−+=−=
−

 

Тригонометрические функции комплексного переменного сохраняют 
многие свойства тригонометрических функций действительного перемен-

ного. B частности, 

1cossin 22 =+ zz  zz cos)cos( =−  

zzz cossin22sin ⋅=  zz sin)sin( −=−  

212121 sinsincoscos)cos( zzzzzz −=+  tgzztg =+ )( π  

zz sin)2sin( =+ π  

ztg

tgz
ztg

21

2
2

−
=  
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zz cos
2

sin =






 + π
 zz cos

2

3
sin −=







 + π
 

,...)2,1,0_(
2

0cos ±±=+== kkzприz ππ
       и т.д. 

 

Доказательство свойства 1:                         

     

1
4

4

4

22

4

2

4

2

22
cossin

2222

2222
22

22

==+++−+−=

=+++
−

+−=






 ++






 −=+

−−

−−−−

iziziziz

iziziziziziziziz

eeee

eeeeee

i

ee
zz

    

Замечание. Тригонометрические функции )sin(z  и )cos(z   в комплекс-

ной плоскости  z  неограниченны: ,)sin(lim
Im

∞=
±∞→

z
z

.)cos(lim
Im

∞=
±∞→

z
z

   

Например, .10)3cos(     ,154,1
2

)cos(
1

>>≈+=
−

i
ee

i                                                    

Гиперболические функции 

Функции определяются равенствами     

                     ,
2

)(
zz ee

zsh
−−=   ,

2
)(

zz ee
zch

−+=     ,
)(

)(
)(

zch

zsh
zth =    .

)(

)(
)(

zsh

zch
zcth =  

Связь между гиперболическими и тригонометрическими функциями: 
)sin()( ziizsh = , )()sin( izshiz ⋅−= , )cos()( zizch = , )()( zthiizth ⋅= , )()( zcthiizcth ⋅−= . 

Формулы, связывающие гиперболические функции: 

1. 1))(())(( 22 =+− izchizish , или   1)()( 22 =+− izchizsh .  

2.  1)()( 22 =− zshzch . 

3. )()()2( 22 zshzchzch += . 

4. )()(2)2( zchzshzsh ⋅= . 

5. )()()()()( 212121 zshzshzchzchzzch +=+ . 

6. zezchzshzshzshzchzch =+−=−=− )()(),()(),()(  и т. д. 

Замечание: функции )(zsh  и )(zch   периодические с периодом i⋅π2 , 

функции )(zth  и )(zcth  имеют период i⋅π .  

Обратные тригонометрические  и  гиперболические функции 

Число w называется арксинусом числа z , если  )sin(wz = , и  обозна-

чается  )sin(zArcw = . 

Выведем формулу, используя определение синуса: имеем 

i

ee
wz

iwiw

2
)sin(

−−== , или  0122 =−− iwiw izee , отсюда, 1)( 2 ++= izize iw  (то есть 

21 zizeiw −+= (перед корнем можно не писать знак ± , так как 21 z− имеет 



13 

 

два значения)), тогда  )1( 2zziLniw −+= , или  )1(
1 2zziLn
i

w −+= . Получа-

ем:                             )1()sin( 2ziziLnzArcw −+−== . 

Функция )sin(zArcw =  многозначна (бесконечнозначна).  

Аналогично определяются другие обратные тригонометрические 

функции:                    )1()cos( 2 −+−= zziLnzArc ,        

,
2

)(

,
2

)(

iz

iz
Ln

i
zArcctg

zi

zi
Ln

i
zArctg

+
−=

+
−−=

   ( iz ±≠ ). 

Функции, обратные гиперболическим, обозначаются соответственно:  

)(zArshw =  (ареасинус), )(zArchw =  (ареакосинус),  )(zArthw =  (ареатангенс), 

)(zArcthw =  (ареакотангенс). Все эти функции бесконечнозначны.   

Обратные гиперболические функции имеют следующие выражения:    

)1()( 2zzLnzArsh ++= , 

.
1

1

2

1
)(

,
1

1

2

1
)(

),1()( 2

−
+=

−
+=

−+=

z

z
LnzArcth

z

z
LnzArth

zzLnzArch

 

 

1.7. Дифференцирование функции комплексного переменного. 

Условия Эйлера-Даламбера 

 

Пусть однозначная функция  )(zfw =   определена в некоторой 

окрестности точки  z , включая и саму точку. Тогда предел 

    )(
)()(

limlim
00

zf
z

zfzzf

z

w

zz
′=

∆
−∆+=

∆
∆

→∆→∆
,                     (4) 

если он существует, называется производной функции )(zf  в точке z , а 

функция  )(zf   называется дифференцируемой в точке z . 

Подчеркнем, что в равенстве (4)   ∆z любым 

образом стремится к нулю, т.е. точка  zz ∆+   может 
приближаться к точке z  по любому из бесконечного 

множества различных направлений (рис. 4) (в ана-

логичной ситуации для функции одного действи-

тельного переменного точка   xx ∆+  приближается к 

точке  x   лишь по двум направлениям: слева и 

справа).  

z 

z+∆z 

Рисунок 4 
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Из дифференцируемости функции  )(zf  в некоторой точке z  следует 

ее непрерывность в этой точке (отношение 
z

w

∆
∆

 при 0→∆z  может стре-

миться к конечному пределу )(zf ′  лишь при условии, что и  0→∆w ). Об-

ратное утверждение не имеет места. 

 

Теорема (условие дифференцируемости функции в данной точке). 

Если функция );();( yxivyxuw +=  определена в некоторой окрестности 

точки  iyxz += , причем в этой точке действительные функции );( yxu  и 

);( yxv  дифференцируемы, то для дифференцируемости функции   

)(zfw =   в точке z  необходимо и достаточно, чтобы в этой точке вы-

полнялись равенства   

,
y

v

x

u

∂
∂=

∂
∂

   .
x

v

y

u

∂
∂−=

∂
∂

                                              (5) 

 

Равенства (5) называются условиями  Эйлера - Даламбера (или 

условиями Коши-Римана). 

С учетом условий Эйлера-Даламбера (5) производную дифферен-

цируемой фyнкции )(zf  можно находить по формулам 

                                  
,)(

,)(

y

u
i

x

u
zf

x

v
i

x

u
zf

∂
∂−

∂
∂=′

∂
∂+

∂
∂=′

        

.)(

,)(

y

u
i

y

v
zf

x

v
i

y

v
zf

∂
∂−

∂
∂=′

∂
∂+

∂
∂=′

                               (6) 

Следствие. Условие Эйлера – Даламбера для функции заданной в 

полярных координатах:  
ϕ

ϕϕ
∂

∂⋅=
∂

∂ );(1);( rv

rr

ru
, 

ϕ
ϕϕ

∂
∂⋅−=

∂
∂ );(1);( ru

rr

rv
. И тогда 

производная вычисляется по формулам: 








∂
∂−

∂
∂=









∂
∂+

∂
∂=′

ϕϕ
u

i
v

rr

v
i

r

u

z

r
zf

1
)( . 

Правила дифференцирования функций действительного переменного 

справедливы и для функций комплексного переменного, дифференцируе-

мых в точке z . Это означает, что если  )(1 zf   и  )(2 zf   дифференцируемы в 

некоторой точке z комплексной плоскости, то верно следующее:       

 1. ),()())()(( 2121 zfzfzfzf
′±′=′±    

2. ),()()()())()(( 212121 zfzfzfzfzfzf
′⋅+⋅′=′⋅  

3. 
)(

)()()()(

)(

)(
2

2

2121

2

1

zf

zfzfzfzf

zf

zf ′⋅−⋅′
=

′









      ( 0)(2 ≠zf ) 

4. Если )(zϕ  дифференцируема в точке z , а )(wf  дифференцируема в точке 

)(zw ϕ= , то ).()()))((( zfzf zϕϕϕ ϕ ′⋅′=′  
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5. Если в некоторой точке z  функция )(zf  дифференцируема и существует 

функция )(1 wf − ,
 дифференцируемая в точке )(zfw = , причем  0))(( 1 ≠′− wf , 

то  
))((

1
)(

1 ′
=′

− wf
zf ,   где )(1 wf − -  функция, обратная функции )(zf . 

 

Теорема (дифференцируемость основных элементарных функций 

комплексного переменного). Функции zew = , )sin(zw = , )cos(zw = ,   

)(zshw = , )(zchw = , nzw = ( Nn ∈ ) дифференцируемы в любой точке 

комплексной плоскости; функции  )(ztgw =   и  )(zthw =   также диффе-

ренцируемы в любой точке плоскости, кроме точек kz ππ +=
2

  и  

ikz ⋅+= )
2

( ππ
 ( ,...2,1,0 ±±=k ) соответственно; для функций )(zLnw = ,  

azw =   в окрестности каждой точки 0≠z  можно выделить однознач-

ную ветвь, которая является дифференцируемой в точке z  функцией. 

 

1.8. Аналитическая функция. Дифференциал 

 

Фундаментальным понятием в теории функций  комплексного пере-
менного является понятие аналитической функции. 

Однозначная функция )(zf  называется аналитической (голоморф-

ной) в точке z , если она дифференцируема (выполнены условия Эйлера-
Даламбера) в некоторой окрестности этой точки. Функция )(zf  называется 

аналитической в области D , если она дифференцируема в каждой  точке  
Dz ∈ .  

Замечание. Условие аналитичности в точке не совпадает с  условием 

дифференцируемости функции в этой же точке (первое условие - более 
сильное). 

Точки плоскости z , в которых однозначная функция )(zf  аналитич-

на, называются правильными точками )(zf . Точки, в которых функция  

)(zf  не является аналитической, называются особыми точками этой 

функции. 

Пусть функция )(zfw =  аналитична в точке z . Тогда )(lim
0

zf
z

w

z
′=

∆
∆

→∆
.  

Отсюда следует, что  .)( α+′=
∆
∆

zf
z

w
, где 0→α  при 0→∆z . Тогда прираще-

ние функции можно записать так: zzzfw ∆+∆′=∆ α)( . Если 0)( ≠′ zf , то: пер-

вое слагаемое  zzf ∆′ )(   является при 0→∆z  бесконечно малой того же по-

рядка, что и z∆ ; второе слагаемое z∆α есть бесконечно малая более 

высокого порядка, чем  z∆ . Следовательно, первое слагаемое составляет 
главную часть приращения функции   )(zfw = . 
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Дифференциалом dw  аналитической функции )(zfw =  в точке z  на-

зывается главная часть ее причащения: zzfdw ∆′= )(  или  dzzfdw )(′=  (так 

как при zw =  будет zzzdz ∆=∆′= ). Отсюда следует: 
dz

dw
zf =′ )(  –  производ-

ная функции равна отношению дифференциала функции к дифференциалу 

независимого переменного.  

Замечание. Если функция  );();()( yxivyxuzf +=  аналитична в неко-

торой области D , то функции );( yxu  и );( yxv  удовлетворяют дифферен-

циальному уравнению Лапласа 







=

∂
∂+

∂
∂

0
2

2

2

2

yx

ϕϕ
. 

Действительно, дифференцируя первое из равенств Эйлера-

Даламбера  по y , а второе по x , получаем: ,
2

22

y

v

yx

u

∂
∂=

∂∂
∂

 ,
2

2

2

xy

u

x

v

∂∂
∂−=

∂
∂

   откуда   

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

v

x

v
. Функции );( yxu  и );( yxv  являются  гармоническими функци-

ями. 

Пример 10. Проверить, является ли функция 2zw =  аналитической, 

если да, то найти ее производную. 

Решение: Находим действительную uw =Re  и мнимую vw =Im  части 

функции: .2)( 2222 ixyyxiyxzw +−=+==  Получаем: 22 yxu −= , xyv 2= .  

Проверяем условия Эйлера-Даламбера (5):  

                                      
,2

,2

y
y

u

x
x

u

−=
∂
∂

=
∂
∂

      

.2

,2

y
x

v

x
y

v

−=
∂
∂−

=
∂
∂

 

Условия (5) выполняются во всех точках комплексной плоскости z . 

Функция 2zw =   дифференцируема, следовательно, аналитична во всех 

точках этой плоскости. Её производную найдем по одной из формул (6), 

например, по первой: ziyxyixxy
x

iyx
x

z 2)(222)2()()( 222 =+=+=
∂
∂+−

∂
∂=′ . Та-

ким образом , .2)( 2 zz =′  

Заметим, что производную функции  2zw =  можно найти, воспользо-

вавшись  определением производной (4): 

                  .2)2(lim
)(2

lim
)(

limlim
0

2

0

22

00
zzz

z

zzz

z

zzz

z

w
w

zzzz
=∆+=

∆
∆+∆=

∆
−∆+=

∆
∆=′

→∆→∆→∆→∆
 

Пример 11. Найти аналитическую функцию  ivuw +=   по ее задан-

ной действительной части   23 23 +−= xyxu . 

Решение: Отметим, что функция  u  является гармонической функ-

цией ( xuxx 6=′′ , xu yy 6−=′′ , следовательно, 0=′′+′′
yyxx uu ). 
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Для определения мнимой части v воспользуемся условиями Эйлера- 

Даламбера (5). Так как 2223 33)23( yxxyx
x

u
x −=′+−=

∂
∂

, то, согласно  первому 

условию, 
22 33 yx

y

v −=
∂
∂

. Отсюда, интегрируя по у, находим: 

          ∫ ∫ +−=−=
∂
∂= ).(3)33( 3222 xyyxdyyxdy
y

v
v ϕ  

Для определения функции ϕ(x) воспользуемся вторым условием 

Эйлера-Даламбера.  

Так как  ,6)23( 23 xyxyx
y

u
y −=′+−=

∂
∂

 ),(6))(3( 32 xxyxyyx
x

v
x ϕϕ ′+=′+−=

∂
∂

 то 

))(6(6 xxyxy ϕ ′+−=− .  Отсюда  0)( =′ xϕ   и Сx =′ )(ϕ , constC = .   

Поэтому .3 32 Cyyxv +−=   Находим функцию  :ivuw +=       
 

          
.22)(233

)3(23

333223

3223

iCziCiyxCiiyxyyxix

Cyyxixyxivuw

++=+++=++−−+=
=+−++−=+=

     

1.9. Определение, свойства и правила вычисления интеграла  

функции комплексного переменного 

 

Пусть в каждой точке некоторой гладкой кривой L  с началом в точке 

0z   и концом в точке nz  определена непрерывная функция )(zf .  Разобьем 

кривую L  на n частей (элементарных дуг) в направлении от 0z   к nz  точка-

ми  1,...,21 , −nzzz  (рис. 5). 

В каждой «элементарной   дуге»     )( 1 kk zz −  (k =1, 2, ... ,n) выберем 

произвольную точку kC  и составим интегральную сумму  ∑
=

∆
n

k

kk zCf
1

)( , где  

.1−−=∆ kkk zzz  

      
                                        Рисунок 5 

Предел такой интегральной суммы при стремлении к нулю длины 

наибольшей из элементарных дуг, если он существует, называется ин-

y 

x 

z0 

z1 

z2 

zk-1 

zk 

zn 
Ck 

xk-1 xk 

yk 

yk-1 
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тегралом от функции )(zf  по кривой (по контуру) L   и   обозначается 

символом  .)(∫
L

dzzf .    

Таким образом,  .)(lim)(
1

)(
0max
∑∫

=∞→
→∆

∆=
n

k

kk

n
z

L

zCfdzzf
k

                                 (7) 

Покажем, что если L  – гладкая кривая, а )(zf  – непрерывная и одно-

значная функция, то интеграл (7) существует. 
Действительно, пусть .ˆˆ,),;();()( kkk yixCiyxzyxivyxuzf +=+=+=  

Тогда  ),ˆ;ˆ()ˆ;ˆ()( kkkkk yxivyxuCf +=  kkkkkk yixiyxiyxz ∆+∆=+−+=∆ −− )()( 11 . 

Поэтому       

           

∑∑

∑∑

∆+∆+∆−∆=

=∆+∆⋅+=∆
==

).)ˆ;ˆ()ˆ;ˆ(())ˆ;ˆ()ˆ;ˆ((

)())ˆ;ˆ()ˆ;ˆ(()(
11

kkkkkkkkkkkk

n

k

kkkkkk

n

k

kk

yyxuxyxviyyxvxyxu

yixyxivyxuzCf

  

Обе суммы, находящиеся в правой части последнего равенства, явля-

ются интегральными суммами для соответствующих криволинейных ин-

тегралов.  

При сделанных предположениях о кривой L  и функции )(zf  пределы 

этих сумм существуют. Поэтому после перехода к пределу (в последнем 

равенстве)  при   0max →∆ kz  получим:             

∫∫∫ ++−=
LLL

udyvdxivdyudxdzzf .)(                            (8) 

Формула (8) показывает, что вычисление интеграла от функции ком-

плексного переменного сводится к вычислению криволинейных инте-

гралов от действительных функций действительных переменных. 

Формулу (8) можно записать в удобном для запоминания виде:  

            ∫∫ ++=
LL

idydxivudzzf ).)(()(                              (9) 

Если )(),( tyytxx == , где 21 ttt ≤≤  - параметрические уравнения кри-

вой L , то  )()()( tiytxtzz +==  называют комплексным параметрическим 

уравнением кривой  L  и формула (9) преобразуется в формулу:   

                                   ∫∫ ′=
2

1

.)())(()(

t

tL

dttztzfdzzf                              (10) 

Действительно, считая  )(tz  непрерывной и дифференцируемой 

функцией, получаем 

           .)())(())(())(()(
2

1

2

1

∫∫∫∫ ′=′+′+=++=
t

t

t

t

tt

LL

dttztzfdtyixivuidydxivudzzf   

Приведем основные свойства интеграла от функции комплексного 

переменного: 
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-1 1 

L 

x

y

1 

1. .0zzdz
L

−=∫               

....... 0112011

1

zzzzzzzzzzz nnn

n

k

k −=−++−+−=∆++∆=∆ −
=
∑  

2. .)()())()(( 2121 ∫∫∫ ±=±
LLL

dzzfdzzfdzzfzf  

3. .,)()( числоекомплексноadzzfadzzaf
LL

−= ∫∫  

4. ,)()( ∫∫
−

−=
LL

dzzfdzzf  то есть при перемене направления пути инте-

грирования интеграл изменяет свой знак на противоположный (в 

других обозначается кривой: ∫∫ −=
BAAB

). 

5. ,)()()(

21

∫∫∫ +=
LLL

dzzfdzzfdzzf  где 21 LLL += , то есть интеграл по все-

му пути L  равен сумме интегралов по его частям 1L  и 2L . 

6. Оценка модуля интеграла. Если Mzf ≤)(  во всех точках кривой 

L , то Mldzzf
L

≤∫ )( , где l – длина кривой L .  

Действительно, ,)()(
111

MlzMzCfzCf
n

k

k

n

k

kk

n

k

kk ∑∑∑
===

≤∆≤∆≤∆  где ∑
=

∆
n

k

kz
1

-

длина ломанной ,...210 nzzzz  вписанной в кривую L.  

Все приведенные свойства интеграла функции комплексного пере-
менного непосредственно вытекают из его определения (7) и представле-

ния (8). 

     

Пример 12. Вычислить ,Im∫=
L

zdzI   

где L  – полуокружность ,1=z π≤≤ zarg0  (рис. 6). 

Решение:  
1 способ. Уравнение верхней половины  

окружности есть 21 xy −= . Используя  

формулу (9), имеем:        

.
22

)arcsin(
2

1
1

212

2
1

1)(

1

1

2
1

1

2

1

1
2

2

1

1

2

π−=−






 +−=
−

−−+

+−=+=+=

−−
−

−

∫

∫∫∫∫

x
ixx

x
dx

x

x
xi

dxxydyiydxidydxyI
LLL  

2 способ. Для упрощения вычислений представим уравнение окружности в 

параметрическом виде: 




=
=

)sin(

)cos(

ty

tx
. Используя формулу (10), имеем 

( )sin()cos( titiyxz +=+= ):  

Рисунок 6 
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2
)(sin

2

1

)2sin(
4

1

2

1
)cos()())2cos(1(

2

1
))cos()sin()(sin(

0

2

0 00 0

ππ

π ππ π

−=+

+






 +−=+−−=+−= ∫∫ ∫

ti

ttdtttsitidttdttittI

 

 

1.10. Теорема Коши. Первообразная и неопределенный интеграл. 

Формула Ньютона-Лейбница 

 

Теорема Коши (для односвязной области). Если функция )(zf  ана-

литична в односвязной области D , то интеграл от этой функции по 

любому замкнутому контуру L , лежащему в области D , равен нулю, 

то есть 

.0)( =∫
L

dzzf  

                                 

Теорема Коши допускает распро-

странение на случай многосвязной области. 

Рассмотрим для определенности 

трехсвязную область D , ограниченную 

внешним контуром L  и внутренними кон-

турами 1L  и 2L . Выберем положительное 
направление обхода контуров: при обходе 
область D  остается слева (рис. 7). 

Пусть функция )(zf  аналитична в области D  и на контурах L , 1L  и 

2L (в замкнутой области D  функция называется аналитической в замкну-

той области D , если она аналитична в некоторой области, содержащей 

внутри себя область  D  и ее границу L). 

Проведя два разреза (две дуги) 1γ  и 2γ  области  D  (рис. 7), получим 

новую односвязную область 1D , ограниченную замкнутым ориентирован-

ным контуром Г , состоящим из контуров L , 1L , 2L  и  разрезов 1γ  и 2γ : 
−−++ ++++++= 122211 γγγγ LLLГ . По теореме Коши для  односвязной  области  

,0)( =∫
L

dzzf  но  ,0

22111221

=+++= ∫∫∫∫∫
−+−+−−++ +++ γγγγγγγγ

т. к. каждый из разрезов (дуг) 

1γ  и 2γ  при интегрировании проходится дважды в противоположных на-

правлениях. Поэтому получаем: ,0)()()()(

21

=++= ∫∫∫∫
LLLГ

dzzfdzzfdzzfdzzf  т.е. 

интеграл от аналитической в замкнутой многосвязной области D функции 

)(zf  по границе области D, проходимой в положительном направлении, 

равен нулю. 

L 

L2 L1 γ2 γ1 

Рисунок 7 
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Теорема Коши (для многосвязной области). Пусть функция )(zf  

аналитична в многосвязной области D , ограниченной внешним кон-

туром L, ориентированным против часовой стрелки, и внутренними 

контурами L1, L2,…, Ln, ориентированными тоже против часовой 

стрелки, и f(z) непрерывна в замкнутой обла-

сти nLLLLDD ∪∪∪∪∪= ...21 . 

Тогда      0)(
*

=∫
L

dzzf ,  где nLLLLL ∪∪∪∪= ...21

*  

Замечание. Изменив направление обхода 

внутренних контуров  1L  и 2L , будем иметь:  

,)()()(

21

∫∫∫ +=
LLL

dzzfdzzfdzzf  где все контуры ( L , 

1L и 2L ) обходятся в одном направлении: против 

часовой стрелки (или по часовой стрелке). В 

частности, если )(zf   аналитична в двусвязной 

области, ограниченной контурами L и l и на 

самих этих контурах (рис. 8), то ∫∫ =
lL

dzzfdzzf )()( , то есть «интеграл от 

функции )(zf  по внешнему контуру L равен интегралу от функции )(zf   по 

внутреннему контуру l » (контуры L и  l обходят в одном направлении).  

Следствие. Если )(zf - аналитическая функция в односвязной обла-

сти D, то интеграл от нее не зависит от формы пути интегрирования, а за-

висит лишь от начальной точки   0z  и конечной точки z  пути интегрирова-

ния. 

В таких случаях, когда интеграл зависит только от начальной точки и 

конечной точки пути интегрирования, пользуются обозначением 

∫∫ =
z

zL

dzzfdzzf

0

)()( . Если здесь зафиксировать точку 0z , а точку z  изменять, 

то ∫
z

z

dzzf

0

)(

 

будет функцией от z .  Обозначим эту функцию через )(zF : 

∫=
z

z

dzzfzF

0

)()( . Можно доказать, что если функция )(zf  аналитична в одно-

связной области D, то функция )(zF  также аналитична в D, причем  

).())(()(

0

zfdzzfzF

z

z

=′=′ ∫
 

Функция )(zF  называется первообразной для функции )(zf  в обла-

сти D , если )()( zfzF =′ . 

Можно показать, что если )(zF  есть некоторая первообразная для 

)(zf , то совокупность всех первообразных )(zf  определяется формулой    

CzF +)( , где constC − . 

L 

l 

Рисунок 8 
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Совокупность всех первообразных функций )(zf  называется неоп-

ределенным интегралом от функции )(zf  и обозначается символом  

∫ dzzf )( , т. е.   ∫ =′+= ).()(,)()( zfzFгдеCzFdzzf                                                  

Пусть функция  ∫=
z

z

dzzfzF

0

)()(  есть первообразная функция для )(zf . 

Следовательно, CzFdzzf

z

z

+=∫ )()(

0

. Положив здесь 0zz = ,  получим:   

CzF += )(0 0  (контур замкнётся, интеграл равен нулю). Отсюда  )( 0zFС −= , 

а значит,   ∫ −=
z

z

zFzFdzzf

0

).()()( 0                          

Полученная формула называется формулой Ньютона-Лейбница. 

Интегралы от элементарных функций комплексного переменного в 

области их аналитичности вычисляются с помощью тех же формул и ме-

тодов, что и в действительном анализе. 

Пример 13. i
z

dzzCzzdzCedze
i

i

zz −=⋅=+−=+= ∫ ∫∫ 0

3

0

2

3
33;cossin; . 

Пример 14. Вычислить интегралы:  а) ∫ −
L

zz

dz
;

0

  

б) ∫ −
L

n dzzz )( 0  ( 1−≠n ),   где  L есть окружность радиуса R 

с центром в точке 0z , обходимая против часовой стрелки 

(рис. 9).   

 

Решение: а) Теорема Коши неприменима, т.к. 

функция  
0

1

zz −
  не аналитична в точке  0z .  Параметри-

ческие уравнения окружности L есть )sin(),cos( 00 tRyytRxx +=+= , где 

.20 π≤≤ t  Следовательно,  

=+++=+= )sin()cos( 00 tiRiytRxiyxz tieRztitRiyx ⋅⋅+=+++ 000 ))sin()(cos()(  
Таким образом, мы получили, что комплексно-параметрическое 

уравнение данной окружности есть tieRzz ⋅⋅+= 0 , π20 ≤≤ t . Поэтому по 

формуле (10): idtidt
eR

eRi

zz

dz
it

it

L

⋅==
⋅
⋅⋅=

− ∫∫∫ π
ππ

2

2

0

2

00

. 

б) При n≠-1 имеем:         

               

.0)11(
1

))1(2sin)1(2(cos
1

1
)()(

1
0

1

2

0

)1(
1

2

0

)1(1

2

0

0

=−
+

=−+++
+

=

=
+

⋅==⋅⋅⋅⋅=−

++

+
+++

∫∫∫

n

R
enin

n

R

n

e
RdteiRdteiReRdzzz

nn

tni
ntninitnit

L

n

ππ

π
ππ

 

y 

z 

x 

z0 

R

z 

0

z 

x0 

y0 

Рисунок 9 
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Итак,   ,2
0

∫ ⋅=
−

L

i
zz

dz π   .0)( 0 =−∫
L

n dzzz   n – целое, 1−≠n  

1.11. Интеграл Коши. Интегральная формула Коши 

 

Теорема. Пусть функция )(zf  аналитична в замкнутой односвязной 

области  D  и L граница области D. Тогда имеет место формула:                      

                                                      ∫ −⋅
=

L

dz
zz

zf

i
zf

0

0

)(

2

1
)(

π
,                      (11) 

где   Dz ∈0  - любая точка внутри области D, а интегрирование по кон-

туру L производится в положительном направлении (то есть против 

часовой стрелки). 

Интеграл, находящийся в правой части равенства (11), называется 

интегралом Коши, а сама эта формула называется интегральной форму-

лой Коши. 

Формула Коши (11) является одной из важнейших в теории функций 

комплексного переменного. Она позволяет находить значения аналитиче-

ской функции )(zf  в любой точке 0z , лежащей внутри области D через ее 
значения на границе этой области. 

Замечание. Интегральная формула Коши (11) справедлива для мно-

госвязной области: каждый из контуров обходится так, чтобы область D 

оставалась слева. 

Теорема-следствие 1. Для всякой дифференцируемой в точке 0z  

функции )(zf  существуют производные всех порядков, причем n-я 

производная имеет вид    ∫ +−⋅
=

L

n

n dz
zz

zf

i

n
zf

1

0

0
)(

)(

2

!
)(

π
                            (12) 

Теорема-следствие 2. В окрестности каждой точки 0z , где существует 

производная  )( 0zf ′ , функция )(zf может быть представлена   сходя-

щимся рядом:   

 ...)(
!

)(
...)(

!2

)(
))(()()( 0

0

)(

2

0

0

000 +−++−
′′

+−′+= n

n

zz
n

zf
zz

zf
zzzfzfzf

      
(13) 

Таким образом, производная аналитической функции также яв-

ляется аналитической функцией. 

Ряд (13) называется рядом Тейлора функции )(zf  в точке 0z . 

Ряд Тейлора дифференцируемой в точке 0z  функции существует и 

сходится к самой функции. Ряд же Тейлора для действительной функции 

)(zf  может сходиться к другой функции или быть расходящимся. 

Замечание. Формула n-ой производной функции )(zf  может быть 

получена из формулы Коши:      ξ
ξ

ξ
π

d
z

f

i
zf

L

∫ −⋅
= )(

2

1
)(                                    (14)    
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 (в формуле (11) заменено z  на  ξ  и 0z   на  z ) путем последовательного 

дифференцирования равенства (14)  по  z :  ξ
ξ

ξ
π

d
z

f

i

n
zf

L

n

n

∫ +−⋅
=

1)(

)(

2

!
)( .      (15) 

Формулы (11) и (12) можно использовать для вычисления интегралов 

по замкнутым контурам. 

Пример 15. Вычислить ,
)4( 2∫ +

L
z

dz
 где а) L – 

окружность 1=z , б) L – окружность  2=− iz . 

Решение: а) функция  
4

1
)(

2 +
=

z
zf является аналити-

ческой 

 в области 1≤z . В силу теоремы Коши имеем 

0
)4( 2

=
+∫

L
z

dz
. 

б) На рисунке  представлена область, ограниченная 

контуром интегрирования. В этой области 2≤− iz находится точка iz 2= , в 

которой знаменатель подынтегральной функции равен нулю.  

Перепишем интеграл в виде:        ∫∫ −
+=

+
LL

dz
iz

iz

z

dz

2

2

1

42
. 

Функция  
iz

zf
2

1
)(

+
= . является аналитической в данной области. 

Применяя интегральную формулу Коши (11), находим: 

24

1
2

2

1
2

4
2

2

πππ =⋅=








+
⋅=

+ =
∫ i

i
iz

i
z

dz

izL

.                    
 

Пример 16. Вычислить dz
z

z

z

∫
=1

3

)cos(
.  

Решение: Внутри круга и на его границе 1=z  функция zzf cos)( =  

аналитична. Поэтому, в силу формулы (12), имеем 

 iziz
i

dz
z

z
dz

z

z
zz

zz

⋅−=−⋅=′′⋅=
−

=
==

=
+

=
∫∫ πππ

00

1

12

1

3
))cos(())(cos(

!2

2

)0(

)cos()cos(
. 

 

1.12. Классификация особых точек.  

Связь между нулем и полюсом функции 

 

Особой точкой  функции  )(zf   называется точка, в которой функ-

ция не является аналитической. 

Регулярной точкой  функции  )(zf   называется точка, для которой 

существует окрестность, в которой функция  является аналитической. 

Рисунок 10 

i 

x 

y 

-i 

2i 
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Особая точка 0zz =  функции )(zf  называется изолированной, если в 

некоторой её окрестности функция  )(zf  не имеет других особых точек. 

При этом возможны следующие случаи: 

1) точка  z0 является  устранимой особой точкой функции )(zf ; 

2) точка  z0  является полюсом функции  )(zf ; 

3) точка  z0  является существенно особой точкой функции )(zf . 

Укажем особенности поведения аналитической функции  )(zf  в 

окрестности особой точки каждого типа. 

 

Устранимые особые точки 

Изолированная особая точка 0zz =  является устранимой, если 

существует конечный предел  Azf
zz

=
→

)(lim
0

. 

Из равенства )()(lim
0

∞≠=
→

AAzf
zz

 следует, что в достаточно малой окрест-

ности устраняемой особой точки  z0 функция   )(zf  является ограниченной. 

 

Нули функции 

Точка 0zz =  является нулём функции, если  0)(lim
0

=
→

zf
zz

. 

Точка 0zz =  есть нуль m-го порядка для функции )(zf , если имеет 
место равенство )()()( 0 zzzzf m ϕ−= , где функция )(zϕ  аналитична в точке z0, 

причем  0)( 0 ≠zϕ . 

В случае m=1 будем называть  точку z0 простым нулём функции. 

 

Полюсы 

Изолированная особая точка 0zz =  является полюсом, если 

∞=
→

)(lim
0

zf
zz

. 

Точка 0zz =  есть полюс m-го порядка для функции )(zf ,если имеет 

место равенство 
mzz

z
zf

)(

)(
)(

0−
= ϕ

, где функция )(zϕ   аналитична в точке  z0, 

причем 0)( 0 ≠zϕ  . 

В случае m=1 будем называть полюс простым. 

Имеется связь между нулем и полюсом функции. 

Теорема. Если точка z0 - нуль m-го порядка функции )(zf , то z0  являет-

ся полюсом m-го порядка функции 
)(

1

zf
;  если точка z0  - полюс m-го 

порядка  функции  )(zf , то  z0  является нулем  m-го  порядка функции  

)(

1

zf
. 
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Существенно особая точка 

Если z0 - существенно особая точка, то, как доказывается (теорема 
Сохоцкого - Вейерштрасса), в достаточно малой окрестности точки  z0  

функция  )(zf  становится неопределенной. В такой точке аналитическая 

функция не имеет ни конечного, ни бесконечного предела. Выбирая раз-
личные последовательности точек { }nz , сходящихся к существенно особой 

точке z0, можно получать различные последовательности соответствующих 

значений функций, сходящиеся к различным пределам. 

Пример 17. Определить тип особенности функции zezf

1

)( =  в точке 

z=0. 

Решение: Точка z=0 является существенно особой точкой. Если  

0→z  вдоль положительной части действительной оси, то 

+∞==
+→→

x

x

z

z
ee

1

00

1

0
limlim . Если 0→z  вдоль отрицательной части действительной 

оси, то  0limlim

1

00

1

0
==

−→→
x

x

z

z
ee . 

Замечание. Классификацию изолированных особых точек можно 

распространить на случай, когда особой точкой функции )(zf  является 

бесконечно удаленная точка, ∞=z . 

Окрестностью точки ∞=z  называют внешность какого-либо круга 

с центром в точке z=0 и достаточно большим радиусом R (чем больше R, 

тем меньше окрестность точки ∞=z ). 

Точку ∞=z  называют изолированной особой точкой, если в некото-

рой окрестности ее нет других особых точек функции )(zf . . 

Бесконечно удаленная изолированная особая точка может оказаться 

устранимой особой точкой, полюсом порядка m или существенно особой 

точкой.  

Изучение функции  )(zf  в окрестности точки ∞=z  можно свести пу-

тем подстановки 
w

z
1=   к изучению функции  









w
f

1
 в окрестности точки  

z=0. 

Пример 18. Найти особые точки функции  
4

sin
)(

z

z
zf = . 

Решение: Особой точкой функции )(zf  является z=0. Найдем предел 

функции при 0→z :    ∞==
→→ 3040

1sin
lim

sin
lim

zz

z

z

z

zz
.  

Следовательно, точка z=0 является полюсом. Можно убедиться, что 

∞=
→ 4

2

0

sin
lim

z

z
z

z
, 01

sin
lim

4

3

0
≠=

→ z

z
z

z
. Следовательно, точка z=0 -  полюс третьего 

порядка. 
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Пример 19. Исследовать особенности функции 
2)1)(2(

3
)(

−+
+=

zzz

z
zf . 

Решение: Для данной функции точки  01 =z  и 22 −=z  - простые по-

люса,  13 =z  - полюс второго порядка. 

Пример 20. Выяснить поведение функций 
3

1
)(

−
=

z
zf ,  

2

2

1
)(

z

z
zg

+
=  в 

окрестности ∞=z . 

Решение: 0
1

3

1
lim =






∞
=

−∞→ zz
. Поэтому точка ∞=z  является устрани-

мой особой точкой. 

 1
1

lim
2

2

2

2

=







=

+∞→ z

z

z

z

z
. Тогда ∞=z  для функции 

2

2

1
)(

z

z
zg

+
=  является 

изолированной особой точкой или правильной точкой. 

 

 

1.13. Понятие вычета функции и основная теорема о вычетах 

 

Вычетом аналитической функции  )(zf  в изолированной особой 

точке z0 называется комплексное число, равное значению интеграла 

∫
L

dzzf
i

)(
2

1

π
, взятого в положительном направлении по окружности  L  с 

центром в точке z0, лежащей в области аналитичности  функции  )(zf   (т. е. 

в кольце Rzz <−< 00 ). 

Обозначается вычет функции )(zf  в изолированной особой точке z0 

символом )( 0zfRes или ));(( 0zzfRes .  

Таким образом, ∫⋅
= dzzf

i
zfs )(

2

1
)(Re 0 π

.                                             (16) 

Основная теорема о вычетах. Если функция )(zf  является аналити-

ческой в замкнутой области D , ограниченной контуром L, за исклю-

чением конечного числа особых точек  kz  (k =1,2, ..., n), лежащих 

внутри области D, то ∑∫
=

⋅=
n

k

k

L

zfsidzzf
1

)(Re2)( π .                      (17) 

 

1.14. Вычисление вычетов. 

Применение вычетов в вычислении интегралов 

 

Если z=z0 есть правильная  или   устранимая особая точка, то 

0)(Re 0 =zfs . 

Если z=z0 есть простой полюс, то )()(lim)(Re 00
0

zfzzzsf
zz

−=
→

            (18) 
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Замечание. Формуле (18) для вычисления вычета функции )(zf  в 

простом полюсе можно придать другой вид, если функция )(zf  является 

частным двух функций, аналитических в окрестностях точки z0. Если 

)(

)(
)(

zg

z
zf

ϕ= , 0)( 0 ≠zϕ , )(zg  имеет простой нуль при z=z0 (то есть 

0)(,0)( 00 ≠′= zgzg ), тогда      
)(

)(
;

)(

)(

0

0
0

zg

z
z

zg

z

′
=







 ϕϕ
Res .                                        (19) 

Если z=z0 есть полюс m-го порядка функции )(zf , то  

              ))()((lim
)!1(

1
)(Re 01

1

0
0

zfzz
dz

d

m
zfs m

m

m

zz
−

−
= −

−

→
.                       (20)     

Пример 21. Найти вычеты функции  
43

2
)(

zz

z
zf

−
+=  в ее особых точках. 

Решение: Особыми точками функции )(zf  являются: 11 =z - простой 

полюс, 02 =z - полюс третьего порядка (m=3).     

Следовательно, по формуле (19) имеем 

3
43

21

)(

2
)1);(( 143

−=
−
+=

′−
+= =z

zz

z
zfRes . 

Используя (20), находим: 

36
2

1

1

2
lim

2

12
)0(lim

!2

1
)0);((

043

3

0
=⋅=

″









−
+=

″









−
+−=

→→ z

z

zz

z
zzf

zz
Res . 

Теорема о вычетах часто используется для вычисления интеграла от 
функции комплексного переменного по замкнутому контуру. 

Пример 22. Вычислить ∫ +−
L

zz

dz

)1()1( 22
, где L – окружность 

21 =−− iz . 

Решение: Функция 
)1()1(

1
)(

22 +−
=

zz
zf  имеет в круге  21 =−− iz  

(рис. 11) простой полюс iz =1  и полюс 2-ого порядка 12 =z . Применяя (17), 

(18) и (20), получаем: 

.
22

1

4

1
2

)1(

2
lim

)()1(

1
lim2

)1()1(

1
)1(lim

!1

1

))(()1(
lim2

))1);((Re));(((Re2
)1()1(

2212

22

2

12

22

i
i

z

z

izz
i

zz
z

izizz

iz
i

zfsizfsi
zz

dz

ziz

ziz

L

ππ

π

π

π

−=






 −=

=








+
−+

+−
=













 ′










+−
−+

−+−
−=

=+=
+−

→→

→→

∫

 

x 

y 

1+i 

1 

i 

Рисунок11 
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Определённый интеграл вида ∫
π2

0

)cos;(sin dxxxR  с помощью замены 

ixez =  в некоторых случаях удается преобразовать в интеграл по замкнуто-

му контуру 1=z  от функции комплексного переменного, к которому уже 

применима основная теорема о вычетах. 

Пример 23. Вычислить с помощью вычетов интеграл   

∫ +
=

π2

0

2)cos23( x

dx
I . 

Решение: Произведём замену переменного, положив ixez = . Тогда 

izdxdxiedz ix == ,  
z

zzee
x z

ixix

2

1

22
cos

21 +=+=+=
−

. При изменении x от 0 до 2π  

точка z  опишет в положительном направлении  окружность 1=z . Т.о., 

∫ ∫∫
= =

+
=

++
=

+
=

+
1 1

222

2
1

2

0

2 )13(

1

)23()cos23(
2

z zz
z

I
zz

zdz

iiz

dz

x

dx
π

. 

В круге 1<z  функция 
22 )13(

)(
++

=
zz

z
zf  имеет полюс второго поряд-

ка  
2

53
1

+−=z .     По формуле (20) находим: 

.
55

3

)(
lim

)()(2

53
lim

!1

1
)

2

53
);((Re

3

2

53

2

53

2

2

532

2

53

2

2

53

2

53

=
+

−
=

=

′















−⋅−








 +−−=+−

+

+

→

−−+−→

+−

+−

z

z

zz

z
zzfs

z

z

 

Следовательно, ππ
25

56

55

3
2

1 =⋅⋅= i
i

I . 

 

 

§2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

 

 2.1. Дифференциальные уравнения первого порядка.  

Основные понятия 
 

Дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравнение, свя-

зывающее независимую переменную x , искомую функцию  )(xy  и её про-

изводные или дифференциалы.  

- 0),,( =′yyxF  - дифференциальное уравнение первого порядка, неявный 

вид. 

- ),( yxfy =′  - уравнение, разрешённое относительно производной. 
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- 0);();( =+ dyyxQdxyxP  - дифференциальная форма записи дифференциаль-

ного уравнения первого порядка. 

ДУ с одной независимой переменной называется обыкновенным. 

Порядком ДУ называется порядок наивысшей производной (или 

дифференциала), входящей в уравнение. 
Всякая функция, удовлетворяющая ДУ, т.е. при подстановке в урав-

нение обращающая его в тождество, называется решением уравнения. 

Бесконечное множество решений уравнения называется общим решением 

ДУ. Общее решение имеет вид ),( Cxfy = , где C – произвольная постоян-

ная. Если решение задано в неявном виде, то оно обычно называется инте-

гралом. Множество интегралов называется общим интегралом и имеет 
вид 0),,( =CyxФ . 

Каждому решению уравнения соответствует линия (график), называ-

емая интегральной кривой этого уравнения. 

Задача отыскания решения ДУ первого порядка, удовлетворяющего 

заданному начальному условию, называется задачей Коши. 

Теорема (существования и единственности задачи Коши). Если 

функция ),( yxf  непрерывна в области, содержащей точку ),( 00 yx , то 

уравнение ),( yxfy =′ имеет решение )(xyy =  такое, что )( 00 xyy = . 

Если, кроме того, непрерывна и частная производная yf ′ , то это реше-

ние – единственное. 

Условие, при котором значение искомой функции )(xy  равно 0y  при 

0xx = , называется начальным условием уравнения и записывается 

0
0

yy
xx

== . 

Решение ДУ, удовлетворяющее заданному начальному условию, 

называется частным решением. 

Например. 

а) 0)7( 2 =−+′ yxyx  – ДУ 1-го порядка в неявном виде. 

б) 023 33 =− dxxdyy  – ДУ 1-го порядка в дифференциальной форме. 

в) yxxy 2)cos( +=′  – ДУ 1-го порядка, разрешенное относительно производ-

ной.  

Пример 1. Выяснить, является ли функция 25xy =  решением урав-

нения yyx 2=′ ? 

Решение. xy 10=′ . Полученную производную подставим в уравне-

ние. Тогда 25210 xxx ⋅=⋅ , 22 1010 xx = . Получили верное тождество, следо-

вательно, данная функция является решением данного ДУ. 
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2.2. Дифференциальные уравнения первого порядка  

и методы их решения. Метод изоклин (графическое решение) 
 

Геометрическое истолкование ДУ первого порядка. Уравнение 

),( yxfy =′  устанавливающее связь (зависимость) между координатами 

точки ),( yx  и угловым коэффициентом )(xtgy =′  касательной интегральной 

кривой, проходящей через эту точку. Следовательно, ДУ ),( yxfy =′  дает 
совокупность направлений (поле направлений) на плоскости Оху. 

Поле направлений изображается при помощи системы чёрточек или 

стрелок с углом наклона α . 

Кривые kyxf =),(  (где αtg=k ), в точках которых наклон поля 

имеет постоянное значение, равное k, называются изоклинами. Построив 

изоклины и поле направлений, можно приближённо нарисовать интеграль-

ные кривые, рассматривая последние как кривые, которые в каждой своей 

точке имеют заданное направление поля. 

Пример 2. Методом изоклин построить приближенно поле 
интегральных кривых для дифференциальног уравнения xy =′ . 

Решение. Здесь изоклинами являются прямые линии: 

kx = ,  где ...;3;2;1;0 ±±±=k  

0=k ,   0=x ,    0tg =α  ⇒  o0=α ; 

1=k ,   1±=x ,   1tg ±=α  ⇒  o45±=α ; 

2=k ,  2±=x ,   2tg ±=α  ⇒  o63±≈α . 

На каждой из прямых изображаем систему черточек под найденным 

углом. Проводя линии таким образом, чтобы черточки являлись касатель-

ными к интегральным кривым, получим параболы (рис. 12) 

 
 

Рисунок 12 

 

2.3. Уравнения с разделенными и разделяющимися переменными 

 
ДУ вида 0)()( =+ dyyQdxxP  называются уравнениями с разделен-

ными переменными. Решаются такие ДУ путем непосредственного инте-

грирования обеих частей равенства по соответствующим переменным. 
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Пример 3. Найти общее решение ДУ 0=− ydyxdx . 

Решение. 0=− ydyxdx , ydyxdx = , ∫ ∫= ydyxdx , C
yx +=
22

22

 – об-

щий интеграл (общее решение). 

ДУ вида 0)()()()( 2211 =+ dyyQxPdxyQxP  называются уравнениями 

с разделяющимися переменными. 

Для решения дифференциального уравнения данного вида необхо-

димо перенести одно слагаемое в правую сторону: 

dyyQxPdxyQxP )()()()( 2211 −=  и разделить обе части на 
( )0)()()()( 2121 ≠⋅⋅ xPyQxPyQ , получим дифференциальное уравнение с 

разделенными переменными dy
yQ

yQ
dx

xP

xP

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 = . 

Пример 4. Решить ДУ 011 22 =−+− ydyxydxy . 

Решение. ydyxydxy 22 11 −−=− . Делим обе части уравнения на  

22 11 xy −− . ( 011 22 ≠−− xy  

dy
y

y

x 22 11

dx

−
−=

−
    ∫∫ −

−=
− 22 11 y

ydy

x

dx
⇒  Cyx +−= 21)arcsin( . 

 

2.4. Однородные дифференциальные уравнения 
 

Если ДУ 1-го порядка можно записать в виде ( )x
y

fy ='  с помощью 

алгебраических преобразований, то это уравнение называется однородным 

дифференциальным уравнением. 

Например, уравнение ( ) ( ) 0222 =−−− dyxyxdxyxy  – однородное, так 

как  
( ) ( )x

y
f

x
y

x
y

x
y

xyx

yxy
y =

⋅−

−
=

−
−=′

212

2

2

2

. 

Решают однородное уравнение заменой: ux
y =  или xuy = , тогда 

'' xuuy +=  (если уравнение задано в дифференциалах, то xduudxdy += ). 

Пример 5. Решить дифференциальное уравнение
x

yx
y

+−=′ . 

Решение. Преобразуем данное уравнение к виду
x

y
y −−=′ 1 .  

Сделаем замену ux
y = , '' xuuy += . Получаем уравнение 

uxuu −−=+ 1' . В результате преобразований его можно привести к виду 

x

dx

u

du =
−− 21

. Таким образом, имеем ДУ 1-го порядка с разделенными пере-
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менными. Решая его, получим: Cxu +=+− ln21ln
2

1
. Так как ux

y = , то 

C
x

y
x =++ 21ln

2

1
ln      C

x

y
x =+⇒ 21 . Получаем 

2

x

x

C
y −= – общее решение 

данного ДУ. 

 

2.5. Приводящееся дифференциальное уравнение 
 

Пусть 








++
++=

222

111'
cybxa

cybxa
fy  тогда: 

- если 0
22

11 ≠=∆
ba

ba
, то полагают 





+=
+=

.

,

0

0

yvy

xux
   

Здесь 0x  и 0y  – const, определяемые из системы уравнений 





=++
=++

.0

,0

20202

10101

cybxa

cybxa
 Так как 





=
=

,

,

dvdy

dudx
 то получим однородное 

дифференциальное уравнение относительно переменных  u   и  v . 

- если 0=∆ , то, полагая в уравнении uybxa =+ 11 , получим уравнение с 
разделяющимися переменными. 

 

Пример 6. Решить уравнение 
yx

yx
y

++
−−=′

1

331
. 

Решение. 0
11

33
=

−−
=∆ , делаем замену zyx =++1 , тогда zy ′=′ . 

Тогда 
z

z
z

43 +−=′  – уравнение с разделяющимися переменными. Решая 

его, получим Сxzz +=−−− 43ln
9

4

3

1
. Вернемся к переменным x  и y : 

Сxyxyx +=−+−++− 133ln
9

4
)1(

3

1
. 

 

2.6. Линейные уравнения первого порядка 
 

Дифференциальное уравнение вида )()( xqyxpy =+′ ,  где )(xp  и 

)(xq – заданные функции (в частности, постоянные), называется линей-

ным. 

Рассмотрим два метода решения линейного ДУ – метод Лагранжа и 

метод  Бернулли. 

Метод Лагранжа (метод вариации произвольной постоянной) 
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В общем случае, если 0)( ≠xq , то уравнение )()( xqyxpy =+′  назы-

вается линейным неоднородным ДУ (ЛНДУ) первого порядка. Рассмот-
рим соответствующее уравнение без правой части, т. е. уравнение 

0)( =+′ yxpy . Оно называется линейным однородным ДУ (ЛОДУ) перво-

го порядка. В этом уравнении переменные делятся: dxxp
y

dy
)(−=  ⇒  

∫−⋅= dxxp
eCy

)(
. 

Метод вариации произвольной постоянной состоит в том, что посто-

янную С в полученном решении заменяют на функцию С(х). Тогда реше-

ние ЛНДУ находится в виде ∫−⋅= dxxp
exCy

)(
)( . 

Находим производную: ∫∫ −− ⋅⋅−⋅′=′ dxxpdxxp
ee xpxCxCy

)()(
)()()( . 

Подставляем у и y′  в ЛНДУ: 

)()()()()()(
)()()(

xgxpxCxpxCxC
dxxpdxxpdxxp

eee =⋅⋅+⋅⋅−⋅′ ∫∫∫ −−−
, 

)()(
)(

xgxC
dxxp

e =⋅′ ∫−
. 

Учитывая, что 
dx

xdC
xC

)(
)( =′ , запишем dxxgxdC

dxxp
e ∫⋅= )(

)()( . 

Интегрируя, находим CdxxgxC
dxxp

e +⋅= ∫ ∫ )(
)()( . 

Таким образом, получим общее решение ЛНДУ в виде 

[ ] ∫∫ −⋅+⋅= ∫
dxxpdxxp

ee Cdxxgy
)()(

)( . 

Пример 7. Решить ДУ 
x

e
y

x
у

x

=+′ 1
. 

Решение. Данное уравнение является линейным уравнением первого 

порядка. Здесь 
x

xp
1

)( = , 
x

e
xq

x

=)( . Решаем сначала однородное уравнение 

0
1 =+′ y
x

у . Имеем 
x

dx

y

dy −=  или 
x

C
y = . Заменяем С на С(х), т. е. реше-

ние линейного уравнения ищем в виде 
x

xC
y

)(= . Тогда 

22

)()()()(

x

xC

x

xC

x

xCxxC
y −

′
=−⋅′

=′ . Подставляя выражения для у и y′  в 

уравнение, получим 
x

e

x

xC

xx

xC

x

xC x

=⋅+−
′ )(1)()(

2
 или xexC =′ )( . Отсюда нахо-

дим С(х): 

CexC x +=)( . Следовательно, 
x

Ce
y

x +=  – искомое решение. 
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Метод Бернулли 

Запишем функцию y  в виде произведения двух функций uvy = . 

Находим производную uvvuy ′+′=′ . Подставим все в данное уравнение  
)()( xquvxpuvvu =+′+′  или [ ] )()( xqvxpvuvu =+′+′ , выражение в квад-

ратных скобках приравняем к нулю. Отсюда 0)( =+′ vxpv , тогда для отыс-

кания  u   получим уравнение )(xqvu =′ . 

Сначала найдем v  из уравнения  vxpv )(−=′  – ДУ с разделяющимися 

переменными: dxxp
v

dv
)(−= , ∫ +−= cdxxpv )(ln , ∫ +−= cdxxp

ev
)(

, придадим 

с любое значение, пусть 0=c , тогда ∫−= dxxpev )( . 

Зная v , найдем u  из уравнения )(xqvu =′ : )(
)(

xqe
dx

du dxxp =∫−
 – урав-

нение с разделяющимися переменными, отсюда ∫ ∫= dxexqu
dxxp )(

)( . 

Найдем искомую функцию y : ∫ ∫∫−== dxexqeuvy dxxpdxxp )()( )(  – эта 

формула дает общее решение линейного уравнения. 

Замечание. Формулу запоминать не имеет смысла, необходимо 

помнить алгоритм решения. 

Пример 8. Решить уравнение 
x

e
y

x
у

x

=+′ 1
. 

Решение. Положим uvy = ; тогда  uvvuy ′+′=′ . Имеем: 

x

e
uv

x
uvvu

x

=+′+′ 1
, 

x

e

x

v
vuvu

x

=






 +′+′ .                            (1) 

0=+′
x

v
v  ⇒  

x

dx

v

dv −= , тогда Сxv lnlnln +−=  ⇒  
x

С
v lnln = .  

Значит 
x

С
v = .  Пусть 1=С , тогда 

x
v

1= . 

Для нахождения функции u  вернемся к уравнению (1): 
x

e
vu

x

=′ , 

dxedu x= , ∫ ∫= dxedu x , Сeu x += . 

Зная, u  и v  окончательно имеем: 
x

Ce
uvy

x +== . 

 

2.7. Уравнение Бернулли 
 

Уравнение вида nyxqyxpy )()( =+′ , где 0≠n   и 1≠n , называется 

уравнением Бернулли. Данное уравнение также решают методами Ла-

гранжа или Бернулли. 
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Решите самостоятельно ДУ 2xyxyy =−′  любым из указанных мето-

дов. 

 

 

 

2.8. Уравнения в полных дифференциалах 
 

Если для дифференциального уравнения ( ) ( ) 0,, =+ dyyxQdxyxP  

выполнено равенство
x

Q

y

P

∂
∂=

∂
∂

, то оно может быть представлено в виде 

( ) 0, =yxdu . Такое уравнение называется ДУ в полных дифференциалах. 

Общий интеграл уравнения есть ( ) Cyxu =, . Функция ( )yxu ,  опреде-

ляется по формуле ( ) ( )∫∫ +=
y

y

x

x

dyyxQdxyxPu

00

,, , где  x0 и y0 – подбираются про-

извольным образом. Если  
x

Q

y

P

∂
∂≠

∂
∂

 необходимо найти интегрирующий 

множитель (рекомендуем эту тему разобрать самостоятельно). 

Пример 9. Найти общий интеграл уравнения 

0)42()22( =−++ dyyxdxyx . 

Решение.  
( ) ( )

2
4222 =

∂
−∂=

∂
+∂

x

yx

y

yx
 ⇒ левая часть ДУ есть полный 

дифференциал некоторой функции ( )yxu , . Найдем ее:  

=−++= ∫∫
y

y

x

x

dyyxdxyxu

00

)42()22( 0  

∫∫ −+=
yx

dyydxyx
0

4)22(

0

( ) 22

0

2

0

2 2222 yxyxyxyx yx −+=−+= . 

Так как ( ) =yxu , C, получим Cyxyx =−+ 22 22 . 

 

 

2.9. Дифференциальные уравнения высших порядков.  

Основные понятия 

 

Дифференциальные уравнения порядка выше первого называются 

ДУ высших порядков. ДУ второго порядка в общем случае имеет вид 

0),,,(F =′′′ yyyx , или в виде, разрешенном относительно старшей 

производной ),,( yyxfy ′=′′ , если это возможно. 

Решением ДУ второго порядка называется всякая функция 

)(xy ϕ= , которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество.  
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Общим решением ДУ второго порядка называется функция 

);;( 21 ccxy ϕ= , где 1c  и 2c  – произвольные постоянные, удовлетворяющая 

условиям: 1) );;( 21 ccxϕ  – является решением ДУ для каждого 

фиксированного значения 1c  и 2c ; 2) каковы бы ни были начальные 

условия 0
0

yy
xx

== , 0
0

yy
xx

′=′ = , существуют единственные значения 

постоянных 0
11 cc =  и 0

22 cc =  такие, что функция ( )0
2

0
1 ;; ccxy ϕ=  является 

решением данного уравнения и удовлетворяет начальным условиям. 

Всякое решение ( )0
2

0
1 ;; ccxy ϕ=  данного ДУ, получающееся из 

общего решения );;( 21 ccxy ϕ=  при конкретных значениях постоянных 

0
11 cc =  и 0

22 cc = , называется частным решением. 

Решения ДУ, записанные в виде 0);;( 21 =Φ ccx , 0);;( 0
2

0
1 =Φ ccx , 

называются общим и частным интегралом соответственно. 

График всякого решения ДУ второго порядка называется 

интегральной кривой. Общее решение представляет собой множество 

интегральных кривых; частное решение – одна интегральная кривая этого 

множества, проходящая через точку );( 00 yx  и имеющая в ней касательную 

с заданным угловым коэффициентом )( 0xy′ . 

Как и в случае ДУ первого порядка, задача нахождения решения ДУ, 

удовлетворяющая заданным начальным условиям, называется задачей 

Коши. 

Теорема (существования и единственности задачи Коши). Если в 

ДУ ),,( yyxfy ′=′′  функция ),,( yyxf ′  и ее частные производные yf ′  и 

yf ′′  непрерывны в некоторой области D изменения переменных х, у и 

y′ , то для всякой точки D);;( 000 ∈′yyx  существует единственное 
решение )(xy ϕ=  данного ДУ, удовлетворяющее начальным 

условиям 0
0

yy
xx

== , 0
0

yy
xx

′=′ = . 

Аналогичные понятия и определения имеют место для ДУ п-го 

порядка, которое в общем виде записывается как 0);...;;;;(F )( =′′′ nyyyyx . 

Задача нахождения решения ДУ п-го порядка сложнее, чем первого, 

поэтому ограничимся рассмотрением отдельных видов ДУ высших 

порядков. 

 

2.10. Уравнения, допускающие понижение порядка 

 

В некоторых случаях порядок ДУ может быть понижен, что обычно 

облегчает его интегрирование. Рассмотрим три типа подобных уравнений. 

1. Случай непосредственного интегрирования.  

Пусть дано уравнение )(xfy =′′ . 
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Интегрируя обе части данного уравнения, получим: 

1)( Cdxxfy +=′ ∫ . Далее, интегрируя полученное уравнение, находим 

( ) 21)( CdxCdxxfy ++= ∫ ∫  или ( ) 21)( CxCdxdxxfy ++= ∫ ∫ . 

Если )()( xfy n = , то 

 n
nn

n

СxСxСdxdxdxxfy ++++= −−
∫ ∫ ∫ ......)(... )2(

2
)1(

1
43421

. 

Пример 10. Решить уравнение 
x

y
1=′′ . 

Решение. 

∫ +==′ 1ln
1

Сxdx
x

y , ∫ ++−=+= 211 ln)(ln СxСxxxdxСxy . 

Пример 11.    Решить ДУ    )3sin( xy =′′   y(0)=0 1)0( =′y  

Решение. 

∫ +−=′′=′
1

3

)3cos(
C

x
dxyy    ∫ ++−=′= 21

9

)3sin(
CxC

x
dxyy . Подставив 

начальные условия, получаем уравнения 1
3

1
1 C+−=     0=С2.  

Отсюда 
3

4
1 =C , 02 =C . Получаем x

x
y

3

4

9

)3sin( +−=  

2. Если дано ДУ 0),,( =′′′ yyxF , не содержащее явно искомой функции у. 

В этом случае используется замена zyzy ′=′′=′ , . 

Пример 12. Найти частное решение дифференциального уравнения 

yyx ′=′′  при начальных условиях 2,0 11 −=′= == xx yy . 

Решение.  Положим ,zy =′  zy ′=′′ . Тогда уравнение примет вид 

zzx =′  – ДУ первого порядка с разделяющимися переменными. Решая по-

лученное уравнение, имеем 1lnlnln Сxz += , отсюда xСz 1= . Т. к. yz ′= , 

то xСy 1=′ . Интегрируя последнее равенство, находим 

∫ +== 21

2

1 2
ССxxdxСy  – общее решение. 

Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным начальным усло-

виям: 

01==xy  ⇒  
21

2

2

1
0 СС += . 

Решая полученную систему, 

находим 21 −=C ,,  12 =C . Таким 

образом, окончательно имеем 

2
2

2
−= xy . 

21 −=′ =xy  ⇒  112 С⋅=− . 

3. Если дано ДУ 0),,( =′′′ yyyF , не содержащее явно независимой 

переменной х.  



39 

 

Здесь используется замена 
dy

dp
pypy =′′=′ , . 

Пример 13. Решить уравнение 1)(2 2 +′=′′ yyy . 

Решение. В данном ДУ явно нет х. Применив указанную замену, по-

лучим )1(2
2 += p

dy

dp
yp  – ДУ с разделяющимися переменными. Отсюда 

11 −±= yCp , значит 11 −±=′ yCy  – уравнение с разделяющимися пе-

ременными. Решая, окончательно получим 
( )

4
1

2
1

2

2
1

CCx
yC

−=−  или 

( )








+−= 1

4

1
2
1

2
2

1

CCx

C
y . 

 

2.11. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами и специальной правой частью 

 

Уравнение вида )(xfqyypy =+′+′′ , где p, q – заданные числа назы-

вается линейным неоднородным дифференциальным уравнением 

(ЛНДУ) второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Линейное ДУ второго порядка без правой части 0=+′+′′ qyypy , со-

ответствующее ЛНДУ, называется линейным однородным дифференци-

альным уравнением (ЛОДУ). 
Теорема (о структуре общего решения ЛНДУ). Общим решением 

ЛНДУ является сумма его общего решения уоо соответствующего 

ЛОДУ и произвольного частного решения учн, то есть у = учн + уоо. 

Рассмотрим нахождение общего решения уоо и частного решения учн. 

Пусть дано ЛОДУ второго порядка 0=+′+′′ qyypy . Если 1k  и 2k  – 

корни характеристического уравнения 02 =++ qpkk  (для этого необхо-

димо y ′′  заменить на 2k , y′  – на k , y  – на 1), то общее решение записыва-

ется в одном из следующих трех видов (табл. 1): 

 

Общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка 
Таблица 1.  

qpD 42 −=
 

Корни 1k  и 2k  






 ±−=
22,1

Dp
k  Общее решение ЛОДУ 

1) 0>D  
действительные и различные 

( 21 kk ≠ ) 
xkxk

eCeCy 21
21 +=  

2) 0=D  действительные и равные kxkx xeCeCy 21 +=  
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( kkk == 21 ) 

3) 0<D  
комплексные biak ±=2,1  

(а и b – действительные числа) 

( )bxCbxCey ax sincos 21 +=
 

 

Пример 14. Найти общее решение уравнения 067 =+′−′′ yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 0672 =+− kk  и 

найдем его корни: 256449 =⋅−=D ; 1
2

57
1 == −k ; 6

2
57

2 == +k . Т.к. 1k  и 2k  – 

действительные и различные числа, то общее решение записывается в ви-

де: xx eCeCy 6

21 += . 

Пример 15. Найти общее решение уравнения 09 =+′′ yy . 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 019 2 =+k , 

9

12 −=k , ik
3

1
2,1 ±=  – комплексно-сопряженные корни, 0=a , 

3

1=β . Общее 

решение имеет вид )
3

1
sin

3

1
cos( 21

0 xCxCy xe +⋅= ,,  ооттссююддаа  








+






= xCxCy
3

1
sin

3

1
cos 21 ..  

Пример 16. Найти общее решение уравнения 02510 =+′+′′ yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение имеет вид: 025102 =++ kk . 

Найдем его корни: 0=D  ⇒  521 −== kk . Тогда 
xxkxkx xeCeCxeCeCy 5

2

5

121 +=+= . 

Найдём теперь частное решение неоднородного уравнения 

Рассмотрим следующие случаи: 

1) Пусть правая часть неоднородного уравнения имеет вид 
mxexPxf )()( =  , где P(x)-многочлен.  

Тогда неоднородное уравнение имеет частное решение вида 
mxk

чн exQxy )(= , где Q(x)-многочлен той же степени, что и  P(x), k-кратность 

корня характеристического уравнения, равного m (то есть, сколько корней 

характеристического уравнения равно m). 

Неизвестные коэффициенты многочлена Q(x) находим с помощью 

метода неопределённых коэффициентов. 

Это правило верно и при m=0, когда правая часть есть многочлен. В 

частных случаях P(x) может быть и постоянной величиной (числом). 

2) Пусть правая часть неоднородного уравнения имеет вид 

)sin()cos()( nxbnxаxf ⋅+⋅= . 

Если числа in±  являются корнями характеристического уравнения, 

то неоднородное уравнение имеет частное решение вида 
))sin()cos(( nxBnxAxyчн +⋅= .  
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Если числа in±  не являются корнями характеристического уравне-

ния, то неоднородное уравнение имеет частное решение вида 
)sin()cos( nxBnxAyчн +⋅= . 

Если a=0 или b=0, решение всё равно следует искать в общем виде. 

3) Пусть правая часть неоднородного уравнения имеет вид 

[ ])sin()cos()( 21 nxPnxPеxf mx +=  , где P1(x) и P2(x) –многочлены. 

Если числа m in± являются корнями характеристического уравнения, 

то неоднородное уравнение имеет частное решение вида 
))sin()()cos()(( 21 nxxQnxxQxey mx

чн +⋅= .  

Если числа inm ±  не являются корнями характеристического уравне-

ния, то неоднородное уравнение имеет частное решение вида 
))sin()()cos()(( 21 nxxQnxxQey mx

чн +⋅= . 

Q1(x) и Q2(x)-многочлены степени, равной высшей из степеней мно-

гочленов P1(x) и P2(x) 

Замечание. Частное решение ЛНДУ имеет тот же вид, что и специ-

альная правая часть, но если число iβα +  является корнем характеристи-

ческого уравнения кратности r, то в частном решении присутствует мно-

житель rx . 

Немногим более сложные виды специальной правой части рекомен-

дуем разобрать самостоятельно. 

Пример 17. Решить уравнение xeyyy 6124 =−′−′′ ,  1)0( =y ,  6)0( =′y  

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным 

дифференциальным уравнением второго порядка со специальной правой 

частью xexf 61)( ⋅=  ( 6m   ,1)( ==xP ) Соответствующее однородное уравне-

ние имеет вид 0124 =−′−′′ yyy . 

Составим характеристическое уравнение 01242 =−− kk  и найдем его 

корни: 61 =k , 22 −=k . 

Тогда общее решение ЛОДУ имеет вид xx

oo eCeCy 2

2

6

1

−+= . 

Найдем частное решение ЛНДУ. Т.к. 1)( =xP , 6=m ,  и число 6=m  

является простым (однократным) корнем характеристического уравнения 

(совпадает с 61 =k ), то частное решение будем искать в виде x

чн xey 6A= . 

Для отыскания неопределенного коэффициента А подставим чнy  в данное 
линейное неоднородное дифференциальное уравнение, предварительно 

вычислив x

чн Axey 66x 6Ae +=′ , xx

чн AxeAey 66 3612 +=′′ . Получаем равенство 
xxxxxx eAxexAeAeAxeAe 666666 122443612 =−−−+ , откуда находим 

8
1A = . Та-

ким образом x

чн xey 6

8

1= . 
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Так как общее решение линейного неоднородного дифференциаль-

ного уравнения находится в виде чнооон yyy += , то окончательно получаем 

=+= чнооон yyy xxx xeeCeC 62

2

6

1
8

1++ − . 

Теперь подставим начальные условия в полученное решение, полу-

чим 

1)0( =y ,    1011 21 =+⋅+⋅⇒ CC  , 

xxxx xeeeCeCy 662

2

6

1
8

6

8

1
26 ++−=′ − , 

6)0( =′y ,    601
8

1
1216 21 =+⋅+⋅−⋅⇒ CC . 

Решив систему, получаем 
64

63
1 =C , 

64

1
2 =C .  

Частное решение, удовлетворяющее заданным начальным условиям,  

xxx xeeey 626

8

1

64

1

64

63 ++= − . 

 

2.12. Нормальные системы линейных однородных 

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 
 

Совокупность соотношений вида:













=′′′

=′′′
=′′′

0),...,,,,...,,,(

......................................................

0),...,,,,...,,,(

0),...,,,,...,,,(

2121

21212

21211

nnn

nn

nn

yyyyyyxF

yyyyyyxF

yyyyyyxF

. 

где х- независимая переменная, у1, у2,…,уn – искомые функции, называется 

системой дифференциальных уравнений первого порядка. 

 Система дифференциальных уравнений первого порядка, разрешен-

ных относительно производных от неизвестных функций называется нор-

мальной системой дифференциальных уравнений. 

 Такая система имеет вид:  

                                

















=

=

=

),...,,,(

........................................

),...,,,(

),...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

                                        (2) 

 

 

 Теорема.  (Теорема Коши). Если в некоторой области (n-1) –мерного 

пространства функции ),,...,,,( 211 nyyyxf  ),,...,,,( 212 nyyyxf  … 

),...,,,( 21 nn yyyxf  непрерывны и имеют непрерывные частные производ-
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ные по nyyy ,...,, 21 , то для любой точки ),...,,,( 020100 nyyyx  этой области 

существует единственное решение  )(...),(),( 2211 xyxyxy nn ϕ=ϕ=ϕ=  

системы дифференциальных уравнений вида, определенное в некото-

рой окрестности точки х0 и удовлетворяющее начальным условиям 
.,...,,. 020100 nyyyx  

Общим решением системы дифференциальных уравнений вида (2) 

будет совокупность функций ),...,,,( 2111 nCCCxy ϕ= , ),...,,,( 2122 nCCCxy ϕ= , … 

),...,,,( 21 nnn CCCxy ϕ= , которые при подстановке в систему (1) обращают ее в 

тождество. 

При рассмотрении систем дифференциальных уравнений ограни-

чимся случаем системы трех уравнений (n = 3). Все нижесказанное спра-

ведливо для систем произвольного порядка. 

Нормальная система дифференциальных уравнений c постоянными 

коэффициентами называется линейной однородной, если ее можно запи-

сать в виде: 















++=

++=

++=

uazaya
dx

du

uazaya
dx

dz

uazaya
dx

dy

333231

232221

131211

 

 Решения системы обладают следующими свойствами: 

1) Если y, z, u – решения системы, то Cy, Cz, Cu , где C = const – тоже яв-

ляются решениями этой системы. 

2) Если y1, z1, u1 и y2, z2, u2 – решения системы, то y1 + y2, z1 + z2, u1 + u2 – 

тоже являются решениями системы. 

 Решения системы ищутся в виде: 
constkeuezey kxkxkx =γβαγ=β=α= ,,,,;; . 

Подставляя эти значения в систему и перенеся все члены в одну сторону и 

сократив на e
kx

, получаем:  








=γ−+β+α
=γ+β−+α
=γ+β+α−

0)(

0)(

0)(

333231

232221

131211

kaaa

akaa

aaka

 

Для того чтобы полученная система имела ненулевое решение необходимо 

и достаточно, чтобы определитель системы был равен нулю, то есть: 

0

333231

232221

131211

=
−

−
−

kaaa

akaa

aaka

 

В результате вычисления определителя получаем уравнение третьей 

степени относительно k. Это уравнение называется характеристическим 

уравнением и имеет три корня k1, k2, k3. Каждому из этих корней соответ-
ствует ненулевое решение системы:   
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,,, 111

111111

xkxkxk euezey γ=β=α=  

,,, 222

222222

xkxkxk euezey γ=β=α=  

.,, 333

333333

xkxkxk
euezey γ=β=α=  

 Линейная комбинация этих решений с произвольными коэффициен-

тами будет решением системы: 

;321

332211

xkxkxk
eCeCeCy α+α+α=  

;321

332211

xkxkxk
eCeCeCz β+β+β=  

.321

332211

xkxkxk
eCeCeCu γ+γ+γ=  

Пример 18. Найти общее решение системы уравнений: 





+=′
+=′

yxy

yxx

22

25
 

Решение. Составим характеристическое уравнение: 

;042510;04)2)(5(;0
22

25
2 =−+−−=−−−=

−
−

kkkkk
k

k
 

.6;1;067 21

2 ===+− kkkk  

Решим систему уравнений:  




=β−+α
=β+α−

0)(

0)(

2221

1211

kaa

aka
 

Для k1:   




=β+α
=β+α





=β−+α
=β+α−

02

024

0)12(2

02)15(

11

11

11

11  

Полагая 11 =α (принимается любое значение), получаем: .21 −=β  

Для k2:   




=β−α
=β+α−





=β−+α
=β+α−

042

021

0)62(2

02)65(

22

22

22

22  

Полагая 22 =α (принимается любое значение), получаем: .12 =β  

Общее решение системы: 






+−=

+=
tt

tt

eCeCy

eCeCx

6

21

6

21

2

2
 

Этот пример может быть решен другим способом: 

Продифференцируем первое уравнение: yxx ′+′=′′ 25 . 

Подставим в это выражение производную у′ =2x + 2y  из второго уравне-

ния: 
.445 yxxx ++′=′′  

Подставим сюда у, выраженное из первого уравнения: 

xxxxx 10245 −′++′=′′ ;  
067 =+′−′′ xxx ⇒ 1;6 21 == kk  

Тогда ;6; 66 tttt BeAexBeAex +=′+=  

;55652 66 tttt BeAeBeAexxy −−+=−′=  .
2

1
2 6tt BeAey +−=  
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 Обозначив 21
2

1
; CBCA == , получаем  решение системы: 







+−=

+=
tt

tt

eCeCy

eCeCx

6

21

6

21

2

2
.      

 

 

 

§3. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

 

 3.1. Основные понятия числового ряда 

Выражение вида ......21
1

++++=∑
∞

=
n

n
n aaaa  , где ,...,...,, 21 naaa  – 

данные числа, называется числовым рядом ( ...,, 21 aa  называются членами 

ряда, na  – общий член ряда). 

Сумма первых п членов ряда nn aaa +++= ...S 21 называется ча-

стичной суммой. Числовой ряд называется сходящимся, если его частич-

ная сумма имеет конечный предел при ∞→n . Величина n
n

SlimS
+∞→

=  

называется при этом суммой ряда, а число ...SSR 21 ++=−= ++ nnnn aa  – 

остатком. 

Если предел n
n

Slim
+∞→

 не существует или стремится к бесконечности, 

то ряд называется расходящимся. 

 

 

3.2. Свойства числовых рядов 

1. Если ряд ∑
∞

=1n

na  сходится и его сумма равна S, k – произвольное число,  

то ряд ......21

1

++++=∑
∞

=
n

n

n kakakaka  также сходится и его сумма равна 

Sk . Если же ряд ∑
∞

=1n

na  расходится и 0≠k , то и ряд ∑
∞

=1n

nka  расходится. 

2. Если ряды ∑
∞

=1n

na  и ∑
∞

=1n

nb  сходятся и их суммы равны 1S  и 2S  соответ-

ственно, то сходятся и ряды ∑
∞

=
±

1

)(
n

nn ba , их суммы  равны соответственно 

21 SS ± . 

Следствия. 
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1. Сумма (разность) сходящегося и расходящегося рядов есть расхо-

дящийся ряд. 

2. Сумма (разность) двух расходящихся рядов может быть как сходя-

щимся, так и расходящимся рядом. 

3. Сходимость или расходимость ряда не нарушается, если прибавить 

или отбросить конечное число его членов. 

Основная задача теории числовых рядов – установление сходимости 

или расходимости – иногда может быть решена непосредственным нахож-

дением суммы ряда, т.е. вычислением предела частичных сумм: n
n

S
+∞→

lim . 

Пример 1. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= −+1
2 5129

1

k kk
.  

Решение. Для преобразования частичных сумм используем разложе-

ние дроби на простейшие: 
53

B

13

A

5129

1
2 +

+
−

=
−+ kkkk

. 

Методом неопределенных коэффициентов нашли значения: 
6
1A =  и 

6
1B −= . Следовательно, общий член ряда запишется в виде 

( )
53

1
13

1
6
1

5129
1

2 +−−=
−+ kkkk

. 

Тогда частичную сумму можно представить следующим образом: 

∑∑
==

=







+

−
−

=
−+

=
n

k

n

k

n
kkkk 11

2 53

1

13

1

6

1

5129

1
S  

+


 +






 −+






 −+






 −+






 −= ...
17

1

11

1

14

1

8

1

11

1

5

1

8

1

2

1

6

1
 

=











+

−
−

+







+

−
−

+
53

1

13

1

23

1

43

1

nnnn
 








+
−

+
−=






+
−

+
−+=

53

1

23

1

10

7

6

1

53

1

23

1

5

1

2

1

6

1

nnnn
. 

Таким образом, 

60

7

10

7

6

1

53

1

23

1

10

7
lim

6

1
Slim =⋅=








+

−
+

−=
+∞→+∞→ nnn

n
n

. 

Так как сумма ряда существует и равна конечному значению, то дан-

ный ряд сходится.  

Замечание. При исследовании сходимости рядов непосредственное 

нахождение предела частичных сумм часто связано с большими трудно-

стями. Поэтому чаще используют тот или иной признак, дающий доста-

точные условия сходимости или расходимости ряда. 

 



47 

 

 

3.3. Признаки сходимости числовых рядов 

 

Знакопостоянным рядом называется ряд вида 

∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa , где 0>ia  или 0<ia , тогда данный числовой ряд 

также называют соответственно знакоположительным или знакоотри-

цательным. 

 Замечание. Знакоотрицательный ряд получают при помощи просто-

го умножения на -1 элементов знакоположительного ряда. 

Знакопеременным рядом называется ряд вида ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa , 

где члены ряда ia  произвольных знаков. Частным случаем знакоперемен-

ного ряда является знакочередующийся ряд, вида: 
...)1(... 1

4321 +−++−+− +
n

n aaaaa , где ,...3,2,1,0 => nan  

Замечание. 

1. Исследование знакочередующегося ряда вида ...4321 −+−+− uuuu   сво-

дится к стандартному путем умножения всех его членов на (-1). 

2. Соотношение 10 uS <<  позволяет получить простую и удобную оценку 

ошибки, которая допускается при замене суммы S данного ряда его ча-

стичной суммой Sn. Отброшенный ряд (остаток) представляет собой также 

знакочередующийся ряд, сумма которого по модулю меньше первого чле-

на этого ряда. 

Например, ∑
∞

=1
2

)sin(

n
n

n
 – знакопеременный ряд, но он не является зна-

кочередующимся.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Схема 1. Виды числовых рядов 

 

Числовой ряд:  ∑
∞

=1n

na  

Знакопостоянные ряды Знакопеременные ряд:   

Знакоположительный 

ряд:  ∑
∞

=1n

na , 0≥na  

Знакоотрицательный 

ряд:  ∑
∞

=1n

na , 0<na  

Знакочередующий 

ряд:  ∑
∞

=

−
1

)1(
n

n

n a , 0≥na  
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Необходимый признак сходимости числового ряда. Если числовой 

ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, то 0lim =

+∞→ n
n

a . 

Достаточный признак расходимости числового ряда. Если 

0lim ≠
+∞→ n

n
a , то ряд ∑

∞

=1n
na  – расходится. 

Достаточные признаки сходимости числового ряда. 

Первый признак сравнения. Если для двух знакоположительных рядов 

∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb  , начиная с некоторого номера n  для общих членов, вы-

полняется неравенство nn ba ≤ , то ряд с меньшими членами сходится, 

если сходится ряд с большими членами; если ряд с меньшими членами 

расходится, то расходится и ряд с большими членами. 

Второй признак сравнения. Если для двух рядов ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb  с неотрица-

тельными членами существует конечный  предел q
b

a

n

n

n
=

+∞→
lim , то, при 

0≠q , оба ряда ведут себя одинаково в смысле сходимости, т. е. либо 

оба  ряда  сходятся, либо оба –  расходятся. 

Признак Даламбера. Если qa

a

n

n

n
=+

∞→
1lim , то ряд с неотрицательными чле-

нами сходится при 1<q  и расходится при 1>q ; при 1=q  вопрос о схо-

димости ряда остается открытым (требуются дополнительные исследо-

вания, т. е. необходимо применить какой-либо другой признак). 

Радикальный признак Коши. Если qan
n

n
=

+∞→
lim , то ряд с неотрицатель-

ными членами сходится при 1<q  и расходится при 1>q ; при 1=q  во-

прос о сходимости ряда остается открытым (требуются дополнительные 
исследования, т. е. необходимо применить какой-либо другой признак). 

Интегральный признак Коши. Если члены знакоположительного ряда 

∑
∞

=1n
na  удовлетворяют условиям nn aa ≤+1  и 0lim =

+∞→ n
n

a , а непрерывная 

убывающая неотрицательная функция вещественной переменной )(xf  

такова, что при ...,,...,2,1 nx =  ее значения равны соответствующим 

членам ряда данного ряда и 0)(lim =
+∞→

xf
n

, то ряд и несобственный ин-

теграл ∫
+∞

1

)( dxxf  либо оба сходятся, либо оба расходятся. 
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Замечание. Когда приходится исследовать на сходимость конкрет-
ный ряд, то естественно встает вопрос о том, каким из перечислен-

ных признаков воспользоваться. Полезно, прежде всего, проверить 

выполнение необходимого условия сходимости: 0lim =
+∞→ n

n
a . Если 

оно нарушено, то ряд расходится. Если же оно выполнено, то для ис-
следования сходимости следует обратиться к признакам. 

Признак Лейбница сходимости знакочередующихся рядов. Если члены 

знакочередующегося ряда монотонно убывают по абсолютной величине 

и стремятся к нулю при +∞→n , то ряд сходится, иначе говоря, если 

члены ряда ∑
∞

=

−−
1

1)1(

n

n
n a , 0≥na  удовлетворяют условиям:  

1) nn aa ≤+1 ,  2) 0lim =
+∞→ n

n
a , то ряд сходится. 

Теорема. Если для данного знакопеременного ряда 

∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa , ряд  ∑
∞

=

=++++
1

21 ......
n

nn aaaa , составленный 

из абсолютных величин его членов, сходится, то и данный ряд также 

сходится. 

В этом случае знакопеременный ряд ∑ na называется абсолютно схо-

дящимся. 

Если же знакопеременный ряд ∑ na  сходится, а ряд ∑
∞

=1n

na  расходится, 

то данный ряд называется условно сходящимся. 

 

Замечания. 

1. Только для знакочередующихся рядов верна оценка остатка ря-

да: 1+< nn aR , то есть ошибка меньше модуля первого из отброшен-

ных членов. 

2.  Имеются стандартные ряды: 

1) Ряд ...
1

...
3

1

2

1
1 +++++ ααα n

 ∑
∞

=

=
1

1

n nα  называется общегармониче-

ским рядом или рядом Дирихле, где ряд сходится при α>1 и расхо-

дится α≤1. Если α=1, то имеем ряд ∑
∞

=1

1

n n
, который называется гар-

моническим рядом, и он расходится. 

2) Ряд ∑
∞

=

=+++++
0

2 ......
n

nn aqaqaqaqa  называется рядом геометриче-

ской прогрессии со знаменателем q и первым членом a, где ряд схо-

дится при 1<q  и ряд расходится при 1≥q . 
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3) При исследовании некоторых задач на сходимость числовых рядов 

удобно при применении признаков сравнения использовать след-

ствия первого и второго замечательных  пределов: применительно к 

рядам считаем, что )(nα  бесконечно малая величина, т. е. 0)( →nα  

при +∞→n . В таблице 2 приведены основные эквивалентности, 

которые потребуется нам при исследовании на сходимость некото-

рых рядов. 

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций 

 

Таблица 2. 

αα ~)(sin  αα ~)(tg  αα k
k

~1)1( −+  

αα ~)(arcsin  αα ~)arctg(  αα ~)1(ln +  

2
~)(cos1

2αα−  α
α 1

~)ctg(  
)ln(

~)1(log
b

b

αα+  

ααπ ~)arccos(
2

−  αα ~1−e  )ln(~1 bb ⋅− αα  

 

Пример 2.  Исследовать на сходимость ряд ...
ln

1
...

3ln

1

2ln

1 ++++
n

 

Решение. Используем I признак сравнения. Так как 
nn

1

ln

1 > , а гармо-

нический ряд ∑
n

1
 расходится, то расходится и ряд ∑

nln

1
. 

Пример 3. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1

.
2

1

n
nn

 

Решение. Используем I признак сравнения. Так как 
nnn 2

1

2

1 < , а ряд 

∑ n2

1
 сходится  (как убывающая геометрическая прогрессия), то ряд ∑

∞

=1 2

1

n
nn

 

тоже сходится.  

Пример 4. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

=1 5n n
tg

π
. 

Решение. Применим предельный признак сравнения, возьмем 
n

vn

1= , 

который расходится, так как является гармоническим рядом. Тогда 

0
5

//
1
5lim ≠==

∞→

π
π

ностиэквиваленттаблицепо

n

n
tg

n
, следовательно, ряд рас-

ходится. 
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Пример 5. Определить сходимость ряда ∑
∞

=1 2n
n

n
. 

Решение. Используем признак Даламбера.  

Для этого определим  
11

2

1

2 ++
+==
nnnn

n
uи

n
u . 

Тогда 1
2

1

2

1
1

2

1

2

2)1(
limlim

1

1 <=
+

=+=+= +∞→

+

∞→

n

n

n

n

n

u

u
n

n

n
n

n

n
, следовательно, ряд сходится. 

Пример 6. Определить сходимость ряда ...
!

1
...

!2

1

!1

1
1 +++++

n
 

Решение. Используем признак Даламбера.  

Для этого определим 
)!1(

1

!

1
1 +

== +
n

uи
n

u nn . 

Тогда  10
1

1
lim

)!1(

!
limlim 1 <=

+
=

+
=

∞→∞→

+

∞→ nn

n

u

u

nn
n

n

n
, следовательно, ряд сходится. 

Пример 7. Определить сходимость ряда ∑
∞

=









+
+

1
2

2

53

12

n

n

n

n
. 

Решение. Используем радикальный признак Коши.  

Для этого определим 

n

n
n

n
u 









+
+=

53

12
2

2

.  

Тогда 1
3

2

5
3

1
2

lim
53

12
limlim

2

2

2

2

<=
+

+
=

+
+=

∞→∞→∞→

n

n

n

n
u

nn

n
n

n
, следовательно, ряд сходится.  

Пример 8. Определить сходимость ряда ∑
∞

=







 +
1

1
1

n

n

n
. 

Решение. Используем радикальный признак Коши. Для этого 
n

n
n

u 






 += 1
1   Тогда .1

1
1limlim =







 +=
∞→∞→ n

u
n

n
n

n
 Таким образом, радикальный при-

знак Коши не дает ответа на вопрос о сходимости ряда. Проверим выпол-

нение необходимого условия сходимости: 0
1

1limlim ≠=






 +=
∞→∞→

e
n

u

n

n
n

n
, следо-

вательно, необходимое условие сходимости не выполняется, значит, ряд 

расходится. 

Пример 9. Исследовать на сходимость ряд ∑
∞

= ⋅2 ln

1

n nn
. 

Решение. Используем интегральный признак Коши. 

∞== ∞
∞

∫ 2

2

lnln
ln

x
xx

dx
, следовательно, ряд расходится. 
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Пример 10. Исследовать на сходимость ряд ( )∑
∞

= −
−

1 12

1
1

n

n

n
. 

Решение. Выясним, сходится ли данный ряд, применяя признак Лей-

бница: 

1) проверим, выполняется ли неравенство ...321 >>> uuu  для абсолют-

ных величин членов ряда.  ...,
5

1
,

3

1
,

1

1
321 === uuu , следовательно, неравен-

ство выполняется. 

2) найдем предел общего члена ряда: 0
12

1
lim =

−∞→ nn
, следовательно, 

условие выполнено. 

Значит, по признаку Лейбница, исходный ряд сходится. 

Исследуем на сходимость ряд из абсолютных величин членов данного 

ряда:  ∑
∞

= −1 12

1

n n
. Возьмем гармонический ряд ∑

∞

=1

1

n n
, который расходится, и 

используем 2 признак сравнения: 
2

1

12
lim

1

12

1
lim =

−
=÷

− ∞→∞→ n

n

nn nn
. Следова-

тельно, ряд из абсолютных величин расходится. 

Таким образом, получаем, что исходный знакочередующийся ряд схо-

дится условно. 

Пример 11. Исследовать на сходимость числовой ряд ∑
∞

=

−

1

)1(

n

n

n
. 

Решение. Это знакочередующийся гармонический ряд. Сначала ис-

следуем исходный ряд на абсолютную сходимость. Для этого составим ряд 

из абсолютных величин его членов ∑
∞

=1

1

n
n

 – гармонический расходящийся 

ряд. Следовательно, абсолютной сходимости нет. Поэтому исследуем ис-

ходный ряд по признаку Лейбница на условную сходимость.  

Условия для 0
1 ≥=
n

an : 1) 
nn

1

1

1 ≤
+

, 2) 0
1

lim =
+∞→ nn

 выполняются, 

следовательно, данный ряд сходится условно.  

Пример 12. Исследовать на сходимость числовой ряд 

∑
∞

=

−







−
1

31

2
sin)1(

n

n

n

π
. 

Решение. Данный ряд является знакочередующимся. Исследуем его 

на абсолютную сходимость. Для этого составим ряд из абсолютных вели-

чин его членов ∑ ∑
∞

=

∞

=







=








1 1

33

2
sin

2
sin

n n
nn

ππ
. К общему члену полу-
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чившегося знакоположительного ряда можно применить эквивалентность 

αα ~sin , так как 0
2 ∞→

→
nn

π . Тогда 

3
3

2
~

2
sin 

















nn

ππ
 при +∞→n . 

Из сходимости ряда =∑
∞

=1
2/3

3

8
n

n

π
 ∑

∞

=

=
1

2/3

3 1

8
n

n

π
 (это обобщенный гармони-

ческий ряд, 1
2
3 >=q ) следует сходимость ряда ∑

∞

=









1

3

2
sin

n
n

π
. Следова-

тельно, исходный ряд сходится абсолютно.  

Пример 13. Исследовать на сходимость числовой ряд 
n

n

n

n

n
∑

∞

=

+









+
+−

1

1

1

32
)1( . 

Решение. Данный ряд – знакочередующийся. Составим ряд из абсо-

лютных величин. По виду общего члена полученного ряда делаем выбор 

достаточного признака сходимости. Применим признак Коши. Очевидно, 

что 12
1

32
limlim >=









+
+=

+∞→+∞→

n

n

n
n

n n

n
a . Т. к. ряд, составленный из абсолютных ве-

личин, расходится по признаку Коши, то и данный ряд также расходится. 

Можно было исследовать этот ряд с помощью необходимого призна-

ка сходимости. Так как +∞=






=








+
+=

+∞→+∞→+∞→

n

n

n

n
n

n n

n
a

1

2
lim

1

32
limlim , то исходный 

ряд расходится (не выполняется второе условие признака Лейбница).  

 

§4. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

 
4.1. Основные понятия функционального ряда 

 

Перейдём теперь к рассмотрению рядов, членами которых являются 

не числа, а функции: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......32

1

1 +++++=∑
∞

=
xuxuxuxuxu n

n

n                        (1) 

Такие ряды называются функциональными  рядами, ( )xun  называ-

ется общим членом функционального ряда. Предполагается, что все 
функции ( )xun  определены и непрерывны в одном и том же интервале, ко-

нечном или бесконечном. 

Ряд (1) может для одних значений x сходиться, для других – расхо-

диться. Значение 0xx = , при котором числовой ряд 

( ) ( ) ( ) ( ) ......)( 0030201

1

0 +++++=∑
∞

=
xuxuxuxuxu n

n

n  сходится, называется точкой 

сходимости ряда (1). Множество всех точек сходимости ряда называется 
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областью сходимости ряда, говорят, что ряд сходится в этой области. 

Областью сходимости ряда обычно бывает какой-нибудь интервал оси 0x. 

Например. Ряд ......1 2 +++++ nxxx сходится в интервале (-1;1), так 

как при любом значении x из этого интервала соответствующий числовой 

ряд представляет собой бесконечную убывающую геометрическую про-

грессию. При 1≥x этот ряд расходится. 

Сумма ряда является некоторой функцией от  x, определённой в об-

ласти сходимости ряда, обозначим её через ( )xS : 

( ) ( ) ( ) ......)()( 321 +++++= xuxuxuxuxS n  

Так, в предыдущем примере сумма ряда равна 
x−1

1
, разумеется, эта 

функция является суммой ряда только в интервале  (-1;1) – области сходи-

мости функционального ряда. 

Сумму n первых членов ряда назовём n-ой частичной суммой ряда  

и обозначим   ( ) ( ) ( ) ,...2,1...)()( 321 =++++= nxuxuxuxuxS nn      , . Остатком ряда 

назовём разность между суммой ряда и его n-ой частичной суммой, обо-

значим остаток ряда )()()( xSxSxR nn −=  

Функциональный ряд ∑
∞

=1

)(
n

n xu  называется сходящимся в точке 

0xx = , если в этой точке сходится последовательность его частичных 

сумм,  то есть  
∞→n

lim )( 0xSn )( 0xS= . Число )( 0xS  называется суммой ряда 

∑
∞

=1

)(
n

n xu  в точке 0x .  

Пример 14. Найдите область сходимости ряда  
( )

∑
∞

=1
2

cos

n n

nx
. 

Решение. Составим ряд из абсолютных величин членов исходного 

ряда: 

...
)cos(

...
2

)2cos(

1

)cos(
222

++++
n

nxxx
 

Так как при любом );( +∞−∞∈x имеет место соотношение 
22

1)cos(

nn

nx ≤ , 

а ряд ∑
∞

=1
2

1

n n
 сходится как обобщённый гармонический ряд (p=2>1), то по 

второму признаку сравнения ряд из абсолютных величин сходится при 

всех x. Следовательно, исходный ряд сходится абсолютно при всех 

);( +∞−∞∈x . 
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4.2. Сходимость степенных рядов  

 

Среди функциональных рядов в математике и ее приложениях осо-

бую роль играет ряд, членами которого являются степенные функции ар-

гумента x. 

Степенным рядом называется функциональный ряд  

∑
∞

=
−=+−++−+−+

0

00

2

02010 )(...)(...)()(
n

n

n

n

n xxaxxaxxaxxaa ,                   (2) 

 члены, которого есть произведения постоянных ...,...,,, 10 naaa  на сте-

пенные функции с целыми показателями степеней от разности  (x-x0). Дей-

ствительные числа ...,...,,, 10 naaa . называются коэффициентами ряда. 

В частности, при x0=0, будем иметь степенной ряд, разложенный по 

степеням x: 

......2

210

0

+++++=∑
∞

=

n

n

n

n

n xaxaxaaxa .                                 (3) 

Далее будем изучать именно такие степенные ряды, потому что вся-

кий степенной ряд подстановкой 0xxt −= приводится к ряду (3). 

Теорема (Абеля).  

1) Если степенной ряд  ∑
∞

=
=+++++

0

2
210 ......

n

n
n

n
n tatatataa  сходится 

в точке  00 ≠= tt , то он сходится (и притом абсолютно) в интервале 
( )00 ; tt− , т.е. при всяком значении t , удовлетворяющем неравенству 

0tt < ; 

2) если ряд расходится при некотором значении 0t ′ , то он расходится 

при всяком t , для которого  0tt ′> , т.е. в интервале ( ) ( )+∞′∪′−∞− ;; 00 tt . 

Из теоремы Абеля следует, что для каждого степенного ряда (3), 

имеющего как точки сходимости, так и точки расходимости, существует 

такое действительное неотрицательное число R, что для всех x, по модулю 

меньших R ( )Rx < , ряд абсолютно сходится, а для всех x, по модулю  

больших R ( )Rx > , ряд расходится (рис. 13).  

 
Рисунок 13 

Сходимость ряда в граничных точках  x=R и x=-R необходимо про-

верять дополнительно, подставив эти значения в исходный функциональ-

ный ряд. 

x  

0x  

Rx −0

 

Rx +0

 

сходится 

расходится расходится 
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Интервал ( )RxRx +− 00 ;  называется интервалом сходимости, а  
число R ( )∞≤≤ R0  – радиусом сходимости степенного ряда (2).   

Условимся для рядов, расходящихся при всех x, кроме x=x0, считать 

R=0 (ряд всегда сходится в точке x0), а для рядов, сходящихся при всех x, 

считать ∞=R . 

Если среди коэффициентов ряда ,...,...,, 21 naaa  нет равных нулю, то 

есть ряд содержит все целые положительные степени разности )( 0xx − , то 

радиус сходимости степенного ряда может быть найден по формулам:  

а)
1

lim
+

∞→
=

n

n

n a

a
R (из признака Даламбера), 

б)
n

n
n a

R
1

lim
∞→

=  (из признака Коши). 

Замечание. Если степенной ряд содержит не все степени x, то интер-

вал сходимости ряда находят, непосредственно, применяя признак Далам-

бера или признак Коши к функциональному ряду, составленному из абсо-

лютных величин членов исходного ряда.   

Пример 15. Найти область сходимости степенного ряда    

...
!

...
!3!2

32

+++++
n

xxx
x

n

. 

Решение.  

Найдем радиус сходимости по формуле:  

( ) ∞=+=+=+=

+

==
∞→∞→∞→∞→+∞→

1lim
!

)1(!
lim

!

)!1(
lim

)!1(

1
!

1

limlim
1

n
n

nn

n

n

n

n

a

a
R

nnnnn

n

n

. 

Так как  ∞=R ,  то данный степенной ряд сходится при любом значении x . 

Пример 16. Найти область сходимости степенного ряда   

( )∑
∞

=
−+

0n

3)!2(
n

xn . 

Решение.  

Составим степенной ряд из абсолютных величин членов данного ряда 

∑
∞

=
−+

0n

3)!2(
n

xn и исследуем сходимость по признаку Даламбера    

13)3(lim
3

3

)!2(

!)3(
limlim

1

1 >∞=−+=
−

−
⋅

+
+=

∞→

+

∞→

+

∞→
xn

x

x

n

n

a

a

nn

n

n
n

n

n
. 

Так как 
1

lim
+

∞→
=

n

n

n a

a
R , то R=0. Следовательно, данный степенной ряд расхо-

дится во всех точках, кроме точки 3=x . 
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Пример 17. Найти область сходимости степенного ряда   

∑
∞

= +
−

0n 32

)1(
nn

nx
. 

Решение.  

Найдем радиус сходимости: 
1

lim
+∞→

=
n

n

n a

a
R =









+
+=

+

+=
++

∞→

++

∞→ nn

nn

n

nn

nn

n 32

32
lim

32

1
32

1

lim
11

11

 

( )( )
( )( )

( ) ( )
3

10

10
3

1)32(lim

1)32(lim3

1323

1323
lim

1
11

=
+
+⋅=

+

+⋅
=

+
+=

∞→

+

∞→
++

∞→ n

n

n

n

nn

nn

n
. 

На основании т. Абеля интервал сходимости определяется неравенством 

3|1| <−x , то есть  ( )4;2−∈x . 

Исследуем сходимость степенного ряда в граничных точках интервала. 

- Если  2−=x , то получаем числовой знакочередующийся ряд: 

                                     ...
35

27

13

9

5

3

32

)3(

1

+−+−=
+

−
∑
∞

=n
nn

n

. 

Этот ряд расходится, так как общий член не стремится к нулю (нару-

шается необходимое условие сходимости). 

- Если  4=x , то получаем числовой ряд с положительными членами: 

                                   ...
97

81

35

27

13

9

5

3

32

3

1

++++=
+

∑
∞

=n
nn

n

, 

который расходится, так как общий член не стремится к нулю.  

Получаем  область сходимости функционального ряда ( )4;2−∈x .  

Пример 18. Определить область сходимости ряда ∑
∞

= ⋅
+

1 2

)1(

n
n

n

n

x
. 

Решение.  
Составим степенной ряд из абсолютных величин членов данного ряда и 

для полученного положительного ряда воспользуемся признаком Даламбе-

ра: 1
2

1

1

2

2)1(

1
lim

2

1
:

2)1(

1
limlim

1

1

1

1

1 <
+

=
+
⋅⋅

⋅+
+

=
⋅
+

⋅+
+

= +

+

∞→+

+

∞→

+

∞→

x

x

n

n

x

n

x

n

x

a

a
n

n

n

n

nn

n

n

n

n
n

n

n
.  

Получаем, что данный степенной ряд сходится абсолютно при 21 <+x , то 

есть 13 <<− x .  

Проверим сходимость ряда в граничных точках. 

- При x=-3 получаем ряд ∑∑
∞

=

∞

=

−=
⋅

−
11

)1(

2

)2(

n

n

n
n

n

nn
, который сходится по призна-

ку Лейбница, так как: 1) 1+< nn aa ,  
1

11

+
<

nn
,  2) 0lim =

∞→ n
n

a , 0
1

lim =
∞→ nn

. 
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- При x=1 получаем ряд ∑∑
∞

=

∞

=

=
⋅ 11

1

2

2

nn
n

n

nn
. Это гармонический ряд, он расхо-

дится. 

Таким образом, степенной ряд сходится при  13 <≤− x . 

Пример 19. Найти область сходимости степенного ряда   

( )∑
∞

=
+

0

3
n

nn xn . 

Решение.  

Составим степенной ряд из абсолютных величин членов данного ряда и 

исследуем сходимость полученного ряда по признаку Коши 

13lim3limlim >∞=+=−=
∞→∞→∞→

xnxna
n

n
nn

n

n
n

n
, 

получаем, что данный степенной ряд расходится во всех точках, кроме 
точки 3−=x , так как R=0.  

Пример 20.  Исследовать  на сходимость  ряд  
( )

∑
∞

= ⋅+
+

1
2 5)1(

3

n
n

n

n

x
. 

Решение.  

Составим степенной ряд из абсолютных величин членов данного ряда и 

исследуем сходимость полученного ряда по признаку Даламбера  

1
5

3

225

5

3

3
lim

5

3
:

5)12(

3
limlim

2

2

1

1

212

1

1 <
+

=
++

⋅⋅
+

+
=

+
++

+
= +

+

∞→+

+

∞→

+

∞→

x

nn

n

x

x

n

x

nn

x

a

a
n

n

n

n

nn

n

n

n

n
n

n

n
 

Получаем  интервал  сходимости  53 <+x ,  то есть  ( )2;8−∈x . 

Проверим сходимость степенного ряда в граничных точках. 

- При 8−=x  получаем ряд  
( ) ( )

∑∑
∞

=

∞

= +
−=

⋅+
−

1
2

1
2 )1(

1

5)1(

5

n

n

n
n

n

nn
, который сходится 

по признаку Лейбница, так как:   1) 
1

1

22

1
22 +

≤
++ nnn

, 2) 0
1

1
lim

2
=

++∞→ nn
 

- При  2=x   получаем обобщенный     гармонический  ряд  

∑∑
∞

=

∞

= +
=

⋅+ 1
2

1
2 1

1

5)1(

5

nn
n

n

nn
, который сходится ( 12 >=p ) 

Получаем  область сходимости степенного ряда ( )2;8−∈x . 

 

4.3. Свойства  степенных рядов внутри интервала сходимости 

 

Сформулируем без доказательства основные свойства степенных ря-

дов.  Пусть   дан   степенной   ряд         ( )∑
∞

=
−

0
0

n

n
n xxa ,   интервал сходимо-

сти которого  ( )RxRx +− 00 ; . 
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Свойство 1. Внутри интервала сходимости ( )RxRx +− 00 ;  сумма степен-

ного ряда (2) является непрерывной и бесконечно дифференцируемой 

функцией. 

Свойство 2. Степенные ряды ( )∑
∞

=
−

0
0

n

n
n xxa  и ( )∑

∞

=
−

0
0

n

n
n xxb , имеющие 

радиусы сходимости соответственно 1R  и 2R , можно почленно склады-

вать, вычитать и умножать. Радиус сходимости полученных рядов равен 

наименьшему из чисел 1R  и 2R . 

Действия со степенными рядами: 

1. Сложение и вычитание степенных рядов сводится к соответствующим 

операциям с их членами: 

( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−±=−±−

0
0

0
0

0
0 )(

n

n
nn

n

n
n

n

n
n xxbaxxbxxa . 

2. Произведение двух степенных рядов выражается формулой:     

( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−=−⋅−

0
0

0
0

0
0

n

n
n

n

n
n

n

n
n xxсxxbxxa , где коэффициенты nc  нахо-

дятся по формуле 011110 ... babababac nnnnn ++++= −− . 

3.  Деление двух степенных рядов выражается формулой:     

( )

( )
( )∑

∑

∑ ∞

=
∞

=

∞

= −=
−

−

0
0

0
0

0
0

n

n
n

n

n
n

n

n
n

xxq

xxb

xxa

, где для определения коэффициентов nq  

рассматриваем произведение рядов 

( ) ( ) ( )∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
−=−⋅−

0
0

0
0

0
0

n

n
n

n

n
n

n

n
n xxaxxbxxq , полученное из записанного 

выше равенства, и решаем систему уравнений  

                                         
01101

000

bqbqa

bqa

+=
=

 

                                 

0110

0211202

...

....................................

bqbqbqa

bqbqbqa

nnnn +++=

++=

−

 

4.  (Интегрирование степенных рядов). Степенной ряд можно почленно 

интегрировать по промежутку [ ]xa; , целиком лежащему в интервале схо-

димости ( )RxRx +−
00

; : 

∫∫ =+−++−+−+=
x

a

n

n

x

a

dxxxaxxaxxaadxxS ...))(...)()(()( 0

2

02010  
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=+−++−+−+= ∫∫∫∫ ...)(...)()( 0

2

02010

x

a

n

n

x

a

x

a

x

a

dxxxadxxxadxxxadxa +
−

+
x

a

x

a

xx
axa

2

)(
2

0
10  

x

a

n

n

x

a
n

xx
a

xx
a

1

)(
...

3

)(
1

0

3

0
2 +

−
++

−
+

+ ( ) ( )
∑

∞

=

++












+
−−

+
−=

0

1

0

1

0

11n

nn

n
n

xa

n

xx
a . Радиус сходимо-

сти полученного ряда равен радиусу сходимости исходного ряда. 

5.  (Дифференцирование степенных рядов). Степенной ряд можно почлен-

но дифференцировать в интервале сходимости: 

( ) ( )( ) ( )∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=

−=−=−=′
1

1

0

0

0

0

0)(
n

n

n

n

n

n

n

n

n xxanxxa
dx

d
xxa

dx

d
xS .  

( ) ( )( ) ( )∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=

−−=−=−=′′
1

1

0

0

02

2

0

02

2

)1()(
n

n

n

n

n

n

n

n

n xxannxxa
dx

d
xxa

dx

d
xS  

( ) ( )( ) ( )∑∑∑
∞

=

−
∞

=

∞

=

−−−=−=−=′′′
1

1

0

0

03

3

0

03

3

)2)(1()(
n

n

n

n

n

n

n

n

n xxannnxxa
dx

d
xxa

dx

d
xS  

При этом радиус сходимости ряда из производных равен радиусу сходимо-

сти исходного ряда. 

Замечание. Степенной ряд в своем интервале сходимости ведет себя 

по отношению к операциям дифференцирования и интегрирования так же, 

как и многочлен с конечным числом членов. 

Пример 21. Найти сумму ряда ...4321 32 ++++ xxx  )1||( <x , про-

дифференцировав почленно ряд  ...1 432 +++++ xxxx  ( )1|| <x . 

Решение. Воспользовавшись формулой суммы членов бесконечно 

убывающей геометрической прогрессии 








−
=

q

b
S

1

1 , получаем  

x
xxxx

−
=+++++

1

1
...1 432 . 

Остается  продифференцировать  полученное  равенство: 

2

32

)1(

1
...4321

x
xxx

−
=++++ . 

Ответ:  =++++ ...4321 32 xxx
2)1(

1

x−
 при  1|| <x . 

Пример 22.  Найдите область сходимости и сумму ряда  ∑
∞

=1n

n

n

x
. 

Решение. Интервалом сходимости этого ряда является [ )1;1−  (про-

верьте это самостоятельно). Обозначим сумму ряда ( )xS .  

Продифференцируем почленно:  

( ) ==









=










= ∑∑∑

∞

=

−
∞

=

∞

= 1

1

1

//

1

/

n

n

n

n

n

n

x
n

x

n

x
xS

x
xxxx n

−
=++++++

1

1
......1 32 . 
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Проинтегрируем равенство ( )
x

xS
−

=
1

1/  в пределах от 0 до x  при 

[ )1;1−∈x :      ( ) ( ) ( ) x
x

dx
dxxSSxS

xx

−−=
−

==− ∫∫ 1ln
1

0

00

/
,   

а поскольку  ( ) 00 =S   и  01 >− x  при  [ )1;1−∈x , то окончательно получим, 

что сумма ряда ( ) ( )xxS −−= 1ln . 

Заметим, что при 1−=x  исходный ряд сходится условно, следова-

тельно, 
( ) ( ) 2ln...

1
1...

3

1

2

1
1

1

1

−=+−++−+−=−
∑
∞

= nn

n

n

n

, 

 причем порядок членов ряда менять нельзя.  

При  1=x   имеем   гармонический   ряд   ∑
∞

=1

1

n n
. 

Следовательно, =++++ ...
432

432
xxx

x )1ln( x−−  при [ )1;1−∈x . 

Получаем  [ )1;1−∈x   – область сходимости ряда, где сумма ряда 

( ) ( )xxS −−= 1ln . 

 

4.4. Разложение функций в степенные ряды.  

Ряды Тейлора и Маклорена  

  

Задача разложения функций в степенные ряды состоит в том, чтобы 

по заданной функции ( )xf  найти сходящийся степенной ряд, сумма ( )xS  

которого в области сходимости ряда равнялась бы значению функции 

( )xf . 

Для всякой функции )(xf , имеющей  производные до ( )−+1n ого 

порядка включительно, в окрестности точки ax =  справедлива формула 
Тейлора:  

 ( ) ( )
( )

( ) )(
!

)(
...

!2

)(

!1

)(
)()(

2
xRax

n

af
ax

af
ax

af
afxf n

n
n

+−++−
′′

+−
′

+= ,     (4) 

где )(xRn - остаточный член ряда Тейлора. 

Теорема. Если функция )(xf  во всех точках некоторого интервала, 

содержащего точку a , имеет (n+1)-ю производную )()1( xf т+ , то оста-

точный член )(xRn для любой точки этого интервала может быть за-

писан в форме Лагранжа  

( )
( )

( ) )(
!1

)( 1

1

ξ+
+

+
−= n

n

n f
n

ax
xR , xa << ξ .                                                              (5) 
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Если функция )(xf  имеет производные всех порядков в окрестности 

точки ax = , то в формуле Тейлора число n  можно брать сколь угодно 

большим. 

Сходимость ряда Тейлора к функции )(xf означает, что в рассматри-

ваемой окрестности остаточный член  )(xRn  стремится к нулю при ∞→n : 

0)(lim =
∞→

xRn
n

. 

Тогда, переходя в формуле (4) к пределу при ∞→n , получим справа 

бесконечный ряд, который называется  рядом Тейлора: 

   ( ) ( )
( )

( ) ...
!

)(
...

!2

)(

!1

)(
)()(

2 +−++−
′′

+−
′

+= n
n

ax
n

af
ax

af
ax

af
afxf .         (6) 

Теорема. (Необходимое и достаточное условие представления функ-

ции рядом Тейлора). Для того чтобы бесконечно дифференцируемая в 

точке ax =  функция )(xf  являлась суммой составленного для нее ря-

да Тейлора, необходимо и достаточно, чтобы в каждой точке x  его 

интервала сходимости ( )RaRa +− ;  выполнялось равенство  

0)(lim =
∞→

xRn
n

.                                                                                           (7) 

 

Таким образом, ряд Тейлора (6) совпадает на интервале сходимости 

( )RaRa +− ;  с данной функцией )(xf  только тогда, когда 0)(lim =
∞→

xRn
n

. 

Если 0)(lim ≠
∞→

xRn
n

, то ряд либо расходится, либо сходится к другой функ-

ции.  

Если в ряде Тейлора положить 0=a , то получим частный случай ря-

да Тейлора, который называют рядом Маклорена:  

       
( )

...
!

)0(
...

!2

)0(

!1

)0(
)0()( 2 +++

′′
+

′
+= n

n

x
n

f
x

f
x

f
fxf .                              (8) 

Если для какой–нибудь функции формально написан ряд Тейлора, то 

чтобы доказать, что написанный ряд представляет данную функцию, нуж-

но либо доказать, что остаточный член стремится к нулю, либо каким–

нибудь иным способом убедиться, что написанный ряд сходится к данной 

функции. 

Теорема. Если в некотором интервале, окружающем точку a ,  абсо-

лютные величины всех производных функции )(xf  ограничены од-

ним и тем же числом, то функция )(xf в этом интервале раскладыва-
ется в ряд Тейлора.  
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 4.5. Разложение некоторых элементарных функций в степенные ряды  

 

Замечание. При помощи разложения функций в степенные ряды 

можно: интегрировать дифференциальные уравнения, вычислять предел, 

определенный интеграл и т.п. 

Для разложения функции )(xf  в ряд используют ряд Маклорена (8).  

Где для разложения в ряд Маклорена необходимо: 

- найти производные 
( )

),...(...,),(),( xfxfxf n′′′ ; 

- вычислить значения производных в точке 0=x ; 

- написать ряд (8) для заданной функции и найти его интервал сходимости; 

- найти интервал ( )RR;− , в котором остаточный член ряда Маклорена 
( ) 0→xR n  при ∞→n . Если такой интервал существует, то в нем функция 

)(xf  и ряд Маклорена совпадают. 

Пример 23. Найдём  разложение функции xexf =)(  в ряд Маклоре-
на.  

Решение. Найдём производные функции   

( ) ( ) ,...)(...,,)(,)(
/ xnxxx exfexfeexf ==′′==′  

Вычислим коэффициенты ряда Маклорена этой функции: 

( ) 10 0

0
===

=
eef

x

x ,   ( )
!1

1

!1

1

!1

0

0

=⋅=
′

=x

xe
f ,      ( )

!2

1

!2

0 =
′′f ,…, 

( )( )
!

1

!

0

nn

f n

= , … 

Составим ряд Маклорена: ∑
∞

=

=++++++
0

32

!
...

!
...

!3!2!1
1

n

nn

n

x

n

xxxx
 . 

Найдем радиус сходимости данного ряда 

( ) ( ) ∞=+=+==
∞→∞→

+
∞→

1lim
!

!1
limlim

1

n
n

n

a

a
R

nn
n

n

n
. Таким образом, степенной ряд 

∑
∞

=0 !n

n

n

x
 абсолютно сходится при всех значениях x .  

Покажем теперь, что при любом значении x сумма этого ряда равна  
xe . 

Рассмотрим интервал [-N;N], где N-любое фиксированное число. Для 

всех значений x из этого интервала все производные меньше числа M 

( Mee Nx =< ). Следовательно, по предыдущей теореме, 0)(lim =
∞→

xRn
n

. По 

предположению N-любое число, следовательно, функция xe раскладывает-
ся в ряд Маклорена при любых значениях x . 

Таким образом, функция xe  раскладывается в ряд Маклорена при 

всех действительных числовых значениях своего аргумента и имеет вид: 

∑
∞

=
=++++++=

0

32

!
...

!
...

!3!2!1
1

n

nn
x

n

x

n

xxxx
e    при  ( )∞∞−∈ ;x . 
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Аналогично можно получить следующие формулы. 

Разложения некоторых элементарных функций в ряд Маклорена 

1. ∑
∞

=
=++++=

0

32

!
...

!3!2!1
1

n

n
t

n

tttt
e   при  ( )+∞∞−∈ ,t  

2. ( ) ( )
( )∑

∞

=

+

+
⋅−=+−+−=

0

12753

!12

1
...

!7!5!3
sin

n

nn

n

tttt
tt  при  ( )+∞∞−∈ ,t  

3. ( ) ( )
( )∑

∞

=

⋅−=+−+−=
0

2642

!2

1
...

!6!4!2
1cos

n

nn

n

tttt
t    при   ( )+∞∞−∈ ,t  

4. ( ) ...
!7!5!3

753

++++= ttt
ttsh

( )∑
∞

=

+

+
=

0

12

!12n

n

n

t
    при   ( )+∞∞−∈ ,t  

5. ( ) ...
!6!4!2

1
642

++++= ttt
tch

( )∑
∞

=
=

0

2

!2n

n

n

t
   при   ( )+∞∞−∈ ,t  

6. Биномиальный ряд 

( ) ( ) ( ) ( )
...

!

1...1
...

!2

1

!1
11 2 +⋅+−−++⋅−+⋅+=+ nm

t
n

nmmm
t

mm
t

m
t , 

[ ]1,1−∈t  при 0≥m ; 

]( 1,1−∈t при 01 <<− m ; 

( )1,1−∈t  при 1−≤m  

7. =++++=
−

...1
1

1 32 ttt
t

∑
∞

=0n

nt  при   ( )1,1−∈t  

8. =+−+−=
+

...1
1

1 32 ttt
t

( )∑
∞

=
⋅−

0

1
n

nn
t    при   ( )1,1−∈t  

9. ( ) =+ t1ln ...
432

432

+−+− ttt
t

( )
∑
∞

=

⋅−=
1

1

n

nn

n

t
  при   ]( 1,1−∈t  

10. ( ) ( ) ( )( ) 







+

+−
++

+
+

+
⋅+=+ − ...

1212

1
...

123

1

12

1
2ln1ln

123 n
tntt

tt   при  ),0( +∞∈t  

11. ( ) ...
753

753

+−+−= ttt
ttarctg

( )
∑
∞

=

+

+
⋅−=

0

12

12

1

n

nn

n

t
  при   [ ]1,1−∈t  

12. ...
76

5

4

3

2

1

54

3

2

1

32

1
arcsin

753

+⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅+= ttt
tt    при   [ ]1,1−∈t  

Пример 24. Разложить в ряд Маклорена функцию xxf 3)( = . 

Решение. Так как 
3ln3ln3 xx ee

x

== . Получаем: 

);(...,
!

3ln
...

!3

3ln

!2

3ln

!1

3ln
13 3

3
2

2

∞−∞∈++++++= xx
n

xxx n
n

x
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Пример 25. Разложить в ряд Маклорена функцию )4ln()( xxf −= . 

Решение. Так как 














−++=






 −=−
4

1ln4ln
4

14ln)4ln(
xx

x , то 

.441
4

1

...
4

1
...

34

1

24

1

4

1
4ln...

3

4

2

4

4
4ln)4ln(

3

3

2

2

32

<≤−⇒≤−<−

−−−−−−=−







−
+








−
−






−+=−

x
x

если

n

xxx
x

xx

x
x

n

n  

Пример 26. Разложить в ряд Маклорена функцию
x

xf
−

=
3

2
)( . 

Решение. Так как 

3
1

1

3

2

3
13

2

3

2

xxx −
=








 −
=

−
, заменив х  на  

3

x
, получаем 

331
3

1,
3

...
33

1
3

2

3

2
2

<<−⇒<<−




















++






++=
−

x
x

где
xxx

x

n

. 

Пример 27. Вычислить 3ln  с точностью до 0001,0 . 

Решение. В формуле (10) для определения ( )1ln +t  и неравенстве для 

оценки nR  полагаем 2=t : 

++++=




 +
⋅

+
⋅

+
⋅

++= 000128,000533,04,069315,0...
57

1

55

1

53

1

5

1
22ln3ln

753
 

...0000037.0 ++  
Пятое и последующие слагаемые меньше требуемой точности, по-

этому достаточно взять четыре слагаемых.  

Для определения 3ln  получаем приближенное равенство   
 0981.1000128,000533,04,069315,03ln =+++≈     

Чтобы получить десятичные логарифмы чисел, можно воспользоваться 

соотношением  NMN lnlg ⋅= , где  434294,0=M . 

Пример 28. Вычислить )10sin( 0
 с точностью 00001,0=ε . 

Решение. Воспользуемся формулой ряда Тейлора для синуса 

...0000013.0000886.0174533.0...
18!7

1

18120

1

186

1

1818
sin)10sin(

753

0 ++−=+






−






+






−≈






= πππππ

Так как третье слагаемое 
5

18!120

1







 π
 меньше точности 00001,0=ε , достаточно 

взять два слагаемых ряда. Получаем 17365,0
186

1

1818
sin)10sin(

3

0 ≈






−≈






= πππ
 

Пример 29. Вычислить  e  с точностью 00001,0=ε . 

Решение. Воспользуемся формулой ряда Тейлора для экспоненты 

=+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅++≈= ...
128

1

5040

1

64

1

720

1

32

1

120

1

16

1

24

1

8

1

6

1

4

1

2

1

2

1
12

1

ee  
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...00000155,00000217.00002604,0002604,0020833333,0125,05,01 ++++++++=  

Нам достаточно взять семь слагаемых (следующие меньше требуе-

мой точности). Получили 64872,1≈e  

Замечание. Возможны различные способы разложения функции в 

степенной ряд, но способ разложения при помощи вышеуказанных формул 

является самым удобным, так как позволяет быстро найти область сходи-

мости ряда к данной функции.  

Пример 30. Разложить функцию )121ln()( 2 xxxf −−=  в ряд Тейлора 

по степеням x . 

Решение. Для того чтобы воспользоваться известным разложением в 

ряд Тейлора логарифмической функции    

               ...)1(...
32

)1ln( 1
32

+⋅−+−+−=+ +

n

ttt
tt

n
n  ,    11 ≤<− t ,                 

разложим квадратный трехчлен  на произведение линейных множителей. 

Предварительно найдем корни: 0121 2 =−− xx ,  
3

1
1 −=x ,  

4

1
2 =x . 

Имеем   ( )( )xxxxxx 4113
4

1

3

1
12121 2 −+=







 −






 +−=−− . 

Таким образом, 

         =−−= )121ln()( 2 xxxf ( )( ) )41ln()31ln(4113ln xxxx −++=−+ . 

Разложим каждое слагаемое в ряд Тейлора с помощью формулы раз-
ложения для логарифмической функции. В первом случае, полагая xt 3= ,  

будем иметь  

     ...
4

3

3

3

2

3
3)31ln(

443322

+−+−=+ xxx
xx , где 131 ≤<− x , или  

3

1

3

1 ≤<− x . 

Во втором случае, полагая xt 4−= , будем иметь  

...
4

4

3

4

2

4
4)41ln(

443322

−−−−−=− xxx
xx , где 141 ≤−<− x , или 

4

1

4

1 <≤− x . 

В итоге получаем    

=−−= )121ln()( 2 xxxf =−++ )41ln()31ln( xx  

+







+−+−= ...

4

3

3

3

2

3
3

443322 xxx
x =








−−−−− ...

4

4

3

4

2

4
4

443322 xxx
x      

...
))4(3(

)1(...
3

)43(

2

)43(

1

)43( 13
33

2
22

+−+−+−−++−−= + n
nn

n x
n

xxx . 

Полученный ряд будет сходиться к исходной функции в области, ко-

торая является пересечением областей сходимости слагаемых рядов 
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<≤−

≤<−

4

1

4

1

3

1

3

1

x

x

  или  
4

1

4

1 <≤− x . 

Ответ: при  
4

1

4

1 <≤− x     =−− )121ln( 2 xx        

...
))4(3(

)1(...
3

)43(

2

)43(

1

)43( 13
33

2
22

+−+−+−−++−−= + n
nn

n x
n

xxx . 

Пример 31. Вычислить приближенно определенный интеграл 

∫
1,0

0

2 )100cos( dxx с точностью 001,0=ε ,  используя разложение подынтеграль-

ной функции в ряд Маклорена. 

Решение. Разложим подынтегральную функцию в ряд Маклорена. 

...
24

100000000

2

1000
1...

!4

)100(

!2

)100(
1)100cos(

844222
2 −+−=−+−= xxxx

x  

Проинтегрируем полученное выражение: 

...
2160

1
01,01,0...

924

100000000

10

1000
)100cos(

1,0

0

951,0

0

2 −+−=







−

⋅
+−==∫

xx
xdxx  

Так как третье слагаемое будет уже меньше требуемой точности, то доста-

точно взять только два слагаемых.  

Получим 99,001,01,0)100cos(

1,0

0

2 =−≈∫ dxx . 

Пример 32. Вычислить интеграл  
( )

∫
+4,0

0

21ln
dx

x

x
  с точностью до 

001,0 . 

Решение. Разложим подынтегральную функцию в степенной ряд по 

степеням x , для чего воспользуемся разложением логарифмической функ-

ции в ряд Тейлора  ...
2

)1(...
23222

)
2

1ln( 1

3

3

2

2

+
⋅

⋅−+−
⋅

+
⋅

−=+ +
n

n
n

n

xxxxx
 ,  

причем ряд сходится при 22 ≤<− x . Промежуток интегрирования содер-

жится в интервале сходимости ряда: [ ] [ ]2;24,0;0 −⊂ . 

( )
∫

+4,0

0

21ln
dx

x

x =







+

⋅
⋅−+−

⋅
+

⋅
−⋅= ∫

+ dx
n

xxxx

x n

n
n

4,0

0

1

3

3

2

2

...
2

)1(...
23222

1

=









+

⋅
⋅−+−

⋅
+

⋅
−= ∫

−+
dx

n

xxx
n

nn4,0

0

11

3

2

2
...

2

)1(
...

23222

1
 

=









−⋅

⋅
+⋅

⋅
−= |

5

2

0

3

3

2

2
...

332

1

222

1

2

xxx
...

54

1

53

1

52

1

5

1
423222

+
⋅

−
⋅

+
⋅

−  . 
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Интеграл равен сумме сходящегося знакочередующегося числового 

ряда.  

( )
∫

+4,0

0

21ln
dx

x

x
...

1125

1

52

1

5

1
22

−+
⋅

−≈ =++−= ...0008,0
100

1

5

1
 

Таким образом, чтобы вычислить интеграл с заданной точностью, 

достаточно посчитать сумму первых двух членов ряда (третье и остальные  

слагаемые меньше требуемой точности): 
( )

∫
+4,0

0

21ln
dx

x

x
19,0

100

1

5

1 =−= . 

Получаем 
( )

∫
+4,0

0

21ln
dx

x

x
190,0≈ . 

 

4.6. Решение дифференциальных уравнений 

с помощью степенных рядов 

 

Если решение дифференциального уравнения не выражается через 
элементарные функции в конечном виде или способ его решения слишком 

сложен, то для приближенного решения уравнения можно воспользоваться 

рядом Тейлора. 

Метод неопределённых коэффициентов 

Этот метод наиболее удобен для решения линейных дифференци-

альных уравнений с переменными коэффициентами.  

Пусть требуется решить уравнение 

)()(...)()( )2(
2

)1(
1

)( xfyxpyxpyxpy n
nnn =++++ −− , 

с начальными условиями 00 )( yxy = , 00 )( yxy ′=′ , …, )1(

00

)1( )(
−− = nn yxy . 

где ( )xy  - искомая функция, ( ) ( )xfxpk ,  - известные функции. 

Предполагая, что все коэффициенты ( )xpk  и правая часть ( )xf  рас-

кладываются в ряды по степеням (x-x0), сходящиеся в некотором интерва-
ле );( 00 RxRx +− , искомое решение y(x) ищем в виде степенного ряда: 

...)()()( 3

03

2

02010 +−+−+−+= xxcxxcxxccy  

с неопределёнными коэффициентами. 

Первые коэффициенты находим из начальных условий. 

Для нахождения последующих коэффициентов дифференцируем 

степенной ряд столько раз, каков порядок уравнения и подставляем выра-

жения для функции y(x) и её производных,  коэффициентов ( )xpk  в исход-

ное дифференциальное уравнение. Затем приравниваем коэффициенты при 

одинаковых степенях x  в левой и правой частях уравнения. В результате 

получим систему уравнений, из которой последовательно находим неиз-
вестные коэффициенты nc . 
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Отметим, что этот метод применим и к нелинейным дифференциаль-

ным уравнениям. 

Пример 33. Найти  решение уравнения 0=−′′ xyy  c начальными 

условиями ( ) 00 =y , ( ) 10 =′y . 

Решение. Решение уравнения будем искать в виде ряда, разложенно-

го по степеням x: 

...2
210 +++= xcxccy . 

Дважды дифференцируем ряд 

......432 13
4

2
321 ++++++=′ −n

n xncxcxcxccy .     

    ( ) ...1...4534232 23
5

2
432 +−⋅++⋅+⋅+⋅+=′′ −n

n xcnnxcxcxccy  . 

Из начальных условий находим 00 =c , 11 =c . Подставляя полученные 

разложения ( ) ( ) ( )xyxyxy ′′′ ,,  в исходное уравнение, получаем: 

( )( ) =+++++⋅+⋅+⋅+ +
+ ...23...4534232 1

3
3

5
2

432
n

n xcnnxcxcxcc  

...... 14

3

3

2

2

10 ++++++= +n

n xcxcxcxсxс  . 

Откуда следует:      02 2 =c                                     ⇒  02 =с , 

                            023 03 =−⋅ cc                             ⇒  03 =с , 

                         034 14 =−⋅ cc                           ⇒  
34

1
4 ⋅

=с , 

                         045 25 =−⋅ cc                           ⇒   05 =с , 

                         056 36 =−⋅ cc                           ⇒   06 =с , 

                               ………………                          …………. 

                         ( ) nn ccnn =+⋅⋅⋅⋅⋅⋅ +13133...7643    ⇒   ( )133...7643

1
13 +⋅⋅⋅⋅⋅

=+
nn

c n . 

Таким образом,  

;0;
43

1
;0;0;1;0 543210 =

⋅
===== cccccc  

;06 =c
7643

1
7 ⋅⋅⋅

=с ;  08 =с ; 09 =с ; ... 

Получаем ...
)13(3...7643

1
...

!7643

1

43

1 1374 +
+⋅⋅⋅⋅⋅

++
⋅⋅⋅

+
⋅

+= +nx
nn

xxxy . 

С помощью признака Даламбера легко убедиться в том, что этот ряд 

сходится на всей оси 0x и, следовательно, представляет искомое решение 
при всех  x. 

Метод последовательного дифференцирования 

Пусть требуется найти решение дифференциального уравнения 

),,( yyxfy ′=′′ , удовлетворяющее начальным условиям 00 )( yxy = , 00 )( yxy ′=′ . 

Решение y(x) дифференциального уравнения ищем в виде ряда Тей-

лора: 

( ) ( )
( )

( ) ...
!

)(
...

!2

)(

!1

)(
)()( 0

02

0

0

0

0

0 +−++−
′′

+−
′

+= n
n

xx
n

xy
xx

xy
xx

xy
xyxy  
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Первые коэффициенты находим из начальных условий 00 )( yxy = , 00 )( yxy ′=′ . 

Подставляя в уравнение значения 0xx = 0yy = , 0yy ′=′ , находим третий ко-

эффициент. Следующие коэффициенты находим путём последовательного 

дифференцирования уравнения по переменной x и вычисления значений 

производных при  0xx = . Найденные значения производных подставляем в 

ряд Тейлора. Ряд Тейлора представляет собой искомое частное решение 
уравнения. Частичная сумма этого ряда будет приближённым решением 

дифференциального уравнения. 

Рассмотренный способ применим и для построения общего решения 

уравнения, если 0y , 0y′  рассматривать как произвольные константы 21 ,СС . 

Пример 34. Методом последовательного дифференцирования найти 

три первых члена (отличных от нуля) разложения в ряд решения уравнения 

12 +⋅=′ yxy ,  при  0)1( =y . 

Решение. Будем искать решение дифференциального уравнения в 

виде  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
...)1(

!4

1
)1(

!3

1
)1(

!2

1
)1(

!1

1
1

4
)4(

32 +−+−
′′′

+−
′′

+−
′

+= x
y

x
y

x
y

x
y

yy . 

Из начального условия 0)1( =y . Подставив 0,1 == yx  в исходное 
уравнение, находим ( ) 11011 2 =+⋅=′y . Для нахождения следующих коэффи-

циентов дифференцируем исходное дифференциальное уравнение  

yxyyy ′+=′′ 22 ,        ( ) 0100201 2 =⋅⋅⋅+=′′y ; 

( )yxyyxyyy ′′+′+′=′′′ 224 ,     ( ) ( ) 20011121041 2 =⋅⋅+⋅+⋅⋅=′′′y ; 

yxyyyxyyyy ′′′+′′′+′′+′= 6666 2)4( ,   ( ) 620160116006161 2)4( =⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅=y ; 

Подставляя найденные значения производных в искомый ряд, полу-

чим: 

...)1(
!4

1
)1(

!3

1
)1(1 43 +−+−+−= xxxy …. 

Таким образом, решение нашего уравнения есть ряд: 

 ...)1(
24

1
)1(

6

1
)1( 43 +−+−+−= xxxy  

 

 

§5.  ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ  РЯДЫ  ФУРЬЕ 

 

При изучении разнообразных периодических процессов, то есть про-

цессов, которые повторяются через определённый промежуток времени 

(они встречаются в радиотехнике, электронике, теории упругости, теории 

и практике математического регулирования, медицине и т.д.), целесооб-

разно раскладывать периодические функции, описывающие эти процессы, 

не в степенной ряд, а в тригонометрический ряд. 
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5.1. Основные понятия 

 

Тригонометрическим рядом называется функциональный ряд 

...)sincos(...)2sin2cos()sincos(
2

2211
0 ++++++++ nxbnxaxbxaxbxa

a
nn , или, 

короче, ∑
∞

=
++

1

0 )sincos(
2 n

nn nxbnxa
a

, членами которого являются синусы и ко-

синусы от целых кратных значений аргумента x.  Действительные числа 

0a , na , nb  ( ,...2,1=n ) называются коэффициентами тригонометриче-

ского ряда. 

Разложение функции ( )xf  в ряд Фурье: 

-общий случай - на отрезке [ ]ll,− : 

∑
∞

=















+






+=
1

0 sincos
2

)(
n

nn
l

xn
b

l

xn
a

a
xf

ππ
,                        

где  ,)(
1

0 ∫
−

=
l

l

dxxf
l

a ,cos)(
1
∫
−








=
l

l

n dx
l

xn
xf

l
a

π
 

         ,...2,1,sin)(
1 =







= ∫
−

ndx
l

xn
xf

l
b

l

l

n

π
     

Следствия. 

1. Если ( )xf  на отрезке [ ]ll,−  четная функция, то:   

∑
∞

=







+=
1

0 cos
2

)(
n

n
l

xn
a

a
xf

π
,  

где  ,)(
2

0

0 ∫=
l

dxxf
l

a ...,2,1,0,cos)(
2

0

=






= ∫ ndx
l

xn
xf

l
a

l

n

π
 

2. Если ( )xf  на отрезке [ ]ll,−  нечетная функция, то: 

∑
∞

=







=
1

sin)(
n

n
l

xn
bxf

π
,    где  ,...2,1,sin)(

2

0

=






= ∫ ndx
l

xn
xf

l
b

l

n

π
      

- частный случай - на отрезке [ ]ππ ,− : 

( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

=

⋅+⋅+=
1

0 sincos
2 k

kk kxbkxa
a

xf ,                                                (1) 

где ( )dxxfa ∫
−

=
π

ππ
1

0 ; ( ) ( )dxkxxfak cos
1 ⋅= ∫

−

π

ππ
; ( ) ( )dxkxxfbk sin

1 ⋅= ∫
−

π

ππ
          (2) 

Следствия. 

1. Если ( )xf  на отрезке [ ]ππ ,−  четная функция, то: 

( )∑
∞

=
+=

1

0 cos
2

)(
n

n nxa
a

xf ,  
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где ∫=
π

π
0

0 )(
2

dxxfa ;  ( )∫=
π

π
0

cos)(
2

dxnxxfan ;   ,...)2,1(,0 == nbn  

2. Если ( )xf  на отрезке [ ]ππ ,−  нечетная функция, то: 

( )∑
∞

=
=

1

sin)(
n

n nxbxf , 

где 00 =a ;  0=na ;   ( ) ,...)2,1(,sin)(
2

0

== ∫ ndxnxxfbn

π

π
 

Замечания. 

1. В силу периодичности исходной функции и суммы ряда Фурье указан-

ное разложение может быть получено во всей области определения 

функции. Если ряд Фурье сходится, то его сумму обозначим )(xS . 

2. Из определения ряда Фурье отнюдь не следует, что функция )(xf  

должна разлагаться в свой ряд Фурье. Ряд Фурье может расходиться для 

всех x , а может сходиться, но не к функции )(xf ; существуют ряды 

Фурье, которые не сходятся ни для одного x .  

3. Если функция )(xf  с периодом π2  на отрезке [ ]π2;0  удовлетворяет 
условиям Дирихле, то для нее имеет место разложение (1), где коэффи-

циенты вычисляются по формулам ( ,...3,2,1=n ) 

∫=
π

π

2

0

0 )(
1

dxxfa ,   ∫ ⋅=
π

π

2

0

)cos()(
1

dxnxxfan ,  ∫ ⋅=
π

π

2

0

)sin()(
1

dxnxxfbn .    (3) 

 ( ∫
−

π

π
dxxf )(  и ∫

π2

0

)( dxxf  равны в силу свойства периодической функции). 

 

 

5.2. Теорема о разложимости функций в ряд Фурье 

 

Выясним условия, при которых ряд Фурье функции )(xf сходится и 

имеет своей суммой как раз функцию )(xf . 

Функция )(xf называется гладкой в интервале );( ba , если в этом ин-

тервале она непрерывна вместе со своей первой производной )(xf ′ . 

Функция )(xf называется кусочно-гладкой в интервале );( ba , если 

этот интервал можно разбить на конечное число частичных интервалов, в 

каждом из которых )(xf  - гладкая функция. 

В силу данных определений кусочно-гладкая в интервале );( ba  функ-

ция может иметь лишь конечное число точек разрыва первого рода. 

Сформулируем теперь основную теорему о возможности разложения 

функции )(xf в ряд Фурье (в ней указаны). 
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Теорема (достаточные условия разложимости функции в ряд 

Фурье). Если функция )(xf  кусочно-гладкая в интервале );( ππ− , то её 

ряд Фурье сходится к функции )(xf  во всех точках, в которых она не-

прерывна. 

В точке разрыва функции ряд сходится к среднему арифметическому 

предельных значений слева и справа 

( )
2

)0()0( 00
0

++−= xfxf
xS , 

где 0x -точка разрыва первого рода. 

В обеих граничных точках интервала сумма ряда равна среднему 

арифметическому предельных значений функции при стремлении не-

зависимой переменной к этим точкам изнутри интервала 

( )
2

)0()0(
)(

+−+−==− ππππ ff
SS . 

 

Условия основной теоремы могут быть несколько иными. 

Теорема (Теорема Дирихле, достаточные условия разложимости 

функции в ряд Фурье). Пусть π2 - периодическая функция )(xf  от-
резке [ ]ππ ;−  удовлетворяет двум условиям: 

1.  )(xf  кусочно-непрерывна, т.е. непрерывна или имеет конечное 

число точек разрыва I рода; 
2. )(xf  кусочно-монотонна, т.е. монотонна на всем отрезке, либо этот 
отрезок можно разбить на конечное число интервалов так, что на каж-

дом из них функция монотонна. 

Тогда соответствующий функции )(xf  ряд Фурье сходится на этом 

отрезке и при этом: 

1. В точках непрерывности функции сумма ряда совпадает с самой 

функцией: )()( xSxf = ; 

2. В каждой точке 0x   разрыва функции сумма ряда равна 

( )
2

)0()0( 00
0

++−= xfxf
xS , то есть среднему арифметическому 

предельных значений слева и справа; 

3. В точках π−=x  и π=x  (на концах отрезка) сумма ряда равна  

( ) ( )
2

)0()0( −++−==− ππππ ff
SS . 

Замечание. Условиям Дирихле удовлетворяют большинство функ-

ций, которые встречаются в математике и ее приложениях. Существуют 

функции, не удовлетворяющие условиям Дирихле, но при этом разложи-

мые в ряд Фурье, то есть теорема Дирихле дает лишь достаточное условие 
разложимости, но оно не является необходимым. 
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Пример 35. Разложить  в ряд Фурье периодическую функцию 

xxf =)(  с периодом  π2=T  на отрезке );( ππ− . 

 
Рисунок 14 

Решение. Данная функция определена на всей оси, непрерывная и 

гладкая на отрезке [ ]ππ ;− , значит, она удовлетворяет условиям разложи-

мости в ряд Фурье. Так как заданная функция является нечетной, то коэф-

фициенты Фурье находим по формулам: 

( ) ,...)2,1(sin)(
2

0

== ∫ ndxnxxfbn

π

π
 

( )
( )
( ) =

−==

==
== ∫

n

nx
vdxdu

dxnxdvxu

dxnxxbn cos
;

sin;

sin
2

0

π

π
 

( ) ( ) =








+−= ∫

ππ

π
00

cos
1cos2

dxnx
nn

nxx
 

 
( )

n
n

nn

nx

n

n n 2)1(
)cos(

2)sin(cos2 1

0

2

+−=−=













+−= πππ

π

π

 

Таким образом, ряд Фурье примет вид  

( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

+
∞

=

−==
1

1

1

sin
2

)1(sin
n

n

n

n nx
n

nxbxf . 

Так как ряд Фурье совпадает с функцией ( )xf  в точках непрерывно-

сти,  и, учитывая периодичность функции и ряда Фурье,  получаем 

( ) xxfxS == )(   при ( ) Ζ∈++−∈ kkkx ,2;2 ππππ . 

В точках ( )Ζ∈+±= kkxk ππ 2   сумма   ряда   равна    

( ) 0
22

)0()0( =+−=−++−= ππππ ff
xS k . 

Ниже приведен график суммы ( )xS  ряда Фурье.  Эта сумма является 

периодической функцией ( )π2=T  и совпадает с )(xf  на интервале ( )ππ ;−  

x 

f(x) 

π 2π 3π 4π 

π 

-π 

-π -2π 
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Рисунок 15 

Ответ:  ( )∑
∞

=

+−=
1

1 sin
2

)1(
n

n nx
n

x ,  ( ) Ζ∈++−∈ kkkx ,2;2 ππππ . 

 

Пример 36. Разложить  в ряд Фурье периодическую функцию 
2)( xxf =  с периодом  2=T  на отрезке )1;1(− . 

Решение. Так как функция чётная, то коэффициент 

,...)2,1(0 == nbn . 

Вычислим: ∫=
1

0

0 )(2 dxxfa  и ( ) ,...)2,1,0(cos)(2

1

0

== ∫ ndxnxxfan  

∫ ===
1

0

1

0

32

0
3

2

3

2
2 xdxxa  

( )
( )

( ) =
==

==
== ∫

n

nx
vxdxdu

dxnxdvxu

dxnxxan

π
π

π
π sin

;2

cos;

cos2

2
1

0

2  

( ) ( ) =








−= ∫

1

0

1

0

2

sin
2sin

2 dxnxx
nn

nxx π
ππ

π
( )

( ) =
−==

==

n

nx
vdxdu

dxnxdvxu

π
π

π
cos

;

sin;

 

 
( ) ( ) =






















+−−= ∫

1

0

1

0

coscos2
02 dx

n

nx

n

nxx

n π
π

π
π

π
 

22

1

0

32 )(

)1(
4

)(

)cos(4
)sin(

)(

4

)(

)cos(4

nn

n
nx

nn

n n

ππ
ππ

ππ
π −==−=  

Таким образом, ряд Фурье примет вид  

x 

f(x) 

π 2π 3π 4π 

π 

-π 

-π -2π 
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( ) ( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

−+=+=
1

2
1

0 cos
)(

4
)1(

3

1
cos

2 n

n

n

n nx
n

nxa
a

xf π
π

π . 

Так как ряд Фурье совпадает с функцией ( )xf  в точках непрерывно-

сти,   и, учитывая периодичность функции и ряда Фурье,  получаем 

( ) 2)( xxfxS ==   при целое-k    ),21;21[ kkx ++−∈ . 

 

 

Рисунок 16  

Ответ: ( )∑
∞

=

⋅−+=
1

2

2 cos
)(

4
)1(

3

1

n

n nx
n

x π
π

,  целое-k    ),21;21[ kkx ++−∈ . 

 

§6.  ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

 

6.1. Преобразование Лапласа. Оригинал и изображение 

 

Пусть )(tf  - действительная функция действительного переменного t . 

Функция )(tf  называется оригиналом, если она удовлетворяет усло-

виям:  

1) 0    tпри    0)( ≤≡tf ;  

2) существуют такие постоянные М и s0, что для всех t  выполняется 

неравенство ts
eMtf 0)( ⋅≤  (число s0 называется показателем роста функции 

( )f t );  

3) )(tf -кусочно-непрерывна при 0≥t , то есть  она непрерывна или 

имеет точки разрыва первого рода, причём на каждом любом конечном 

промежутке таких точек  конечное число. 

     Условия 1-3 выполняются для большинства функций, описывающих 

различные физические процессы. 

Изображением оригинала (преобразованием Лапласа) функции 

)(tf  называется функция )( pF  комплексного переменного σ⋅+= isp , опре-

деляемая интегралом: 

x 

S(x) f(x) 

1 2 3 

1 

-1 -2 -3 
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 ∫
∞

− ⋅⋅=
0

)()( dtetfpF pt                                     (1)  

Операцию перехода от оригинала  )(tf к изображению )( pF  называ-
ют преобразованием Лапласа. Соответствие между оригиналом  )(tf  и 

)( pF  записывается в виде )()( tfpF ↔  или )()( pFtf ↔ .  

Свойства преобразования Лапласа. 

1) Линейность.      )()()()( 22112211 pFCpFCtfCtfС ⋅+⋅↔⋅+⋅                             (2)  

Линейной комбинации оригиналов соответствует такая же линейная 

комбинация изображений. 

2) Подобие.                     






↔⋅
λλ

λ p
Ftf

1
)( ,   0>λ                                            (3) 

Умножение аргумента оригинала на положительное числоλ  приво-

дит к делению изображения и его аргумента на это число. 

3) Смещение. Умножение оригинала на teα  соответствует запаздыванию 

изображения на  α , то есть      )()( apFtfeat −↔                                       (4) 

α  - некоторая постоянная (действительная или комплексная величина). 

4) Запаздывание. Запаздыванию оригинала на 0>τ  соответствует умноже-

нию изображения на τpe− , то есть    )()( pFetf pττ −↔−                                   (5) 

(при τ<t  в силу первого условия, налагаемого на оригинал, ( ) 0≡−τtf ). 

5) Дифференцирование оригинала. Если ( )tf  и ее производные 
( ) ( )( )nktf k ,,2,1 K=  являются оригиналами, то для любого nk ,,2,1 K=  

)0()()( fppFtf −↔′ , 

)0()0()()( 2 fpfpFptf ′−−↔′′ , 

)0()0()0()()( 23 ffpfppFptf ′′−′−−↔′′′ , 

)0(...)0()()( )1(1)( −− −−−↔ nnnn ffppFptf                         (6) 

6) Интегрирование оригинала. Интегрированию оригинала соответствует 

деление изображения на p , то есть                 
p

pF
df

t
)(

)(
0

↔∫ ττ                      (7) 

7) Дифференцирование изображения. Дифференцирование изображения 

соответствует умножение его оригинала на t−  

),()(

),()(

2 pFtft

pFtft

′′↔⋅

′↔⋅−
 

).()()1( )( pFtft nnn ↔⋅−                                       (8) 

8) Интегрирование изображения. Интегрированию изображения соответ-
ствует деление его оригинала на t  

∫
+∞

↔
p

dzzF
t

tf
)(

)(
                                       (9) 

9) Умножение изображений. 
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=−=−↔⋅ ∫∫
tt

dftfdtffpFpF
0

21

0

2121 )()()()()()( ττττττ )()( 21 tftf ∗  

Пример 37. Выяснить, какие из данных функций являются оригина-

лами:  а) ( ) ( )




≥
<

=
+ 0,

0,0

43 te

t
tf

ti          б) ( )







≥
−

<
=

0,
4

1

0,0

t
t

t

tf         

Решение. а) функция ( )tf  является оригиналом, так как удовлетворя-

ет всем требования, предъявляемым к оригиналу: при 0<t  обращается в 

нуль, непрерывна, а для 0≥t  ( ) ( ) tsttti Meetiteetf 03343 4sin4cos ≤=+== +  при 

3,1 0 =≥ sM ; 

б) функция ( )tf  не является оригиналом, т.к. в точке 4=t , принадлежащей 

промежутку ),0[ +∞ , она имеет разрыв второго рода. 

Пример 38. Найти изображение функций-оригиналов, используя 

определение: 

а) ( ) ( )




<
≥

==
0     tпри  0

0    tпри   1
ttf η - единичная функция Хевисойда;  

б) ( ) tetf 5= . 

Решение.  

а) График единичной функции 

изображен на рисунке 17. 

Для функции ( ) ( )ttf η=  имеем 

( )
p

e
p

dtepF ptpt 11
1

00

=−=⋅=
+∞

−
+∞

−
∫ . 

 

б)Для функции ( ) tetf 5=  имеем 

( ) ( ) ( )
5

1

5

1

0

5

0

5

0

5

−
=

−
−==⋅=

+∞
−−

+∞
−−

+∞
−

∫∫ p
e

p
dtedteepF tptptpt . 

 

Пример 39. Найти изображения следующих функций-оригиналов, 

используя теоремы операционного исчисления. 

а) )2sh( t ; б) )2sh( tt ; в) )3cos( t ; г) )3cos( te t ⋅ . 

Решение.  

а) Имеем ( )
2

)2sh(
22 tt ee

ttf
−−== . Используя теорему смещения,  получаем 

2

1
   ,

2

1 22

+
↔

−
↔ −

p
e

p
e tt . Учитывая свойство линейности (2), запишем 

4

2

2

1

2

1

2

1

2
)2(

2

22

−
=









+
−

−
↔−=

−

ppp

ee
tsh

tt

, 

t 

f 

1 

Рисунок 17. 
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б) для функции ( ) )2sh( tttf =  используем теорему о дифференцировании 

изображения; 

если 
4

2
)2(

2 −
↔

p
tsh , то 

222 )4(

4

4

2
)2(

−
=

′










−
↔⋅

p

p

p
tsht , 

в) имеем 
2

)3cos(
33 titi ee

t
−+= . 

Применяя теорему смещения к tie 3  и tie 3− , используя свойство линей-

ности (2), получаем   
93

1

3

1

2

1

2
)3cos(

2

33

+
=









+
+

−
↔+=

−

p

p

ipip

ee
t

titi

, 

г) для функции ( ) )3cos( tetf t ⋅=  воспользуемся результатом предыдущего 

примера и теоремой смещения (4): 

если 
9

)3cos()(
2 +

↔=
p

p
ttf ,  то 

9)1(

1
)3cos()(

2 +−
−↔⋅=⋅

p

p
etetf tt . 

Ниже приводится таблица. 

Основные операционные соотношения 

Таблица 3.   

 f(t) F(p)  f(t) F(p) 

1 )(1 tη=  
p

1
 2 t  2

1

p
 

3 2t  3

2

p
 4 nt  1

!
+np

n
 

5 ate  
ap −

1
 6 ta  

ap ln

1

−
 

7 )sin(t  
1

1
2 +p

 8 )cos( t  
12 +p

p
 

9 )(tsh  
1

1
2 −p

 10 )(tch  
12 −p

p
 

11 )sin(kt  
22

kp

k

+
 12 )cos(kt       

22
kp

p

+
      

13 )(ktsh  
22

kp

k

−
 14 )(ktch       

22
kp

p

−
      

Продолжение таблицы 3. 

15 te
at

 2
)(

1

ap −
 16 nat

te  1
)(

!
+− n

ap

n
 

17 )cos( kteat
 22

)( kap

ap

+−
−

 18 )sin(kteat
 22

)( kap

k

+−
 

19 )(ktcheat
 22

)( kap

ap

−−
−

 20 )(ktsheat
 22

)( kap

k

−−
 

21 )cos(ktt ⋅  
222

22

)( kp

kp

+
−

 22 )sin(ktt ⋅  
222

)(

2

kp

pk

+
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23 )(ktcht ⋅  
222

22

)( kp

kp

−
+

 24 )(ktsht ⋅  
222

)(

2

kp

pk

−
 

25 y′  )0()( yppY −  26 y ′′  
)0()(2 ypypYp −−

 

 

Пример 40. Найти изображение следующих функций-оригиналов, 

используя теоремы операционного исчисления и таблицу. 

а) tetttf 62 3)4sin(253)( −−+−= ; 

б) )3(cos)( 2 ttf = ; в) ttetf 5)( = . 

Решение. а) используя свойство линейности и таблицу, получим:  

6

3

16

8103

6

1
3

16

4
2

!2
5

3
)(

2323 +
−

+
+−=

+
−

+
+−=

pppppppp
pF , 

б) применив формулу понижения степени и используя свойство 

линейности, получим: 

( ) 








+
+↔+=

36

1

2

1
)6cos(1

2

1
)3(cos

2

2

p

p

p
tt , 

в) учитывая соотношение 
2

1

p
t ↔  и теорему смещения, получим 

2

5

)5(

1

−
↔

p
te

t . 

Пример 41. Найти изображение для функции-оригинала, пред-

ставленного графически (рисунок 18). 

 
                            Рисунок 18. 

 

 

Решение. Имеем 

( ) ,0 1

1, 1

t t
f t

t

≤ ≤
=  >

. 

Это эквивалентно записи 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1111 −−−=−+−−= ttttttttttf ηηηηη  

Используя теорему запаздывания, таблицу и свойство линейно-

сти, получим 

1

( )tf

0
1 2

t
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p
e

pp
tttt

−−↔−−−
22

11
)1()1()( ηη . 

Пример 42. Найти оригинал для изображения ( ) ( )( )41

1
2 +−

=
ppp

pF  

при помощи разложения на простейшие дроби. 

Решение. Разложим ( )pF  на сумму простейших дробей 

( ) ( )( ) 4141

1
22 +
++

−
+=

+−
=

p

DCp

p

B

p

А

ppp
pF . 

Найдем неопределенные коэффициенты A, B, C, D. Так как 

)1()1()4()4)(1(1 222 −+−++++−≡ pDppCppBpppA , 

то, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях p , получаем си-

стему













=−
=−+

=+−−
=++

14

044

0

0

A

DBA

DCA

CBA

.  

Решив её, получим 

4

1−=A , 
5

1=B , 
20

1=C , 
5

1−=D . 

Таким образом, 

)2sin(
10

1
)2cos(

20

1

5

1

4

1

4

2

10

1

4

1

20

1

)1(

1

5

11

4

1
)(

22
tte

pppp
pF

t −++−↔
+

⋅−
+

⋅+
−

⋅+⋅−= . 

Пример 43. Найти свертку функций tsin  и tcos . 

Решение. Имеем 

( ) ( )[ ]

( ) ).sin(
2

1
2cos

4

1

)sin(
2

1
)sin(2sin

2

1
cossincos*sin

0

000

ttt

tdttdttt

t

ttt

=−+

+=+−=−= ∫∫

τ

ττττττ

 

Пример 44. Восстановить оригинал по изображению ( ) ( )22 1+
=

p

p
pF  

при помощи свертки. 

Решение. Представим ( )pF  как произведение двух функций и ис-

пользуя теорему умножения, запишем 

)sin(
2

1
)cos()sin(

1

1

1)1(
2222

tttt
pp

p

p

p ⋅=∗↔
+

⋅
+

=
+

.     

 

6.2. Решение линейных дифференциальных уравнений и систем 

 

Рассмотрим применение правил и теорем операционного исчисления 

к решению линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэф-

фициентами и их систем при заданных начальных условиях. Предлагаем, 
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что искомое решение, его производные и правая часть дифференциального 

уравнения являются оригиналами. 

Схема решения дифференциального уравнения. 

1. Искомая функция, ее производные, входящие в данное уравнение, 

правая часть уравнения заменяются их изображениями. В результате 

получается  операторное уравнение. 

2. Решаем операторное уравнение относительно изображения искомой 

функции. 

3. Переходим от изображения искомой функции к оригиналу. 

Схема решения систем дифференциальных уравнений такая же. 

Пример 45. Решить дифференциальное уравнение 
312 =−′+′′ yyy , если 1)0( =y , 0)0( =′y .  

Решение. Пусть ( )tyy =  - искомое решение. 

)()( pYty ↔ , 

1)()0()()( −=−↔′ ppYyppYty , 

ppYpypypYpty −=′−−↔′′ )()0()0()()( 22 , 

p

3
3 ↔ . 

Запишем операторное уравнение: 
p

pYppYppYp
3

)(121)()(2 =−−+−  

или   
34)3)(4(

3

12

3
)(

2

23

2

−
+

+
+=

−+
++=

−+
++=

p

C

p

B

p

A

ppp

pp

ppp

pp
pY , 

)4()3()3)(4(3 2 ++−+−+=++ pCppBpppApp . 

Находим A, B, C. 
4

1−=A , 
28

5=B , 
7

5=C . 

Итак,  tt ee
ppp

pY 34

7

5

28

5

4

1

3

1

7

5

4

1

28

51

4

1
)( ++−↔

−
⋅+

+
⋅+⋅−= − . 

Ответ. tt
eety

34

7

5

28

5

4

1
)( ++−= −  

Пример 46. Найти решение системы дифференциальных уравнений 





=−′−′′
=−′+′′

,045

,045

yxy

xyx
 

удовлетворяющее начальным условиям 0)0( =x , 1)0( =′x , 0)0( =y , 0)0( =′x  

Решение. Пусть )()( pXtx ↔ , )()( pYty ↔ . Тогда  

)()( ppXtx ↔′ , )()( ppYty ↔′ , 1)()( 2 −↔′′ pXptx , )()( 2 pYpty ↔′′ . 

Преобразованная система имеет вид






=−+−

=+−

0)()4()(5

1)(5)()4(

2

2

pYpppX

ppYpXp
 

Определяем )( pX ,  )( pY по правилу Крамера 

)16)(1(

4
)(

22

2

++
−=
pp

p
pX ;  

)16)(1(

5
)(

22 ++
=

pp

p
pY . 
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161)16)(1(

4
)(

2

22

2

11

22

2

+
+

+
+
+

=
++

−=
p

BpA

p

BpA

pp

p
pX          

Вычислив 1 2 1 2, , , ,A A B B  получим 021 == AA , 
3

1
1 −=B ,  

3

4
2 =B  

Итак, ( ))4sin()sin(
3

1

16

4

3

1

1

1

3

1
)(

22
tt

pp
pX +−↔

+
⋅+

+
⋅−= , 

( ))4sin()sin(
3

1
)( tttx +−=  

161)16)(1(

5
)(

2

22

2

11

22 +
+

+
+
+

=
++

=
p

NpM

p

NpM

pp

p
pY  

Вычислив 1 2 1 2, , , ,M M N N  получим 
3

1
1 =M , 

3

1
2 −=M , 021 == NN . 

Тогда ( ))4cos()cos(
3

1

163

1

13

1
)(

22
tt

p

p

p

p
pY −↔

+
⋅−

+
⋅= , 

( ))4cos()cos(
3

1
)( ttty −= . 

Итак, ( ))4sin()sin(
3

1
)( tttx +−= ,    ( ))4cos()cos(

3

1
)( ttty −= . 

 

 

 

Тестовые вопросы  по математическому анализу  
 

Тема ”Теория функции комплексного переменного” 

1. Интеграл по замкнутому контуру ( ) ( )∫
=− −−21

3
45

5

z zz

dz
   равен . . . 

а)0;    б) i⋅π3 ; 

в)5;    г) 
3

i⋅π
. 

2. Аргумент комплексного числа i22 +  равен… 

а)
6

π
;    б)

4

3π
; 

в)
3

π
;    г)

4

π
. 

3.Частное 
z

z
 от деления двух комплексно сопряженных чисел, где iz 33 −= , 

равно… 

а) i18− ;    б) i ; 

в) i− ;     г) i18 . 

4. Если  iz −= 11 , iz += 22 , то 21 zz ⋅  равно… 

а) i−1 ;    б) i33 + ; 

в) i32 − ;    г) i−3 . 
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5. Значение функции izzf += 2)(  в точке iz += 10  равно… 

а) i32 + ;    б) i23 + ; 

в) i3 ;     г) i2 . 

 

Тема ”Дифференциальные уравнения” 

6. Если одним из частных решений дифференциального уравнения  

8124 +−=−′′ xyy  является функция 23 −= xy& ,  то общее решение уравнения 

имеет вид… 

а) 232
2

2
1 −++ − xeCeC xx ;    б) 8122

2
2

1 −++ − xeCeC xx ; 

в) xeCeC xx 1282
2

2
1 −++ − ;    г) 232

4
1 −++ xCeC x . 

7.Частное решение дифференциального уравнения  yyctgx −=′⋅ 2  при 

( ) 10 =y  имеет вид… 

а) xcos23 +− ;    б) xcos−2 ; 

в) xcos32 − ;     г) xcos+− 2 . 

8. Из данных дифференциальных уравнений уравнением Бернулли явля-

ется… 

а) )sin(
3

2
)('

4
xyxtgyy ⋅−=⋅− ;  б) y e

y
'= 3

3 ; 

в) )()12(' xctgyy ⋅+= ;     г) 
3

23
'

xx

y
y =+ . 

9. Общий интеграл дифференциального уравнения xdx
y

dy =
2

 имеет вид… 

а) C
x

y
+=−

2

1 2

;      б) C
x

y
+=

2

1 2

; 

в) Cx
y

+=− 21
;    г) C

x
y +=

2

2

. 

10. Дано линейное однородное дифференциальное уравнение 02''' =−+ yyy , 

тогда его общее решение имеет вид… 

а) xx eСeСy −− += 2

2

1 ;   б) xx eСeСy 2

2

1 += − ; 

в) xx eСeСy −+= 2

2

1 ;   г) xx eСeСy 2

2

1 += . 

11. Из данных дифференциальных уравнений линейным уравнением пер-

вого порядка является… 

а) y e
y

'= 3
3 ;      б) )ln(2' 2 xyyyx ⋅=+⋅ ; 

в) xy y
x

' ' ' ' '− + =
1

0;     г) 
3

23
'

xx

y
y =+ . 

12. Частному решению линейного неоднородного дифференциального 

уравнения 16'5'' +=+− xyyy  по виду его правой части соответствует функ-

ция… 

а) BAxy += ;     б) BxAxy += 2 ; 

в) )(2
BAxey

x += ;     г) xx
BeAey

32 += . 
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13. Порядок дифференциального уравнения 56'''3 xyyy =+−  равен… 

а) 5;     б) 1;    в) 2;    г) 6. 

14. Общий интеграл дифференциального уравнения 
dx

dy

x

y =−  имеет вид… 

а) C
x

y
+=−

2

1 2

;     б) 
x

C
y = ; 

в) Cx
y

+=− 21
;     г) C

x
y +=

2
. 

Тема ”Числовые и функциональные ряды” 

15. Для ряда ...coscoscos +π+π+π
302010

 общий член равен: 

 а) 
n

cos
2

π
;    б) 

2

n
cos

π
; 

 в) 
n

cos
10

π
;    г) 

n
cos

10

π
. 

16. Ряды ∑
∞

=1

1

n n
 и ∑

∞

=1
4

1

n n
: 

 а) первый сходится, второй расходится; 

 б) оба сходятся; 

в) оба расходятся; 

г) первый – расходится, второй сходится. 

17.  Ряд ∑
∞

=1
3

n

n

n

x
 сходится в промежутке: 

 а) ∞<<∞− x ;   б) 11 ≤≤− x ; 

 в) 11 <<− x  ;   г) 20 << x . 

18. Ряд Маклорена для функции xey 2−=  имеет вид 

 а) ( )∑
∞

=
−

0

2
1

n

n
n

n

x
;   б) ( )∑

∞

=
−

0

1
n

n
n

!n

x
; 

 в) ( )∑
∞

=
−

0

2
1

n

nn
n

!n

x
;   г) ∑

∞

=0
2

2

n

n
n

x
n

. 

19. Коэффициент Фурье 1a  для функции x)x(f =   ( π≤<π− x ), π= 2T  равен 

 а) –1;   б) 0;   в) 1;   г) ∞ . 

 

Тема ”Операционное исчисление” 

20. Найти оригинал для функции ( )
1

2

3

+
⋅= −

p

p
epF

p , если 
1

cos
2 +

↔
p

p
t : 

а) )3cos( t ;   б) 3)cos( +t ; 

 в) 3)cos( −t ;   г) )3cos( −t . 

21. Найти изображение для функции ( ) tetf t sin2 ⋅= , если 
1

1
sin

2 +
↔

p
t : 
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а) 
1

2

2

+p

p
e

t ;    б) 
1

2

2

+
−

p

p
e

p ; 

 в) ( ) 12

1
2 +−p

;   г) 
1

2 +
−

p

p
e

p . 

22. Найти изображение для выражения 53 +−′′ xx  с начальными усло-

виями: ( ) 10 =x , ( ) 00 =′x . 

а) ( ) ( )
p

ppXp
5

32 +−− ;  б) ( ) ( )
p

ppXp
1

3 +−+ ; 

 в) ( ) ( )
p

ppXp
5

32 ++− ;  г) ( ) ( ) 532 +−− ppXp . 

 

Ответы: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

a г в г в а б а а б г 

 

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 

a в б г г б в б г в а 
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Вопросы по математическому анализу 
Комплексные числа 

1. Дайте определение комплексного числа. Что называется действитель-

ной и мнимой частями комплексного числа?  

2. Напишите формулы сложения, вычитания, умножения и деления ком-

плексных чисел в алгебраической форме.  
3. Дайте определение модуля и аргумента комплексного числа. 
4. Напишите формулу Эйлера  показательной формы записи комплексного 

числа.  

5. Какая запись комплексного числа называется алгебраической? Триго-

нометрической? Показательной? 

6. Напишите формулу Муавра возведения в степень комплексного числа. 

7. Напишите формулы умножения, возведения в степень, деления, извле-

чения корня для комплексных чисел в тригонометрической и показа-
тельной формах.    

8. Дайте определение предела функции комплексного переменного в точ-

ке. 

9. Запишите формулы основных элементарных функций комплексного пе-

ременного. 

10.  Запишите условие Коши-Римана аналитичности функции комплексно-

го переменного в декартовых координатах. 

11.  Запишите условие Коши-Римана аналитичности функции комплексно-

го переменного в полярных координатах. 

12.  Дайте определение дифференциала функции комплексного переменно-

го. 

13.  Дайте определение интеграла по кривой от функции комплексного пе-

ременного. 

14.  Сформулируйте теорему Коши об интегрировании аналилитичной 

функции для односвязной области. 

15.  Сформулируйте теорему Коши об интегрировании аналилитичной 

функции для многосвязной области. 

16.  Классифицируйте особые точки. 

17.  Дайте определение вычета функции, приведите формулы для его вы-

числения. 

18.  Сформулируйте основную теорему о вычетах. 

Дифференциальные уравнения 

1. Дайте определение дифференциального уравнения первого порядка и 

приведите пример. 

2. Дайте определение решения дифференциального уравнения первого 

порядка.  

3. Что называется порядком дифференциального уравнения? 
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4. Дайте  определение общего решения дифференциального уравнения 

первого порядка. Дайте определение общего интеграла дифференци-

ального уравнения первого порядка. 

5. Что называется интегральной кривой дифференциального уравнения? 

6. Сформулируйте теорему Коши существования и единственности реше-
ния задачи Коши для дифференциального уравнения первого порядка. 

7. Дайте определение частного решения дифференциального уравнения. 

8. Что называется полем направлений? Дайте определение изоклины. Как 

с помощью изоклин найти решение дифференциального уравнения? 

9. Дайте определение уравнений с разделяющимися переменными и  ука-

жите метод их решения, приведите пример. 

10.  Дайте определение однородных уравнений и  укажите метод их реше-

ния, приведите пример. 

11.  Дайте определение уравнений, приводящихся к однородным, и  укажи-

те метод их решения, приведите пример. 

12.  Дайте определение линейных уравнений первого порядка и  укажите 

метод их решения, приведите пример. 

13.  Дайте определение уравнений Бернулли  и  укажите метод их решения, 

приведите пример. 

14.  Дайте определение уравнений в полных дифференциалах и  укажите 

метод их решения, приведите пример. 

15.  Дайте определение дифференциальных уравнений второго порядка, 

приведите пример. 

16.  Дайте определение решения дифференциального уравнения второго 

порядка. 

17.  Дайте определение общего решения дифференциального уравнения 

второго порядка, общего интеграла. 

18.  Дайте определение частного решения дифференциального уравнения 

второго порядка, частного интеграла. 

19.  Сформулируйте теорему Коши существования и единственности реше-

ния задачи Коши для дифференциального уравнения второго порядка 
20.  Перечислите типы уравнений второго порядка, допускающих пониже-

ние порядка, и укажите методы их решения. 

21.  Дайте определение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения n-го порядка и приведите пример. 

22.  Дайте определение линейного однородного дифференциального урав-

нения n-го порядка и приведите пример. 

23.  Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейного одно-

родного дифференциального уравнения второго порядка. 

24.  Дайте определение линейного однородного дифференциального урав-

нения второго порядка с постоянными коэффициентами и укажите ме-

тод их решения. 
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25.  Сформулируйте теорему о структуре общего решения линейного неод-

нородного дифференциального уравнения второго порядка. 

26.  Укажите метод интегрирования линейного неоднородного дифферен-

циального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами 

и специальной правой частью. 

Числовые и функциональные ряды 

1. Дайте определение числового ряда, члена ряда, общего члена ряда. 

2. Дайте определение n-ой частичной суммы ряда, суммы ряда. 

3. Какой ряд называют сходящимся? Расходящимся? 

4. Перечислите свойства числовых рядов. 

5. Исследовать на сходимость ряд геометрической прогрессии, привести 

пример. 

6. Сформулируйте необходимый признак сходимости числового ряда и 

достаточное условие  расходимости числового ряда, приведите пример. 

7. Дайте определение гармонического ряда и исследуйте его на сходи-

мость. 

8. Сформулируйте достаточные признаки сходимости знакоположитель-

ных  рядов: признаки сравнения, признак Даламбера, радикальный при-

знак Коши, интегральный признак Коши, приведите примеры их при-

менения  

9. Исследовать на сходимость ряд  Дирихле (обобщённый гармонический 

ряд). 

10.  Сформулируйте признак Лейбница сходимости знакочередующихся  

рядов. 

11.  Сформулируйте общий достаточный признак сходимости знакопере-

менных рядов. 

12.  Дайте определения абсолютно и условно сходящихся числовых рядов, 

приведите пример. 

13.  Дайте определение функционального ряда, приведите пример. 

14.  Дайте определение степенного ряда, приведите пример. 

15.  Сформулируйте теорему  Абеля об области сходимости степенного ря-

да. 

16.  Дайте определение интервала сходимости и радиуса сходимости сте-

пенного ряда. Как их найти? 

17.  Сформулируйте свойства степенных рядов. 

18.  Дайте определение ряда Тейлора и ряда Маклорена. 

19.  Напишите разложение в ряд Маклорена функций e
x
,sin(x), cos(x), (1+x)

n
, 

ln(1+x), arctg(x). 

20.  Укажите методы приближённого вычисления значений функции, при-

ближённого вычисления определённых интегралов, приближённого ре-

шения дифференциальных уравнений и приведите примеры.   
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Операционное исчисление 

1. Перечислите свойства функции-оригинала. 

2. Дайте определение изображения функции.    

3. Перечислите свойства преобразования Лапласа. 

4. Перечислите приложения операционного исчисления 
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