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ВВЕДЕНИЕ  

 

В современной науке и технике математические методы исследования и 

проектирования играют все возрастающую роль. Это обусловлено, прежде все-

го, быстрым развитием вычислительной техники, в результате чего существен-

но расширяется возможность успешного применения математики при решении 

конкретных задач техники. Многие задачи механики, физики, широкий круг 
инженерно-технических проблем приводят к исследованию дифференциальных 

уравнений с частными производными второго порядка, являющимися частным 

случаем так называемых уравнений математической физики. Предметом мате-

матической физики является изучение методов построения математических мо-

делей реальных физических и механических процессов. 

 Настоящее учебное пособие основывается на материалах авторов ранее 

представленного учебного пособия (Матвеева Т.А., Светличная В.Б., Зото-

ва С.А. Практикум по уравнениям математической физики [Электронный ре-

сурс]: учебное пособие. Волгоград  2017, 54 с.) и представляет собой перерабо-

танное и дополненное изложение основных методов и приемов решения задач 

математической физики. Одной из особенностей показанного пособия является 

простота изложения, опирающаяся на объем знаний математического аппарата 

читателя, необходимый для решения стандартных задач. Математический ап-

парат, применяемый в данном пособии, не выходит за пределы обычного (стан-

дартного) курса высшей математики в технических вузах.  

По содержанию данное пособие соответствует требованиям ФГОС ВО в 

технических вузах всех форм обучения и включает в себя в соответствии с 

учебной программой основные разделы:  

         — классификация уравнений в частных производных; 

         — гиперболические уравнения; 

         — параболические уравнения; 

         — эллиптические уравнения. 

В пособии широко рассмотрены основные методики и конкретные при-

меры решения задач, а также представлен справочный материал. 

Задача настоящего курса – не только помочь студентам, аспирантам, а 

также научным работникам и инженерам освоить работу с основными типами 

уравнений в частных производных, но и привить вкус к их применению в мате-

матическом моделировании различных физических процессов.  
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Глава 1.  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ                  

                ПРОИЗВОДНЫХ  

 

Пусть имеется функция u независимых  переменных nxxx ,..,., 21 . Уравне-

нием с частными производными называется соотношение, связывающее пе-

ременные nxxx ,...,, 21 , функцию u  и все её частные производные до некоторого 

порядка: 

 ( ) 0...,,,...,,,,,...,,
2111121 =xxxxxxn uuuuuxxxF

n
, (1.1) 

где  
21

2

2
1

2

1
21111

,,...,,
xx

u
u

x

u
u

x

u
u

x

u
u xxxx

n
xx n ∂∂

∂=
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂= (индекс при функции по-

казывает переменную производной). 

Порядком уравнения называется порядок старшей производной, входя-

щей в это уравнение. Функция ( )
n21

x,...,x,xuu =  называется решением уравне-

ния (1.1), если при подстановке её в это уравнение оно обращается в тождество 

при допустимых значениях аргументов. Совокупность всех решений уравнения 

называется общим решением.  

Рассмотрим некоторые примеры уравнений с частными производными 

для функции, зависящей от двух переменных ( )y,xuu = . 

Пример 1.1. Пусть дано уравнение 
( )

0
x

y,xu =
∂

∂
 или с применением обо-

значения 0=xu . Это уравнение фактически означает, что функция ( )yxuu ,=  не 

зависит от x. Общее решение: ( )yСu = , где C – произвольная функция одной 

переменной  y. 

Пример 1.2. Рассмотрим уравнение 
( ) ( )yxf

x

yxu
,

, =
∂

∂
 или ( )yxfux ,= . Для 

нахождения решения этого уравнения проинтегрируем его по переменной x: 

 ( ) Cdxyxfdxuu x +== ∫∫ , .   (1.2) 

При интегрировании по x мы считаем y постоянным, и поэтому произ-
вольная постоянная в (1.2) может зависеть от y. Тем самым общее решение 

имеет вид:  )y(Cdx)y,x(f)y,x(u += ∫ . 

Пример 1.3. Пусть дано уравнение 0=xyu . Из примера 1.1 следует, что 

( )yCu y = . Решая это уравнение аналогично тому, как решалось уравнение в 

примере 1.2, будем иметь: 

( ) ( ) ( )xCdyyCyxu 1, += ∫ . 

Обозначим ( ) ( )dyyCyC ∫=2 . Тогда общее решения примет вид: 

( ) ( ) ( )xCyCyxu 12, += . 

В отличие от общего решения обыкновенного дифференциального урав-

нения, зависящего от произвольных постоянных, общее решение уравнения с 
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частными производными зависит от произвольных функций. 

Если искомая функция ( )yxuu ,= , тогда уравнение первого порядка 

в частных производных будет иметь вид: 

    ( ) 0,,,, =yx uuuyxF .       (1.3) 

Всякое решение уравнения (1.3) ( )yxuu ,=  будем называть интегральной 

поверхностью (график решения – поверхность в пространстве с координатами 

x, y, u). Для того чтобы из совокупности всех решений уравнения (1.3) выделить 

некоторое частное решение, формулируется задача Коши: найти решение урав-

нения (1.3), удовлетворяющее условию  ( ) ( )yyxu
xx

ϕ== 0
, , где ( )yϕ  – некоторая 

заданная функция. 

Обозначим через l кривую в пространстве, задаваемую уравнениями 

,0xx = ( )yu ϕ= . Тогда задача Коши имеет следующий геометрический смысл: 

среди всех интегральных поверхностей найти ту, которая проходит через за-

данную кривую l. 

Уравнение с частными производными называются линейным, если иско-

мая функция ( )yxuu ,=  и её частные производные входят в уравнение линейно. 

Таким образом, линейное уравнение первого порядка имеет вид: 

 ( ) ( ) ( ) ( )yxfuyxCuyxBuyxA yx ,,,, =⋅+⋅+⋅ , (1.4) 

где A, B, C и f – заданные функции. Если ( ) 0, =yxf , то уравнение называется 

однородным. Отметим, что основные свойства линейных уравнений 

с частными производными во многом аналогичны свойствам обыкновенных 

линейных дифференциальных уравнений. Так, например, линейная комбинация 

решений однородного уравнения тоже является решением этого уравнения. 

Общее решение неоднородного уравнения может быть представлено в виде не-

которого частного решения и общего решения соответствующего однородного 

уравнения.  

Будем рассматривать сначала однородное линейное уравнение вида: 

 ( ) ( ) 0,, =⋅+⋅ yx uyxBuyxA . (1.5) 

Этому уравнению поставим в соответствие систему обыкновенных диф-

ференциальных уравнений: 

 ( )

( )








=

=

,,

,,

yxB
dt

dy

yxA
dt

dx

 

 

(1.6) 

которую будем называть характеристической системой для уравнения (1.5), 

а всякое решение ( ) ( )tytx ,  этой системы назовем характеристикой. 

Функция ( )yx,ϕ , не сводящаяся тождественно к постоянной, или равен-

ство ( ) Cyx =,ϕ  называется первым интегралом системы (1.6), если при под-

становке в неё любого решения системы получается постоянная величина, за-



7 

 

висящая лишь от выбора решения. Тогда функция ( )yxu ,ϕ=  удовлетворяет 
уравнению (1.5). Обратное также справедливо. 

Чтобы найти общее решение уравнения (1.5), надо составить характери-

стическую систему (1.6) и найти первый интеграл этой системы. Общее реше-

ние уравнения (1.5) будет  ( )ϕFu = , F – произвольная функция. 

Пример 1.4. Рассмотрим уравнение:  

0uyux
yx

=⋅+⋅ . 

Характеристическая система для этого уравнения в соответствие (1,6): 










=

=

.

,

y
dt

dy

x
dt

dx

 

Решение этой системы (характеристики) имеет вид:  










+=

+=

∫∫

∫∫

,

,

2

1

Dtd
y

dy

Ddt
x

dx

 






+=

+=

,ln

,ln

2

1

Dty

Dtx
   






=

=
+

+

,

,

2

1

Dt

Dt

ey

ex
     







=

=

,

,

2

1

t

t

eCy

eCx
 

где 21
21 ,

DD
eCeC == . Первым интегралом данной системы является функция: 

( )
x

y
yx =,ϕ . 

Следовательно, общее решение однородного уравнения будет: 








=
x

y
Fu . 

Для нахождения общего интеграла характеристической системы можно 

исключить переменную t и получить обыкновенное дифференциальное уравне-

ние: 

( )
( )yxA

yxB

dx

dy

,

,= . 

Если общее решение этого уравнения записано в виде ( ) Cyx =,ϕ , то 

и получим первый интеграл системы ( ) Cyx =,ϕ , и тогда общий интеграл ис-

ходного уравнения ( )CyxFu ,,= . 

Пример 1.5. Рассмотрим уравнение  

0uxuy
yx

=⋅−⋅ . 

Характеристическая система будет иметь вид:  










−=

=

.

,

x
dt

dy

y
dt

dx

 

Исключим переменную t из этой системы: 

y

x

dx

dy −= . 
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Разделяя переменные, получим: 
2

C
dxxdyy +−= ∫∫ . 

Проинтегрировав это уравнение, находим его общий интеграл: 

Cyx
Cxy =+⇒=+ 22

22

222
. 

Это соотношение одновременно является первым интегралом для харак-

теристической системы. Заметим, что характеристиками в данном случае будут 
являться окружности с центром в начале координат. Итак, общее решение од-

нородного уравнения имеет вид: 

( ) )( 22
yxFy,xu += . 

 

 

 Глава 2.  ОСНОВНЫЕ ТИПЫ УРАВНЕНИЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

          ФИЗИКИ 

 

Многие задачи механики и физики приводят к исследованию дифферен-

циальных уравнений с частными производными второго порядка. 

Рассмотрим основные уравнения математической физики, являющиеся 

дифференциальными уравнениями с частными производными второго порядка. 

 

 

1. Уравнение Лапласа 

 
Многие стационарные, т.е. не изменяющиеся во времени физические 

процессы описываются уравнениями эллиптического типа. К исследованию 

этого уравнения приводит рассмотрение задач об электрических и магнитных 

полях, о стационарном тепловом состоянии, задач гидродинамики, диффузии и 

т. д. В простейшем случае (однородной среды и отсутствия источников) – урав-

нением Лапласа, которое для трех направлений координат (x, y, z) может быть 

записано в виде:  

                                         ,
z

u

y

u

x

u
0

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

                                                   (2.1) 

 

где u = u(x, y, z) – искомая функция координат. 

В операторной форме уравнение Лапласа (2.1) может быть представлено 

следующим образом: 

0=∆u ,                                                     (2.2) 

где −
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆

2

2

2

2

2

2

zyx
оператор Лапласа.  

Рассмотрим задачу о стационарном распределении тепла в некотором 

объёме V, ограниченном замкнутой поверхностью S трехмерного пространства 

X=(x,y,z). 
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Процесс теплопроводности или кондукции определяется законом Фурье, 

согласно которому вектор плотности теплового потока W пропорционален гра-

диенту температуры Т = Т(x, y, z): 

                          ( ),TgradkW ⋅−=                                                        (2.3) 

где k = k(x, y, z) – коэффициент теплопроводности. 

Плотность теплового потока W равна количеству теплоты, протекающему 

в единицу времени через единичную площадь изотермической поверхности.  

Как правило, цель стационарной задачи теплопроводности сводится к 

необходимости нахождения  зависимости температуры  от  координат  (x, y, z) 

при известном распределении плотности источников тепла f(x, y, z). Поскольку 

функция f(x, y, z) не входит непосредственно в уравнение Фурье (2.3), необхо-

димо выполнить ряд предварительных преобразований. 

Из приведенного выше определения плотности теплового потока следует, 

что суммарное количество тепла QS, прошедшее в единицу времени через за-

мкнутую  поверхность S, ограничивающую объем V, в общем случае выражает-
ся интегралом:  

                                       ∫∫ ⋅=
S

S
,dSWQ                                               (2.4) 

где dS – вектор, модуль которого численно равен площади dS соответствующе-

го бесконечно малого элемента поверхности, а направление совпадает с 

направлением нормали к этому элементу; ( ) ( )γcosdSWdSW ⋅⋅=  – скалярное 

произведение векторов W и dS; γ  – угол между ними. 

Суммарное количество тепла QV, выделяющегося в единицу времени в 

объеме V, ограниченном поверхностью S, определяется интегралом: 

                              ( )∫∫∫=
V

V
.dVz,y,xfQ                                          (2.5) 

Очевидно, в данном случае уравнение баланса тепла должно отражать 

факт равенства количества тепла QS, прошедшего в единицу времени через за-

мкнутую поверхность S, ограничивающую объем V, и количества тепла QV, вы-

деляющегося в единицу времени в этом объеме: 

                               ( ) .dVz,y,xfdSW
S V

∫∫ ∫∫∫=⋅                               (2.6)  

Согласно теореме Остроградского-Гаусса: 

                                 ∫∫ ∫∫∫ ⋅=⋅
S V

.dVdivWdSW                                      (2.7) 

Тогда имеем: 

                        

( )

( ).z,y,xfdivW

;dVz,y,xfdVdivW
V V

=

=⋅∫∫∫ ∫∫∫
                                     (2.8) 
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Подставив в уравнение (2.8) закон Фурье (2.3), получим уравнение для 

стационарной задачи теплопроводности в векторной форме:  

           ( ) ( )( ) ( ).z,y,xfTgradz,y,xkdiv −=⋅                                  (2.9) 

Если источники тепла отсутствуют ( ) 0z,y,xf =  и среда однородна 

( ) constz,y,xk = , уравнение (2.9) можно переписать в виде: 

                                  ( )( ) .0Tgraddiv =                                             (2.10) 

Учитывая, что по определению градиент некоторого скалярного поля  

u= u (x, y, z) определяется выражением: 

( ) ,e
z

u
e

y

u
e

x

u
ugrad

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=  

где ex, ey, ez – единичные вектора (орты) в направлениях соответствующих ко-

ординатных осей, а дивергенция некоторого векторного поля v = v(x, y, z) – вы-

ражением: 

( ) ,
dz

v

y

v

x

v
vdiv zyx

∂+
∂
∂

+
∂
∂=  

где vx, vy, vz  – проекции вектора v на соответствующие оси координат, уравне-

ние (2.10) можно переписать в частных производных: 

                                      0
z

T

y

T

x

T
2

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

,                                         (2.11) 

или в операторной форме: 

                                        ( ) 0z,y,xT =∆ ,                                              (2.12) 

то есть в виде уравнения Лапласа. 

 

Процессы диффузии вещества во многом аналогичны процессам тепло-

проводности. При описании диффузии аналогом закона Фурье является закон 

Нернста, согласно которому вектор плотности потока вещества W пропорцио-

нален градиенту концентрации N = N(x, y, z): 

( )NgradDW ⋅−=  ,                                             (2.13) 

где D = D(x, y, z) – коэффициент диффузии. 

Плотность потока вещества W равна количеству частиц вещества (атомов, 

молекул), диффундирующему в единицу времени через единичную площадь 

поверхности S. 

Подставляя выражение (2.13) в уравнение (2.8), при отсутствии источни-

ков диффундирующего вещества ( ) 0z,y,xf =  и однородной среде 

( ) constz,y,xD =  получим уравнение Лапласа в векторной форме: 

( )( ) 0Ngraddiv = ,                                             (2.14) 

в частных производных: 
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0
z

N

y

N

x

N
2

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

,                                                  (2.15) 

и в операторной форме: 

( ) 0z,y,xN =∆ .                                                       (2.16) 

К уравнению Лапласа приводят и многие другие задачи, например, за-

дача о распределении электростатического поля в однородной непроводящей 

среде в отсутствие электрических зарядов. 

В общем виде данная задача описывается уравнениями Максвелла: 

 

( )

( )( ) ( )
,

z,y,x
Ez,y,xdiv

;0Erot

0
ε

ρε =

=
                               (2.17)                 

где E=E(x, y, z) – вектор напряженности электрического поля; ( )z,y,xρρ =  – 

объемная плотность электрических зарядов; ( )z,y,xεε =  – диэлектрическая 

проницаемость среды; ε0 – электрическая постоянная. Уравнение (2.17) выра-

жает отсутствие вихревых электрических полей. 

Если непроводящая среда однородна (ε (x, y, z) = const) и электрические 

заряды в объеме отсутствуют или уравновешены ( ρ (x, y, z) = 0), уравнение 

(2.17) принимает вид: 

( ) .0Ediv =                                          (2.18) 

Поскольку напряженность электрического поля E связана с электриче-

ским потенциалом ϕ  равенством: ( ),gradE ϕ−=  то, подставляя данное соотно-

шение в (2.18) и учитывая выражения (2.2), определение градиента и диверген-

ции, получим уравнение Лапласа в векторной форме: 

              ( )( ) ,0graddiv =ϕ                                            (2.19) 

в частных производных: 

0
zyx 2

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂ ϕϕϕ

,                                         (2.20) 

и в операторной форме: 

( ) 0z,y,x =∆ϕ .                                              (2.20) 

К уравнениям эллиптического типа относится уравнение Пуассона. В 

общем случае в векторной форме уравнение Пуассона имеет вид: 

( ) ( )( ) ( ),z,y,xfugradz,y,xAdiv =⋅                              (2.21) 

где u = u(x, y, z) – искомая функция; A(x, y, z), f(x, y, z) – некоторые функции не-

зависимых переменных. 

Уравнение (2.21) может быть записано в частных производных как: 

( ) ( ) ( ) ( ),z,y,xf
z

u
z,y,xA

zy

u
z,y,xA

yx

u
z,y,xA

x
=









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

   (2.22) 
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или в операторной форме как: 

( )( ) ( ),z,y,xfuz,y,xA =∇⋅∇                                    (2.23) 

где ∇ – оператор Набла, определяемый выражением: 

.
zyx ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂=∇  

Из выражений (2.21) – (2.23) видно, что уравнение Пуассона является 

обобщением уравнения Лапласа для случая отличной от нуля правой части. 

Рассмотрим задачу о стационарном распределении тепла в некотором 

объеме V, ограниченном замкнутой поверхностью  S трехмерного  пространства  

X = (x, y, z), которая в векторной форме описывается уравнением(2.9). 

При наличии в объеме V источников тепла ( ) 0z,y,xf =  и в случае неод-

нородной среды коэффициент теплопроводности ( )z,y,xkk = , уравнение (2.9) в 

частных производных можно переписать в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )z,y,xf
z

T
z,y,xk

zy

T
z,y,xk

yx

T
z,y,xk

x
−=









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

,    (2.24) 

или в операторной форме: 

( )( ) ( ).z,y,xfTz,y,xk −=∇⋅∇                                        (2.25) 

Если среда однородна ( ) constz,y,xk = , то k можно вынести за знак част-

ной производной в выражении (2.24) или за знак оператора Набла в выражении 

(2.25). В результате получим частный случай уравнения Пуассона в виде: 

( )
( ) .

z,y,xk

z,y,xf

z

T

y

T

x

T
2

2

2

2

2

2

−=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

                                (2.26) 

 или в операторной форме: 

                                 ∆ ( )
( )z,y,xk

z,y,xf
T −= .                                                (2.27) 

Если среда анизотропна, т.е. коэффициент теплопроводности k зависит от 
направления распространения тепла и является тензором: 

















=

333231

232221

131211

kkk

kkk

kkk

k ,                                             (2.28) 

то уравнение (34) преобразуется к виду: 

 ( )∑
=

=









∂
∂

∂
∂3

1j,i
321

j

ij

i

,x,x,xf
x

T
k

x
                                  (2.29) 

   где пространство (x1, x2, x3) соответствует (x, y, z). 

Если в тензоре k только элементы главной диагонали отличны от нуля 

(kij= 0 для ji ≠ , то уравнение (2.29) может быть записано в виде: 
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( )z,y,xf
z

T
k

zy

T
k

yx

T
k

x
332211

−=








∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

.                         (2.30) 

Процессы диффузии при наличии источников диффундирующего веще-

ства ( ) 0z,y,xf =  и в случае неоднородной среды (D = D(x, y, z)) описываются 

уравнением Пуассона в векторной форме: 

( ) ( )( ) ( ),z,y,xfNgradz,y,xDdiv =⋅                                (2.31) 

в частных производных: 

( ) ( ) ( ) ( )z,y,xf
z

N
z,y,xD

zy

N
z,y,xD

yx

N
z,y,xD

x
=









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

,  (2.32) 

или в операторной форме: 

( )( ) ( ).z,y,xfNz,y,xD =∇⋅∇                                        (2.33) 

Для однородной среды (D(x, y, z) = const), аналогично выражениям (2.26), 

(2.27) можно записать: 

( )
( ) ,

z,y,xD

z,y,xf

z

N

y

N

x

N
2

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

                               (2.34) 

или в операторной форме: 

∆ ( )
( ) .

z,y,xD

z,y,xf
N =                                         (2.35) 

Задача о распределении электростатического поля в непроводящей среде 

при наличии электрических зарядов описывается уравнениями (2.17). С учетом 

выражения (2.19) в векторной форме можно записать: 

( ) ( )( ) ( )
,

z,y,x
gradz,y,xdiv

0
ε

ρϕε −=⋅                                    (2.36) 

   в частных производных:  

( ) ( ) ( ) ( )
.

z,y,x

z
z,y,x

zy
z,y,x

yx
z,y,x

x
0

ε
ρϕεϕεϕε −=









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂+









∂
∂

∂
∂

(2.37) 

 или в операторной форме: 

 ( )( ) ( )
.

z,y,x
z,y,x

0
ε

ρϕε −=∇⋅∇                                          (2.38) 

Для однородной среды (ε(x, y, z) = const), аналогично выражениям (2.26), 

(2.27) можно записать: 

( )
,

z,y,x

zyx
0

2

2

2

2

2

2

εε
ρϕϕϕ −=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

                                     (2.39) 

или в операторной форме: 

 ∆ ( )
.

z,y,x

0
εε

ρϕ −=                                                (2.40) 
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 2. Уравнение теплопроводности или уравнение Фурье  

 

Многие нестационарные, т.е. изменяющиеся во времени физические про-

цессы, такие как распространения тепла, фильтрации жидкости и газа в пори-

стой среде (например, фильтрации нефти и газа в подземных песчаниках), не-

которые вопросы в теории вероятностей и т.д., описываются уравнением 

Фурье. 

Рассмотрим в качестве примера нестационарное уравнение теплопровод-

ности, которое получается на основании закона Фурье в результате следующих 

рассуждений. Это уравнение является простейшим уравнением параболическо-

го типа. 

 








∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

2

2

2

2

2

2

2

z

u

y

u

x

u
a

t

u
.                                               (2.41) 

Задача о нестационарном распределении тепла в некотором объеме V, 

ограниченном замкнутой поверхностью S трехмерного пространства X = (x, y, 

z). Количество тепла qV, выделившегося в объеме V, ограниченном поверхно-

стью S, за некоторый промежуток времени dt, можно определить как; 

,dtQq
VV

=                                               (2.42) 

где QV – суммарное количество тепла, выделяющегося в единицу времени в 

объеме V, ограниченном поверхностью S, определяемое интегралом (2.5). 

Учитывая, что рассматривается неравновесное состояние системы, часть 

тепла 
VT

qq =  идет на изменение во времени температуры в объеме V и опреде-

ляется выражением: 

,qdTq
T

=                                              (2.43) 

где q – суммарное количество тепла, необходимого для изменения температуры 

объема V на один градус; dT– изменение температуры объема V за промежуток 

времени dt. 

Остальная часть тепла 
S

q протекает через ограничивающую поверхность 

площадью S: 

,dtQq
SS

=                                               (2.44) 

где 
S

Q  – суммарное количество тепла, протекающего в единицу времени через 
поверхность S, определяемое интегралом (2.4). 

Таким образом, для нестационарного случая должно быть справедливо 

уравнение: 

.dtQdtQqdT
VS

=+                                           (2.45) 

Учитывая, что в общем случае неоднородной среды суммарное количе-

ство тепла q, необходимого для изменения температуры объема V на один гра-

дус определяется выражением: 

( ) ( ) ,dVz,y,xCz,y,xq
V

∫∫∫= ρ                                   (2.46) 
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где ( )z,y,xρ  – плотность вещества; С(x, y, z) – удельная теплоемкость веще-

ства, подставляя выражения (2.46), (2.4), (2.5) в уравнение (2.45) и применяя 

теорему Остроградского-Гаусса (2.7), получим: 

( ) ( ) ( ) ,dtdVz,y,xfdtdivWdVdTdVz,y,xCz,y,x
VVV






=




+





∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ρ (2.47) 

откуда, вынося подынтегральные выражения, разделив левую и правую части 

на dt и подставляя закон Фурье (2.5), можем записать нестационарное уравне-

ние теплопроводности в векторной форме: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).z,y,xfTgradz,y,xkdiv
t

T
z,y,xCz,y,x =⋅−

∂
∂ρ                  (2.48) 

В операторной форме уравнение (2.47) имеет вид: 

( ) ( ) ( )( ) ( ).z,y,xfTz,y,xk
t

T
z,y,xCz,y,x =∇⋅∇−

∂
∂ρ                    (2.49) 

К уравнениям параболического типа относятся уравнения непрерывности 

для электронов и дырок, которые необходимы для моделирования процессов 

переноса заряда в  проводниках. Они могут быть получены на основе следую-

щих рассуждений. 

Рассмотрим задачу о нестационарном распределении концентрации элек-

тронов проводимости в некотором объеме полупроводника V, ограниченном 

замкнутой поверхностью S трехмерного пространства X = (x, y, z). 

Согласно законам сохранения, изменение числа электронов N в рассмат-

риваемом объеме за некоторый промежуток времени dt определяется с одной 

стороны соотношением скоростей генерации и рекомбинации электронов в 

данном объеме, а с другой – суммарным числом электронов JS, прошедших за 

время dt через замкнутую поверхность S, ограничивающую объем V: 

,RJ
t

N
VS

+=
∂
∂

                                               (2.50) 

где RV – изменение числа электронов в объеме V за счет разности скоростей ге-

нерации и рекомбинации. Учитывая, что: 

( )∫∫∫=
V

,dVt,z,y,xnN                                           (2.51) 

где n(x, y, z, t) – концентрация электронов, а суммарным числом электронов JS: 

,dS
e

j
J n

S

S ∫∫=                                                (2.52) 

где jn – вектор плотности тока электронов; е – заряд электрона; dS – вектор, мо-

дуль которого численно равен площади dS соответствующего бесконечно мало-

го элемента поверхности, а направление совпадает с направлением нормали к 

этому элементу: 

( )∫∫∫=
V

V
,dVt,z,y,xRR                                      (2.53) 
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где R(x, y, z, t) – изменение числа электронов в единице объема за счет разности 

скоростей генерации и рекомбинации, из уравнения (2.50) получим: 

( ) ( )∫∫∫∫∫∫∫∫ +=
∂
∂

Vs

n

V

.dVt,z,y,xRdSj
e

1
dVt,z,y,xn

t
                   (2.54) 

Применяя к первому слагаемому в правой части уравнения (63) теорему 

Остроградского-Гаусса (2.7), получим: 

( ) ( )

( ) ( ).t,z,y,xRjdiv
e

1

t

t,z,y,xn

;dVt,z,y,xRdVjdiv
e

1
dVt,z,y,xn

t

n

V V

n

V

+=
∂

∂

+=
∂
∂

∫∫∫ ∫∫∫∫∫∫
                  (2.55) 

Уравнение (2.55) называют уравнением непрерывности для электронов. 

Оно выражает тот факт, что изменение во времени концентрации электронов 

определяется соотношением мощностей источников и стоков плотности элек-

тронной составляющей тока jn и разностью скоростей генерации и рекомбина-

ции подвижных носителей заряда R (x, y, z, t). 

При рассмотрении процессов переноса зарядов в полупроводниках, как 

правило, помимо электронной учитывают также и дырочную составляющую 

тока, решая уравнения непрерывности для электронов и дырок совместно. 

Уравнение непрерывности для дырок может быть получено в результате 

рассуждений, аналогичных приведенным выше для электронов, и имеет вид: 

( ) ( ),t,z,y,xRjdiv
e

1

t

t,z,y,x +−=
∂

∂
ρ

ρ
                        (2.56) 

где ( )t,z,y,xρ  – концентрация дырок; jp– вектор плотности дырочной состав-

ляющей тока. 

 

3. Волновое уравнение 
 

К исследованию уравнения данного вида приводит рассмотрение процес-

сов поперечных колебаний струны, продольных колебаний стержня, электриче-

ских колебаний в проводе, крутильных колебаний вала, колебаний газа и т.п. 

Такое уравнение является простейшим уравнением гиперболического типа. 










∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

2

2

2

2

2

2

2

2

2

z

u

y

u

x

u
a

t

u
.                                         (2.57) 

В качестве примера рассмотрим незатухающие колебания вдоль коорди-

наты x физической величины u(x, t) в некоторой среде, описываемые выраже-

нием: 

( ) ( ) ( ),tsinsxksinAt,xu
00

ϕω ++=                                   (2.57) 

где А – амплитуда колебаний; k – волновое число, определяющее период из-
менения физической величины u(x, t) по координате; ω  – круговая (цикличе-

ская) частота, определяющая период изменения физической величины u(x, t) 
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во времени t; 
0

s  – фаза колебания в точке 0x = ; 
0

ϕ – начальная фаза колеба-

ния в момент времени t = 0. 

Волновое число определяется выражением: ,
2

k
λ
π=  где λ  – длина волны. 

Круговая частота определяется выражением: ,
T

2πω =  где T – период колеба-

ний. Производная от u(x, t) по координате x равна: 

( ) ( ).wtsinskxcosAk
x

u
00

ϕ++=
∂
∂

 

Производная от u(x, t) по времени t равна: 

( ) ( ).wtcosskxsinAw
t

u
00

ϕ++=
∂
∂

 

Вторая производная от u(x, t) по координате x имеет вид: 

( ) ( ).wtsinskxsinAk
x

u
00

2

2

2

ϕ++−=
∂
∂

                               (2.58) 

Вторая производная от u(x, t) по времени t имеет вид: 

( ) ( ).wtsinskxsinAw
t

u
00

2

2

2

ϕ++−=
∂
∂

                                (2.59) 

Сравнивая выражения (2.58) и (2.29) с (2.57) легко увидеть, что: 

( )

( ).t,xu
t

u

;t,xuk
x

u

2

2

2

2

2

2

ω−=
∂
∂

−=
∂
∂

                                     (2.60) 

Выражая u(x, t) из (2.60) и приравнивая правые части полученных выра-

жений, имеем уравнение в частных производных: 

,
x

u

k

1

t

u1
2

2

22

2

2 ∂
∂=

∂
∂

ω
                                              (2.61) 

называемое волновым. 

В простейшем случае, при 1=ω  и k = 1, получим: 

.
x

u

t

u
2

2

2

2

∂
∂=

∂
∂

                                              (2.62) 

Обобщая (2.61) для случая трех координат, можем записать волновое 

уравнение в операторной форме: 

,ua
t

u 2

2

2

∆=
∂
∂

                                            (2.63) 

где −
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆

2

2

2

2

2

2

zyx
оператор Лапласа.  

В случае затухающих колебаний, когда амплитуда является функцией 

от координат и времени A = A(x, t), коэффициенты в уравнении (2.61) будут 

иметь более сложный вид. 
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Приведённые уравнения (2.1), (2.41) и (2.57) называют основными уравне-

ниями математической физики. Их подробное изучение даёт возможность 

построить теорию широкого круга физических явлений и решить ряд физиче-

ских и технических задач.  

Функция ( )yxuu ,= , удовлетворяющая какому-либо из приведённых урав-

нений, называется его решением. 

 

 

Глава 3. ТИПЫ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА В ЧАСТНЫХ 

    ПРОИЗВОДНЫХ. ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 

 

Рассмотрим уравнение второго порядка: 

 
0,,,,2

2

22

2

2

=








∂
∂

∂
∂+

∂
∂⋅+

∂∂
∂⋅+

∂
∂⋅

x

z

x

z
zyxF

y

z
c

yx

z
b

x

z
a , 

(3.1) 

где cba ,,  – функции переменных x  и y . 

Определение. Уравнение (3.1) в области D  принадлежит гиперболиче-

скому типу, если в этой области дискриминант 02 >− acb . При 02 =− acb , 

уравнение принадлежит параболическому типу, если же 02 <− acb , – эллип-

тическому типу. 

Уравнение:  










∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

x

z

x

z
zyxF

yx

z
,,,,

2

 

называется каноническим уравнением гиперболического типа. 

Уравнение:  










∂
∂

∂
∂=

∂
∂

x

z

x

z
zyxF

y

z
,,,,

2

2

 

называется каноническим уравнением параболического типа. 

Уравнение:  










∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

x

z

x

z
zyxF

y

z

x

z
,,,,

2

2

2

2

 
называется каноническим уравнением эллиптического типа. 

Дифференциальное уравнение:  

02
22 =⋅+⋅⋅−⋅ dxcdydxbdya  

называется уравнением характеристик уравнения (3.1). 

Для уравнения гиперболического типа уравнение характеристик имеет 
два интеграла: ( ) 1, Cyx =ϕ , ( ) 2, Cyx =ψ , т. е. существуют два семейства дей-

ствительных характеристик. С помощью замены переменных ( )yx,ϕξ = , 

( )yx,ψη =  дифференциальное уравнение (3.1) приводится к каноническому 

виду. 
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Для уравнения параболического типа оба семейства характеристик совпа-

дают, т. е. уравнение характеристик дает лишь один интеграл ( ) Cyx =,ϕ . В 

этом случае нужно произвести замену переменных ( )yx,ϕξ = , ( )yx,ψη = , где 

( )yx,ψ  – какая-нибудь функция, для которой  

0≠
∂
∂⋅

∂
∂−

∂
∂⋅

∂
∂

xyyx

ηξηξ
.

 
После такой замены уравнение приводится к каноническому виду. 

Для уравнения эллиптического типа интегралы уравнения характеристик 

имеют вид ( )±yx,ϕ ( ) 2,1, Cyxi =⋅ψ , где ( )yx,ϕ  и ( )yx,ψ  – действительные 

функции. С помощью подстановки ( )yx,ϕξ = , ( )yx,ψη =  уравнение (3.1) 

приводится к каноническому виду. 

Для решения примеров по данной теме полезно вспомнить формулы 

нахождения частных производных второго порядка от сложной функции по не-

зависимым переменным. Если задана сложная функция ( )ηξ ,uu = , ( )yx,ξξ = , 

( )yx,ηη = , то: 

x

u

x

u

x

u

∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ η

η
ξ

ξ
,             

y

u

y

u

y

u

∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ η

η
ξ

ξ
, 

 

2

22

2

22

2

22

2

2

2

2

2
x

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

x

u

∂
∂⋅

∂
∂+









∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂⋅

∂∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂+









∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ η

η
η

η
ξη

ξη
ξ

ξ
ξ

ξ
, 

 

2

22

2

22

2

22

2

2

2

2

2
y

u

y

u

yy

u

y

u

y

u

y

u

∂
∂⋅

∂
∂+









∂
∂⋅

∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂⋅

∂∂
∂+

∂
∂⋅

∂
∂+









∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ η

η
η

η
ηξ

ηξ
ξ

ξ
ξ

ξ
, 

 

=
∂∂

∂
yx

u2

+
∂
∂⋅

∂
∂⋅

∂
∂

yx

u ξξ
ξ 2

2

+
∂
∂⋅

∂
∂⋅

∂∂
∂

yx

u ηξ
ηξ

2

+
∂
∂⋅

∂
∂⋅

∂∂
∂

xy

u ηξ
ξη

2

+
∂
∂⋅

∂
∂⋅

∂
∂

yx

u ηη
η 2

2

yx

u

∂∂
∂⋅

∂
∂+ ξ
ξ

2

yx

u

∂∂
∂⋅

∂
∂+ η
η

2

 

или в краткой форме: 

 xxx uuu ηξ ηξ ′⋅′+′⋅′=′ , (3.2) 

 yyy uuu ηξ ηξ ′⋅′+′⋅′=′ , (3.3) 

 ( ) ( ) xxxxxxxxxx uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ ′′⋅′+′⋅′′+′′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ 22
2 , 

(3.4) 

 ( ) ( ) yyyyyyyyyy uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ ′′⋅′+′⋅′′+′⋅′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ 22
2 , (3.5) 

 xyxyyxxyyxyxxy uuuuuuu ηξηηηξηξξξ ηξηηξηξηξξ ′′⋅′+′′⋅′+′′⋅′′+′′⋅′′+′′⋅′′+′′⋅′′=′′ . (3.6) 
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Пример 3.1. Привести к каноническому виду уравнение 

105
22 =′+′′⋅−′′⋅ xyyxx uuyux .  

Решение.  10522 =′+′′⋅−′′⋅ xyyxx uuyux . 

Здесь 
2xa = , 0=b , 

2
yc −= , 0

222 >⋅=− yxacb ; следовательно, имеем 

уравнение гиперболического типа. 

Составляем уравнение характеристик: 

02222 =⋅−⋅ dxydyx ,   или   ( ) ( ) 0=−⋅+ ydxxdyydxxdy . 

Получаем два дифференциальных уравнения 

0=+ ydxxdy    и  0=− ydxxdy ; 

разделяя переменные и интегрируя, имеем 

1)  0=+
x

dx

y

dy
,    т.е.  ⇒=+ ∫∫ 1ln C

x

dx

y

dy
   

11 lnlnlnlnln CxyCxy =⇒=+ , 

2)  0=−
x

dx

y

dy
,     т.е.   ⇒=− ∫∫ 2ln C

x

dx

y

dy
  

22 lnlnlnlnln C
x

y
Cxy =⇒=− . 

После потенцирования находим 1Cyx =⋅  и 2C
x

y =  – уравнения двух се-

мейств характеристик.  

Введём новые переменные yx ⋅=ξ , 
x

y=η .  

Выразим частные производные по переменным yx,  через частные произ-
водные по новым переменным по формулам (3.1) – (3.6): 

=′⋅′+′⋅′=′ xxx uuu ηξ ηξ 2
2

,

,

x

y
uyu

x

y

x

y

yxy

x

x

⋅′−⋅′=
−=′⇒=

=′⇒=

ηξηη

ξξ
, 

xxu ′′ ( ) ( ) =′′⋅′+′⋅′′+′′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′= xxxxxxxx uuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ
22

2  

=
=′′−=′⇒=

=′′=′⇒=
=

32

2
,

0,

x

y

x

y

x

y

yxy

xxx

xxx

ηηη

ξξξ
 

( ) =






⋅′+






−⋅′′+⋅






−⋅′′+⋅′+⋅′′=
3

2

22

2 2
20

x

y
u

x

y
uy

x

y
uuyu ηηηξηξξξ
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34

2

2

2
2 22

x

y
u

x

y
u

x

y
uyu ⋅′+⋅′′+⋅′′−⋅′′= ηηηξηξξ ; 

( ) ( ) =′′⋅′+′⋅′′+′⋅′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ yyyyyyyyyy uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ
22

2
 

=
=′′=′⇒=

=′′=′⇒=
=

0,
1

0,

yyy

yyy

xx

y

xxy

ηηη

ξξξ

 

( ) =⋅′+






⋅′′+⋅⋅′′+⋅′+⋅′′= 0
11

20

2
2

ηηηξηξξξ u
x

ux
x

uuxu

 

2

2 1
2

x
uuxu ⋅′′+′′+⋅′′= ηηξηξξ . 

Подставив в исходное дифференциальное уравнение найденные для вторых 

производных выражения, получим:  

.105

1
222

2

2

22

34

2

2

2
22

=






 ⋅′−⋅′⋅+

+






 ⋅′′+′′+⋅′′⋅−







⋅′+⋅′′+⋅′′−⋅′′⋅

x

y
uyu

x
uuxuy

x

y
u

x

y
u

x

y
uyux

ηξ

ηηξηξξηηηξηξξ

 

Раскрываем скобки и приводим подобные слагаемые: 

( ) ( ) 0222
2

2
22

2

2
22 =⋅′′−⋅′′−⋅′′−⋅′+⋅′′+⋅′′−⋅′′

x

y
uyuxyu

x

y
u

x

y
uyuxyu ηηξηξξηηηξηξξ ; 

⇒=′⋅−′⋅+⋅′′−⋅′+⋅′′− 10
5

5222
2

22
ηξξηηξη u

x

y
uyyu

x

y
uyu  

10
5

524
2

2 =′⋅−′⋅+⋅′−⋅′′ ηξηξη u
x

y
uy

x

y
uyu , 

22 2

5

4

5

4

5

2

1

y
u

yx
u

y
u

xy
u +′⋅+′⋅−′⋅=′′ ηξηξη . 

Учитывая, что yx ⋅=ξ , 
x

y=η , имеем ξ=xy , ηξ ⋅=2
y , 

η
ξ=2x , тогда урав-

нение примет вид: 

ξηξξ
η

ξηξ ηξηξη
2

5

4

5

4

5

2

1 +′⋅+′⋅−′⋅=′′ uuuu . 

Ответ: 
ξηξξ

η
ξηξ ηξηξη

2

5

4

5

4

5

2

1 +′⋅+′⋅−′⋅=′′ uuuu  – канонический вид урав-

нения гиперболического типа. 
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Пример 3.2. Привести к каноническому виду уравнение 

0
4

)1(
)1(

2

=′′−+′′+′′⋅− yyxxxy u
y

uuy .  

Решение.  Здесь 1=a , 
2

1 y
b

−= , 

2

2

1







 −= y
c , тогда 

0
2

1

2

1
22

2 =






 −−






 −=− yy
acb ; 

следовательно, имеем уравнение параболического типа. 

Составляем уравнение характеристик: 

( ) ( ) 0
2

1

2

)1(
2

2
2

2 =






 −+−⋅− dx
y

dxdy
y

dy . 

Разделим на ( )2
dx , и, учитывая, что 

dx

dy
y =′ , получим: 

( ) ⇒=






 −+′−⋅−′ 0
2

1

2

)1(
2

2
2 y

y
y

y  

⇒=






 −−′⇒ 0
2

1
2

y
y

    
0

2

1 =−+′ y
y

;  

Разделяя переменные и интегрируя, 

CeyeyC
x

y

Cdx
y

dy
dx

y

dyy

dx

dy

x
C

x

⋅=−=−⇒+−=−⇒

⇒+−=
−

⇒−=
−

⇒
−−=

−+−

∫∫

2
ln

2 1,1ln
2

1ln

ln
2

1

12

1

12

1

 

имеем ( ) Cey x =⋅− 21 . 

Введём новые переменные по формулам ( ) 21 xey ⋅−=ξ , 1−= yη  (функ-

цию ),( yxη  выбрали произвольно так, чтобы она была линейно независима с 

),( yxξ ). 

Выразим частные производные xyyyxx uuu ′′′′′′ ,,  по переменным yx,  через 

частные производные по новым переменным ηξ ,  по формулам (3.3) – (3.6): 

( ) ( ) =′′⋅′+′⋅′′+′′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ xxxxxxxxxx uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ
22

2  

( ) ( ) ( )
( )

=
=′′=′⇒−=

⋅−=′′⋅−=′⇒⋅−=
=

0,01

1
4

1
,1

2

1
1 222

xxx

x
xx

x
x

x

y

eyeyey

ηηη

ξξξ
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( ) ( ) ( ) =⋅′+⋅′′+⋅−⋅⋅′′+⋅−⋅′+






 ⋅−⋅′′= 001
2

1
021

4

1
1

2

1 22

2

2
ηηηξηξξξ uueyueyueyu

xxx

( ) ( ) 2
2

4

1

4

1 xx e
y

ue
y

u ⋅−⋅′+⋅−⋅′′= ξξξ ; 

( ) ( ) =′′⋅′+′⋅′′+′⋅′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ yyyyyyyyyy uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ
22

2  

( )
( )

=
=′′=′⇒−=

=′′⋅=′⇒⋅−=
=

0,11

0,11 22

yyy

yy
x

y
x

y

eey

ηηη
ξξξ

 

( ) ( ) =⋅′+⋅′′+⋅⋅′′+⋅′+⋅′′= 01120
2222

ηηηξηξξξ uueuueu xx  

ηηξηξξ ueueu xx ′′+⋅′′+⋅′′= 22 ; 

=′′⋅′+′′⋅′+′⋅′⋅′′+′⋅′⋅′′+′⋅′⋅′′+′⋅′⋅′′=′′ xyxyyxxyyxyxxy uuuuuuu ηξηηηξηξξξ ηξηηξηξηξξ  

( ) ( ) ( )

( )
=

=′′=′′=′=′′=′⇒−=

=′′=′′=′

⋅−=′′⋅−=′⇒⋅−=

=

0,0,1,0,01

;
2

,0,

,
4

1
,

2

1
1

2
2

222

xyyyyxxx

x

xyyy
x

y

x
xx

x
x

x

y

e
e

e
y

e
y

ey

ηηηηηη

ξξξ

ξξξ

 

( ) ( )

=⋅′+⋅⋅′+⋅⋅′′+⋅⋅′′+

+⋅⋅−⋅′′+⋅⋅−⋅′′=

0
2

1
100

1
2

1

2

1

22

222

ηξηηξη

ξηξξ

ueuueu

e
y

uee
y

u

xx

xxx

 

( ) ( )
22

1

2

1 2
2

x
xx e

ue
y

ue
y

u ⋅′+⋅−⋅′′+⋅−⋅′′= ξξηξξ . 

Таким образом, 

( ) ( ) 2
2

4

1

4

1 xx
xx e

y
ue

y
uu ⋅−⋅′+⋅−⋅′′=′′ ξξξ , 

ηηξηξξ ueueuu xx
yy

′′+⋅′′+⋅′′=′′ 22 , 

( ) ( )
22

1

2

1 2
2

x
xx

xy

e
ue

y
ue

y
uu ⋅′+⋅−⋅′′+⋅−⋅′′=′′ ξξηξξ . 

Подставив в исходное дифференциальное уравнение найденные для вторых 

частных производных выражения, получим: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) .02
4

)1(

4

1

4

1

22

1

2

1
)1(

2
2

2
2

2
2

=′′+⋅′′+⋅′′⋅−+⋅−⋅′+⋅−⋅′′+

+







⋅′+⋅−⋅′′+⋅−⋅′′⋅−

ηηξηξξξξξ

ξξηξξ

ueueu
y

e
y

ue
y

u

e
ue

y
ue

y
uy

xxxx

x
xx

 

Раскроем скобки и приведём подобные слагаемые: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
.0

4

)1(

2

)1(

4

)1(

4

1

4

1

2

1

2

1

2

1

2
2

22
2

22
2

22

=−⋅′′+⋅−⋅′′+⋅−⋅′′+⋅−⋅′+

+⋅−⋅′′+−⋅′−⋅−⋅′′−⋅−⋅′′−

y
ue

y
ue

y
ue

y
u

e
y

u
ey

ue
y

ue
y

u

xxx

x
x

xx

ηηξηξξξ

ξξξξηξξ

 

После сокращения подчёркнутых слагаемых получаем:  

( ) ( )
0

4

)1(

4

1

2

1 2
2

2

=−⋅′′+⋅−⋅′+−⋅′− y
ue

y
u

ey
u x

x

ηηξξ , 

( ) 22 1)1( xeyuyu −⋅′=−⋅′′ ξηη    или     ( ) =−⋅
∂
∂ 2

2

2

1y
u

η
( ) 21 xey

u ⋅−⋅
∂
∂
ξ

. 

Учитывая, что ( ) 21 xey ⋅−=ξ , 1−= yη , получаем:  

ξ
ξ

η
η

∂
∂⋅=

∂
∂⋅ uu

2

2
2

, 

т. е. уравнение приведено к каноническому виду. 

Ответ: ξηη ξη uu ′⋅=′′⋅2  – канонический вид уравнения параболического ти-

па. 

 

Пример 3.3. Привести к каноническому виду уравнение 

( )2
27422 xyuuuuuu yxyyxyxx +=−′−′+′′⋅+′′⋅−′′ .  

Решение. ( )2
27422 xyuuuuuu yxyyxyxx +=−′−′+′′⋅+′′⋅−′′ . 

Здесь 1=a , 1−=b , 2=c , 012 <−=− acb , следовательно, имеем уравне-

ние эллиптического типа. 

Составляем уравнение характеристик: 

( ) ( ) 022
22 =⋅+⋅+ dxdxdydy , 

разделим на ( )2
dx и, учитывая, что 

dx

dy
y =′  получаем:                  

( ) 022
2 =+′⋅+′ yy , 

Введём замену yt ′= и получим квадратное уравнение: 

0222 =++ tt . 
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Дискриминант:  ( )2
24244 iD =−=⋅−= . 

Корни квадратного уравнения  i
i

t ±−=±−= 1
2

22
2,1 . 

Отсюда  

iy +−=′ 1  или  iy −−=′ 1 . 

Интегрируем: 

1)  ( ) ( ) 11 11 CxiCdxiy ++−=++−= ∫  1Cixxy =+−=⇒ , 

2)  ( ) ( ) 22 11 CxiCdxiy +−−=+−−= ∫      2Cixxy =−−=⇒ , 

и получаем два семейства мнимых характеристик 

( ) 1Cixxy =−+     и   ( ) 2Cixxy =++ . 

Введём новые переменные по формулам xy +=ξ , x=η  (соответствен-

но вещественная и мнимая части характеристик).  

Выразим частные производные xu′ , yu′ , xyyyxx uuu ′′′′′′ ,,  по переменным yx,  

через частные производные по новым переменным ηξ ,  по формулам (3.1) – 

(3.6): 

xxx uuu ηξ ηξ ′⋅′+′⋅′=′  =
=′⇒=
=′⇒+=

=
1

,1

x

x

x

xy

ηη
ξξ

ηξηξ uuuu ′+′=⋅′+⋅′ 11 ; 

yyy uuu ηξ ηξ ′⋅′+′⋅′=′ =
=′⇒=

=′⇒+=
=

0

,1

y

y

x

xy

ηη
ξξ

ξηξ uuu ′=⋅′+⋅′ 01 ; 

( ) ( ) =′′⋅′+′⋅′′+′′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ xxxxxxxxxx uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ
22

2  

=
=′′=′⇒=

=′′=′⇒+=
=

0,1

0,1

xxx

xxx

x

xy

ηηη
ξξξ

 

ηηξηξξηηηξηξξξ uuuuuuuu ′′+′′+′′=⋅′+⋅′′+⋅⋅′′+⋅′+⋅′′= 20111201 22 ; 

( ) ( ) =′′⋅′+′⋅′′+′⋅′⋅′′+′′⋅′+′⋅′′=′′ yyyyyyyyyy uuuuuu ηηξηξξ ηηηξηξξξ
22

2  

=
=′′=′⇒=

=′′=′⇒+=
=

0,0

0,1

yyy

yyy

x

xy

ηηη
ξξξ

 

ξξηηηξηξξξ uuuuuu ′′=⋅′+⋅′′+⋅⋅′′+⋅′+⋅′′= 00102012 ; 

=′′⋅′+′′⋅′+′⋅′⋅′′+′⋅′⋅′′+′⋅′⋅′′+′⋅′⋅′′=′′ xyxyyxxyyxyxxy uuuuuuu ηξηηηξηξξξ ηξηηξηξηξξ  

=
=′′=′′=′=′′=′⇒=

=′′=′′=′=′′=′⇒+=
=

0,0,0,0,1

0,0,1,0,1

xyyyyxxx

xyyyyxxx

x

xy

ηηηηηη
ξξξξξξ

 



26 

 

ξηξξηξηηξηξηξξ uuuuuuuu ′′+′′=⋅′+⋅′+⋅⋅′′+⋅⋅′′+⋅⋅′′+⋅⋅′′= 0001110111 . 

Таким образом,  

ηξ uuux ′+′=′ ,    ξuu y ′=′ , 

ηηξηξξ uuuuxx
′′+′′+′′=′′ 2 , 

ξξuu yy
′′=′′ , 

ξηξξ uuuxy
′′+′′=′′ ,   ξ=+ yx . 

Подставив в исходное дифференциальное уравнение найденные для вто-

рых частных производных выражения, получим: 
2274222 )()( ξξηξξξξηξξηηξηξξ =−′+′+′+′′⋅+′′+′′⋅−′′+′′+′′ uuuuuuuuuu .  

Раскрываем скобки и сокращаем подчеркнутые слагаемые:  
2

27442222 ξξηξξξξηξξηηξηξξ =−′+′+′+′′⋅+′′⋅−′′⋅−′′+′′+′′ uuuuuuuuuu ,  

Получаем: 

22411 ξηξηηξξ =−′+′+′′+′′ uuuuu . 

Ответ: 
22411 ξηξηηξξ ++′−′−=′′+′′ uuuuu  – канонический вид уравнения эл-

липтического типа. 

 

 

Глава 4. ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  

    ФИЗИКИ 

 

4.1. Вывод уравнения колебаний струны 

 

В математической физике под струной понимают гибкую, упругую нить. 

Задача заключается в определении формы струны в любой момент времени и в 

определении закона движения каждой точки струны в зависимости от времени. 

Будем рассматривать малые отклонения точек струны от начального положе-

ния. Натяжения, возникающие в струне в любой момент времени, направлены 

по касательной к ее профилю. Пусть струна длиной l  в начальный момент 
времени расположена вдоль оси x . Предположим, что концы струны закрепле-

ны в точках 0x =  и l=x . Если струну отклонить от ее первоначального поло-

жения, а потом предоставить самой себе или, не отклоняя, придать ее точкам 

некоторую скорость, или то и другое совместно, то точки струны будут совер-

шать колебательное движение. В силу этого можно предполагать, что движение 

струны происходит перпендикулярно оси Ox  (рис. 1) и в одной плоскости. При 

этом предположении процесс колебания струны описывается одной функцией 
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( )txu , , которая даёт величину перемещения точки струны с абсциссой x  в мо-

мент времени t . 

 

 
 

Так как мы рассматриваем малые отклонения струны в плоскости xOu , 

то будем предполагать, что длина элемента струны 21MM  равняется её проек-

ции на ось Ox , т. е. 1221 xxMM −= . Также будем предполагать, что натяжение 

во всех точках струны одинаковое; обозначим его через T . 

Рассмотрим элемент струны MM ′(рис. 2). На концах этого элемента по 

касательной к струне действуют силы T .  

 

 
Пусть касательные образуют с осью Ox  углы ϕ  и ϕϕ ∆+ . Тогда проек-

ция на ось Ou  сил, действующих на элемент MM ′ , будет равна 

( ) ϕϕϕ sinsin TT −∆+ . Так как угол ϕ  мал, то можно положить ϕϕ sintg ≈ , и 

мы будем иметь ( ) ϕϕϕ sinsin TT −∆+ ≈  

≈ ( ) ( ) ( ) =






∂
∂−

∂
∆+∂=−∆+

x

txu

x

txxu
TTT

,,
tgtg ϕϕϕ  

О 

U(x,t) 

M  M ′

x  x′  x  l  

U(x,t) 

T 

T 

ϕ

ϕ

Рисунок 2 

О 

U 

M 
M1 

M2 

x  
1

x  2
x  x  l  

U(x,t) 

Рисунок 1 

F 
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( ) ( )
x

x

txu
Tx

x

txxu
T ∆⋅

∂
∂≈∆⋅

∂
∆⋅+∂=

2

2

2

2 ,,θ
, 10 << θ , 

(здесь мы применили формулу конечных приращений Лагранжа к выражению, 

стоящему в квадратных скобках). 

Чтобы получить уравнение движения, нужно внешние силы, приложен-

ные к элементу, приравнять силе инерции. Пусть ρ  – линейная плотность 

струны. Тогда масса элемента струны будет x∆⋅ρ . Ускорение элемента равно 

2

2

t

u

∂
∂

. Следовательно, по принципу Даламбера будем иметь: 

x
x

u
T

t

u
x ∆⋅

∂
∂⋅=

∂
∂⋅∆⋅

2

2

2

2

ρ . 

Сокращая на x∆  и обозначая 
2a

T =
ρ

, получаем уравнение движения: 

 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂⋅=

∂
∂

.  

Это и есть волновое уравнение – уравнение колебаний струны. Для пол-

ного определения движения струны одного полученного уравнения недоста-

точно. Искомая функция ),( txu  должна удовлетворять еще граничным услови-

ям, указывающим, что делается на концах струны ( 0=x  и lx = ), и начальным 

условиям, описывающим состояние струны в начальный момент )0( =t . Сово-

купность граничных и начальных условий называется краевыми условиями. 

 

4.2. Решение уравнения колебаний струны 

      методом разделения переменных 

 

Метод разделения переменных (или метод Фурье), который мы рассмот-

рим, является типичным для решения многих задач математической физики.  

Пусть требуется найти решение уравнения: 

 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂⋅=

∂
∂

, (4.1) 

удовлетворяющее краевым условиям: 

 ( ) 0,0 =tu , (4.2) 

 ( ) 0, =tlu , (4.3) 

 ( ) ( )xxu ϕ=0, , (4.4) 

 ( )x
t

u

t

ψ=
∂
∂

=0

. (4.5) 

Будем искать (не равное тождественно нулю) частное решение уравнения 

(4.1), удовлетворяющее граничным условиям (4.2) и (4.3), в виде произведения 
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двух функций ( )xX  и ( )tT , из которых первая зависит только от x , а вторая 

только от t : 

 ( ) ( ) ( )tTxXtxu ⋅=, . (4.6) 

Подставляя в уравнение (4.1) получаем:  

( ) ( ) ( ) ( )tTxXatTxX ⋅′′=′′⋅ 2
, 

разделив члены равенства на TXa ⋅2
, запишем: 

 2

2 X

X

Ta

T ′′
=

′′
.                      (4.7) 

В левой части этого равенства стоит функция, которая не зависит от x , а в 

правой – функция, не зависящая от t . Равенство (4.7) возможно только в том 

случае, когда левая и правая части не зависят ни от x , ни от t , т.е. равны посто-

янному числу. Обозначим его через λ− , где 0>λ  (позднее будет рассмотрен 

случай когда 0<λ ). Итак: 

λ−=
′′

=
′′

X

X

Ta

T
2

. 

Из этих равенств получаем два уравнения: 

 0=⋅+′′ XX λ , (4.8) 

 02 =⋅+′′ TaT λ . (4.9) 

Общие решения этих уравнений будут иметь вид: 

 ( ) ( ) ( )xBxAxX ⋅⋅+⋅⋅= λλ sincos , (4.10) 

 ( ) ( ) ( )taDtaCtT ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅= λλ sincos . (4.11) 

где A , B , C  и D  – произвольные постоянные. 

Подставляя выражения ( )xX  и ( )tT  в (4.6), получим:  

( ) ( )( )xBxAtxu ⋅⋅+⋅⋅= λλ sincos),( ( ) ( )( )taDtaC ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ λλ sincos . 

Подберём теперь постоянные A  и B  так, чтобы выполнялись условия (4.2) и 

(4.3). Так как ( ) 0≠tT  (в противном случае будет ( ) 0, ≡txu , что противоречит 

поставленному условию), то функция ( )xX  должна удовлетворять условиям 

(4.2) и (4.3), т. е. должно быть ( ) 00 =X  и ( ) 0=lX . Подставляя значения 0=x  

и lx =  в равенство (4.10), на основании (4.2) и (4.3) получаем: 

010 ⋅+⋅= BA ,   ( ) ( )lBlA ⋅⋅+⋅⋅= λλ sincos0 . 

Из первого уравнения находим 0=A . Из второго уравнения следует:  

( ) 0sin =⋅⋅ lB λ . 

0≠B , так как в противном случае было бы 0≡X  и 0≡u , что противоречит 

условию. Следовательно, должно быть: 

( ) 0sin =⋅ lλ , 

Откуда: 
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l

n πλ ⋅=   ( ),...3,2,1=n , (4.12) 

Итак, мы получили: 

 







 ⋅⋅⋅= x
l

n
BX

π
sin , (4.13) 

Найденные значения λ  называются собственными значениями для дан-

ной краевой задачи. Соответствующие им функции ( )xX  называются соб-

ственными функциями. 

Замечание. Если бы мы взяли в место λ−  выражение 
2k=λ , то уравне-

ние (4.8) приняло бы вид: 

02 =⋅−′′ XkX . 

Общее решение этого уравнения: 

( ) xkxk
eBeAxX

⋅−⋅ ⋅+⋅= . 

Отличное от нуля решение в такой форме не может удовлетворять гра-

ничным условиям (4.2) и (4.3). 

Зная λ , мы, пользуясь равенством (4.11), можем записать 

 ( ) 






⋅+






⋅= t
l

an
Dt

l

an
CtT

ππ
sincos  ( ),...3,2,1=n . (4.14) 

Для каждого значения n , следовательно, для каждого λ , выражения 

(4.13) и (4.14) подставляем в равенство (4.6) и получаем решение уравнения 

(4.1), удовлетворяющее граничным условиям (4.2) и (4.3). Это решение обозна-

чим ( )txun , : 

 ( ) 














⋅+






⋅⋅






= t
l

an
Dt

l

an
Cx

l

n
txu nnn

πππ
sincossin, . (4.15) 

Для каждого значения n  мы можем брать свои постоянные C  и D  

и потому пишем nC  и nD  (постоянная B  включена в nC  и nD ). Так как уравне-

ние (4.1) линейное и однородное, то сумма решений также является решением, 

и значит функция, представленная рядом: 

( ) ( )∑
∞

=
=

1

,,
n

n txutxu , 

или 

 ( ) 






















⋅+






⋅= ∑
∞

=
x

l

n
t

l

an
Dt

l

an
Ctxu

n
nn

πππ
sinsincos,

1

, (4.16) 

также будет решением дифференциального уравнения (4.1), которое будет удо-

влетворять граничным условиям (4.2) и (4.3). Очевидно, что ряд (4.16) будет 
решением уравнения (4.1) только в том случае, если коэффициенты nC  и nD  

таковы, что этот ряд сходится, и сходятся ряды, получающиеся после двукрат-

ного почленного дифференцирования по x  и по t . 
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Решение (4.16) должно еще удовлетворять начальным условиям (4.4) и 

(4.5). Этого мы будем добиваться путём подбора постоянных nC  и nD . Под-

ставляя в равенство (4.16) значение 0=t , получим 

 ( ) ∑
∞

=







⋅=
1

sin
n

n x
l

n
Cx

πϕ . (4.17) 

Если функция ( )xϕ  такова, что в интервале ( )l,0  её можно разложить 

в ряд Фурье, то условие (4.17) будет выполняться, если положить 

 

( ) dxx
l

n
x

l
C

l

n 






⋅⋅= ∫
πϕ sin

2

0

. (4.18) 

Далее, дифференцируем члены равенства (4.16) по t  и подставляем 0=t . 

Из условия (4.5) получается равенство: 

( ) ∑
∞

=







⋅⋅=
1

sin
n

n x
l

n

l

an
Dx

ππψ . 

Определяем коэффициенты Фурье этого ряда: 

 

( ) dxx
l

n
x

ll

an
D

l

n 






⋅⋅=⋅ ∫
πψπ

sin
2

0

, 

или 

 

( ) dxx
l

n
x

an
D

l

n 






⋅⋅= ∫
πψ

π
sin

2

0

. (4.19) 

Итак, мы доказали, что ряд (4.16), где коэффициенты nC  и nD  определе-

ны по формулам (4.18) и (4.19), допускает двукратное почленное дифференци-

рование, представляет функцию ( )txu , , которая является решением уравнения 

(4.1) и удовлетворяет граничным и начальным условиям (4.2) – (4.5). 

 

Пример 4.1. Решить первую смешанную задачу для волнового уравнения 

на отрезке (задача о колебаниях ограниченной струны) методом Фурье 

2

2

2

2

x

u

t

u

∂
∂=

∂
∂

 или   xxtt uu ′′=′′                                            (1) 

начальные  условия 

 )1(),(
0

xxtxu
t

−== ,   0

0

=
∂
∂

=t
t

u
 ,                      (2) 

краевые  условия 

0),(
0

==x
txu ,    0),(

1
==x

txu                   (3) 
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Решение. Применим метод Фурье, т.е. решение ( )txuu ;=  будем искать в 

виде: 

( ) )()(; tTxXtxu =          (4) 

где ( )xX  – функция только от переменной х; ( )tT  – функция только от  t. 

Тогда уравнение (1) примет вид: 
)()()()( tTxXtTxX ⋅′′=′′⋅ . 

Приведем уравнение к следующему виду: 

)(

)(

)(

)(

xX

xX

tT

tT ′′
=

′′
 

Левая часть данного равенства зависит только от переменной t, а правая 

только от переменной х, а равенство верно tx ∀∀ , , что возможно лишь тогда, 

когда обе части не зависят ни от x, ни от t, т.е. равны константе: 

constc
xX

xX

tT

tT ==
′′

=
′′

)(

)(

)(

)(
 

Из получившего равенства имеем два уравнения: 

0)()( =−′′ tcTtT       (5) 

0)()( =−′′ xcXxX       (6) 

Эти уравнения являются линейными однородными дифференциальными 

уравнениями 2-го порядка с постоянными коэффициентами (ЛОДУ).  

Решим ЛОДУ (6) 

0)()( =−′′ xcXxX . 

Из краевых условий (3) следует 







=⋅=

=⋅=

=

=

.0)()1(),(

,0)()0(),(

1

0

tTXtxu

tTXtxu

x

x
 

Поскольку мы ищем нетривиальное решение:  0),( ≠txu , то  

( )



=
=

.01

,0)0(

X

X
                                (7) 

Характеристическое уравнение ЛОДУ (6) имеет вид: 

02 =− ck ,  

следовательно,  ck =2
. 

Рассмотрим три случая: 2λ=c , 0=c , 2λ−=c  (т.е. когда 0>c , 0=c , 0<c ). 

 

1) Если 2λ=c , то корни характеристического уравнения λ±=2,1k , R∈λ .  

Следовательно, общее решение   ЛОДУ (6) имеет вид: 
xx eСeСxX λλ

21)( += −
. 

Из условий (7)  следует:  
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





=+

=+
−

−

,0

,0

21

0
2

0
1

λλ eСeС

eСeС
 ⇒  





=+

=+
−

,0

,0

21

21

λλ eСeС

СС
 

Определитель системы 0
11

≠−==∆ −
−

λλ
λλ ee

ee
 ⇒ по правилу Крамера 

система имеет единственное решение: 01 =С , 02 =С  (однородная система все-

гда имеет тривиальное: нулевое решение) ⇒ 0)( =xX . 

 

2) Если 0=c ⇒  корни характеристического уравнения действительны 

и равны 021 == kk  ⇒  общее решение   xССxX 21)( += . 

Из условий (7)  следует:   





=+
=⋅+
,0

,00

21

21

СС

СС
   ⇒  





=
=

,0

,0

2

1

С

С
    ⇒ 

имеем тривиальное решение 0)( =xX . 

 

3) Если 2λ−=c    ⇒   корни характеристического уравнения ком-

плексные  ik λ±=2,1   ⇒   общее решение   xСxСX(x) λλ sincos 21 ⋅+⋅=  

Из условий (7)  следует:   





=⋅+⋅
=⋅+⋅

,0sincos

,00sin0cos

21

21

λλ СС

СС
  ⇒ 





=⋅+⋅
=⋅+⋅

,0sincos

,001

21

21

λλ СС

СС
   ⇒      





=⋅
=

.0sin

,0

2

1

λС

С
 

Т.к. 01 =С , то xСX(x) λsin2 ⋅=  и ищем нетривиальное решение, то 02 ≠С . 

Следовательно,  

0sin =λ    ⇒   nπλ = ,   где ,...2,1 ±±=n  ( 0≠n , т.к. 0≠λ ). 

Таким образом,  имеем собственные  числа 

nn πλ =  ( ),...2,1 ±±=n . 

Каждая функция:  

( ) ( )xnAxX nn πsin=   ( ),...3,2,1=n  

где nA = const (к ней отнесём знак) является решением уравнения (6). 

Решим ЛОДУ (5):   

( ) ( ) 0=⋅−′′ tTctT . 

Т.к. мы ищем нетривиальное решение, то:   
2222 πλ nс −=−= , 

тогда уравнение (5) примет вид: 

( ) ⋅+′′ 22πntT ( ) 0=tT . 
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Характеристическое уравнение:  

0222 =+ πnk  

имеет мнимые корни  ink ⋅±= π2,1 .  

Поэтому общее решение ЛОДУ (5) примет вид: 

( ) ( )tnDtnBtT nnn ππ sincos)( += ,  ,...3,2,1=n  

где nB , nD , – произвольные постоянные. 

Тогда:  

( ) == )()(; tTxXtxu nnn  

( ) ( )( ) ( ) =⋅+= xnAtnDtnB nnn πππ sinsincos  

( ) ( )( ) ( )xntnbtna nn πππ sinsincos ⋅+= , 

где nnn ABa = , nnn ADb = . 

Каждая функция ( )txun ; является решением уравнения (1) и называется 

собственной функцией этого уравнения, а колебания, определяемые его, назы-

ваются собственными колебаниями. 

Составим ряд из функции ( )txun ; , функция: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tnbtnaxntxutxu nn
nn

n πππ sincossin;;
11

+⋅== ∑∑
∞

=

∞

=
, 

является решением ДУ (1), причем удовлетворяет краевым условиям (3). 

Коэффициент ряда na , nb  выберем так, чтобы сумма – функция ( )txu ;  удо-

влетворяла начальным условиям (2). 

( ) ( ) ( )( )∑
∞

=
+−⋅=

∂
∂

1

cossinsin
n

nn tnbtnanxn
t

u ππππ . 

( ) ( )

( )












=⋅=
∂
∂

−==

∑

∑

∞
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∞

=
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.0sin

),1(sin;
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1
0

n
n

t

n
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xnbn
t

u

xxxnatxu

ππ

π

 

Следовательно, записано разложения функций в ряд Фурье по синусам на 

промежутке [ ]1,0 .  

Коэффициенты ряда Фурье определяются формулами: 

=−=−= ∫ ∫ dxnxxxdxnxxxan )(sin)(2)sin()1(
1

2
1

0

1

0

2 ππ  
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( )

( ) ( ) =−⋅+⋅−−=
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∫

∫

dxxnx
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vdxnxdv

dxduxu

dxxnx
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π
π )sin(
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










+⋅−= ∫ dxnx
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nx
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)sin(
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4
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)1()cos(

0)sin()cos(2)sin(2
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=
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





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


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ππ

π
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π
π

ππ
π
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( )∫ =⋅
⋅

=
1

0

0sin0
1

2
dxnx

n
bn π

π . 

Таким образом, общее решение ДУ (1), удовлетворяющее начальным 

условиям (2)  и граничным условиям (3) имеет вид:  

( ) ( ) ( )∑
∞

=

=⋅⋅−−⋅=
1

33
cossin)1(1

14
),(

n

n
ntnx

n
txu ππ

π

 






 +⋅+⋅+⋅= ...5cos5sin
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1
3cos3sin
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1
cossin

8
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txtxtx ππππππ
π  

Ответ:   ( ) ( ) ( )∑
∞

=
⋅⋅−−⋅=

1
33

cossin)1(1
14

),(
n

n ntnx
n

txu ππ
π . 

Пример 4.2. Струна, закрепленная на концах 0=x  и lx = , имеет в 

начальный момент форму параболы ( )xlx
l

h
u −⋅







=
2

4
. Определить смещение 

точек струны от оси абсцисс, если начальные скорости отсутствуют. 

Решение. Иными словами, требуется решить дифференциальное уравне-

ние 
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2

2
2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂⋅=

∂
∂

 

удовлетворяющее граничным и начальным условиям: 

( ) ( ) 0,,0 == tlutu , 

( ) ( ) ( )xxlx
l

h
xu ϕ=−⋅







=
2

4
0, , 

( )x
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u
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ψ==
∂
∂

= 0|
0

. 

Решение будем искать в виде ряда по формуле (4.16) 
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
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
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Находим коэффициенты по формулам (4.18) и (4.19): 
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
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Для нахождения коэффициентов nС  дважды интегрируем по частям: 
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0
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π
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Подставляя выражения для nС  и nD  в (4.16), получим 
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Но если kn 2= , то ( ) 011 =−− n
, а если 12 += kn , то ( ) 211 =−− n

. 

Поэтому окончательно имеем 
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Ответ: ( )
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4.3. Продольные колебания стержня. Метод Даламбера 

 

Рассмотрим однородный стержень длины l, при этом поперечные разме-

ры стержня будут невелики по сравнению с его длиной. Для изгибания стерж-

ня необходимо приложить усилие. Ограничимся исследованием только таких 

усилий, при которых поперечные колебания перемещаясь вдоль оси стержня 

остаются плоскими и параллельными друг другу.  

Если стержень несколько растянуть или сжать вдоль продольной оси, 

а затем предоставить самому себе, то в нем возникнут продольные колеба-

ния. Направим ось OX вдоль оси стержня и будем считать, что в состоянии 

покоя концы стержня находятся в точках 0x =  и lx = . Пусть −x  абсцисса 

некоторого сечения стержня, когда последний находится в покое.   

 

 

 
 

Обозначим через ( )t,xu  смещение этого сечения в момент времени t  ; 

тогда смещенное сечение с абсциссой dxx +  будет равно dx
x

u
u

∂
∂+ . А относи-

тельное удлинение стержня в сечении с абсциссой x выражается производной 

( )
.

x

t,xu

∂
∂

 Считая, что стержень  совершает малые колебания, можно вычислить   

в этом сечении натяжения T. Действительно, применяя закон Гука, найдём, что 

,
x

u
EST

∂
∂=  где E - модуль упругости материала стержня, а −S площадь попе-

речного сечения. На элемент стержня, заключенный между сечениями с абс-

циссами x  и dxx +  действуют силы натяжения
x

T и 
dxx

T + , направленные вдоль 

0 P  P  l  

X O 

dx
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оси OX; их результирующая 
2

2

xdxxxdxx
x

u
ES

x

u
ES

x

u
ESTT

∂
∂≈

∂
∂−

∂
∂=− ++ также 

направлена вдоль оси OX.  С другой  стороны, ускорение элемента равно .
t

u
2

2

∂
∂

 

Согласно второму закону Ньютона ,
x

u
ES

t

u
Sdx

2

2

2

2

∂
∂=

∂
∂ρ где −ρ объемная плос-

кость стержня. Положив 
ρ
E

a = , получим дифференциальное уравнение про-

дольных колебаний стержня .
x

u
a

t

x
2

2

2

2

2

∂
∂=

∂
∂

Форма этого уравнения показывает, 

что продольные колебания стержня носят волновой характер, причём скорость 

распространения продольных волн равна .
E

ρ
 

 

Метод Даламбера  

Рассматривая свободные колебания струны, мы должны решить одно-

родное уравнение: 
2

2

2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂

 

при начальных условиях:  

( ),xfu
0t
==   ( ),xF

t

u
0t
=

∂
∂

=  

где функция ( )xf и ( )xF заданы на всей числовой оси. Такая задача называется 

задачей с начальными условиями или задачей Коши. Эту задачу можно ре-

шить методом бегущих волн. Общее решение уравнения имеет вид:  

( ) ( ) ( ),atxatxt,xu ++−= ψϕ  

где ϕ  и ψ предполагаются дважды дифференцируемыми. 

Подобрав функции ϕ  и ψ так, чтобы функция ( )t,xuu = удовлетворяла 

начальным условиям, приходим к решению исходного дифференциального 

уравнения: 

( ) ( ) ( )∫
+

−

+++−=
atx

atx

.dzzF
a2

1

2

atxfatxf
u  

Пример 

 Найти решение уравнения: ,
x

u

t

u
2

2

2

2

∂
∂=

∂
∂

 если ,xu
0t
== .0

t

u
0t
=

∂
∂

=  

 

Решение. Так как ,1a =  а ( ) ,0xF = то 
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( ) ( )
,

2

atxfatxf
u

++−=  где ,
2

txtx
u

++−=  или окончательно .xu =  

Ответ: .xu =  

 

Глава 5.  ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  

        ФИЗИКИ 

 

5.1. Вывод уравнения распространения тепла в стержне 
 

Рассмотрим однородный стержень длины l . Будем предполагать, что бо-

ковая поверхность стержня теплонепроницаема и что во всех точках попереч-

ного сечения стержня температура одинакова. Изучим процесс распростране-

ния тепла в стержне. 

 
Расположим ось Ox  так, что один конец стержня будет совпадать с точкой 

0=x , а другой – с точкой lx = . Пусть ( )txu ,  – температура в сечении стержня 

с абсциссой x  в момент t . Опытным путем установлено, что скорость распро-

странения тепла, т. е. количество тепла, протекающего через сечение с абсцис-

сой x  за единицу времени, определяется формулой: 

                                           S
x

u
kq ⋅

∂
∂⋅−= ,                                       (5.1) 

где S – площадь сечения рассматриваемого стержня, k – коэффициент тепло-

проводности. 

Рассмотрим элемент стержня, заключенный между сечениями с абсцис-

сами 1x  и 2x  ( xxx ∆=− 12 ). Учитывая, что скорость распространения тепла 

определяется по формуле:  

t

Q
q

t ∆
∆=

→∆ 0
lim , 

количество тепла прошедшего через сечение с абсциссой 1x  за время t∆ , будет 
равно:  

                                         
( )

tS
x

txu
kQ ∆⋅⋅

∂
∂⋅−=∆ ,1

1 ,                           (5.2) 

то же самое для сечения с абсциссой 2x : 

                                              
( )

tS
x

txu
kQ ∆⋅⋅

∂
∂⋅−=∆ ,2

2 .                              (5.3) 

Приток тепла 21 QQ ∆−∆  в элемент стержня за время t∆  будет равняться: 

0 1x  2x  l  
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21 QQ ∆−∆ ( ) ( ) ≈




 ∆⋅⋅
∂

∂⋅−−




 ∆⋅⋅
∂

∂⋅−= tS
x

txu
ktS

x

txu
k

,, 21  

                                             tSx
x

u
k ∆⋅⋅∆⋅

∂
∂⋅≈

2

2

                                   (5.4) 

(мы применили теорему Лагранжа к разности 
( ) ( )

x

txu

x

txu

∂
∂−

∂
∂ ,,

 12 ). 

Этот приток тепла за время t∆  расходовался на повышение температуры 

элемента стержня на величину u∆ : 

uSxcQQ ∆⋅⋅∆⋅⋅=∆−∆ ρ21 , 

или 

                            t
t

u
SxcQQ ∆⋅

∂
∂⋅⋅∆⋅⋅≈∆−∆ ρ21 ,                             (5.5) 

где c  – теплоемкость вещества стержня, ρ  – плотность вещества стержня 

( Sx ⋅∆⋅ρ  – масса элемента стержня). 

Приравнивая выражения (5.4) и (5.5) одного и того же количества тепла  

21 QQ ∆−∆ , получим: 

=∆⋅⋅∆⋅
∂
∂⋅ tSx
x

u
k

2

2

t
t

u
Sxc ∆⋅

∂
∂⋅⋅∆⋅⋅ ρ , 

или 

2

2

x

u

c

k

t

u

∂
∂

⋅
=

∂
∂

ρ
. 

Обозначая 
2

a
c

k =
ρ

, окончательно получаем: 

                                              
2

2
2

x

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂

.                                            (5.6) 

Это и есть уравнение распространения тепла (уравнение теплопроводно-

сти) в однородном стержне. 

Чтобы решение уравнения (5.6) было вполне определенно, функция ( )txu ,  

должна удовлетворять краевым условиям, соответствующим физическим усло-

виям задачи. Краевые условия для решения уравнения (5.6) могут быть различ-

ные. Условия, которые соответствуют так называемой первой краевой задаче 

для Tt ≤≤0 , следующие: 

                                      ( ) ( )xxu ϕ=0, ,                                                 (5.7) 

                                       ( ) ( )ttu 1,0 ψ= ,                                                 (5.8) 

                                       ( ) ( )ttlu 2, ψ= .                                                 (5.9) 

Физически условие (5.7) (начальное условие) соответствует тому, что при 

0=t  в различных сечениях стержня задана температура, равная ( )xϕ . Условия 



41 

 

(5.8) и (5.9) (граничные условия) соответствуют тому, что на концах стержня 

при 0=x  и при lx =  поддерживается температура, равная ( )t1ψ  и ( )t2ψ  соот-

ветственно. 

 

5.2. Распространение тепла в ограниченном стержне 
 

Если стержень совпадает с осью Ox , то математическая задача формули-

руется следующим образом. Найти решение уравнения  

                                           xxt uau ′′⋅=′ 2
                                                 (5.6)  

в области lx <<0 , 0>t , удовлетворяющее начальному условию 

                                          )()0,( xxu ϕ=                                               (5.7) 

и краевым условиям  

                                       0),(),0( == tlutu .                                         (5.9) 

Будем искать (не равное тождественно нулю) частное решение уравнения 

(5.6), удовлетворяющее условиям (5.7) и (5.9), в виде произведения двух функ-

ций )(xX  и )(tT , из которых первая зависит только от x , а вторая только от t :       

                                      )()(),( tTxXtxu ⋅= .                                     (5.10) 

Подставляя в уравнение (1), получаем )()()()(
2

tTxXatTxX ⋅′′=′⋅  и, раз-

делив члены равенства на XTa2
, 

X

X

Ta

T ′′
=

′
2

. 

Данное равенство возможно только в том случае, когда левая и правая ча-

сти не зависят ни от x , ни от t , т.е. равны постоянной величине.  

Итак,     

                                            
2

2
λ−=

′′
=

′
X

X

Ta

T
.                                    (5.11) 

Постоянную величину обозначили 
2λ− , так как по смыслу задачи )(tT  

должно быть ограниченным при любом t , если )(xϕ  ограничена, то TT ′  

должно быть отрицательным. 

Из (5.11) получаем два уравнения: 

                                              022 =⋅+′ TaT λ ,                                   (5.12) 

                                              02 =⋅+′′ XX λ .                                     (5.13) 

Решая их, найдем 

                                                 
t-aeCT

22λ⋅= ,                                      (5.14) 

                                      xBxAX λλ sincos ⋅+⋅= .                           (5.15) 

Подставляя в (5.10), получаем  

( )xBxAeCtxu ta λλλ sincos),(
22

⋅+⋅⋅= −
. 
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Подберем теперь постоянные A  и B  так, чтобы удовлетворялись условия 

(5.9). Так как 0)( ≠tT  (в противном случае будет 0),( ≡txu , что противоречит 
поставленному условию), то функция )(xX  должна удовлетворять условиям 

(5.9), т.е. должно быть 0)0( =X  и 0)( =lX . Подставляя значения 0=x  и lx =  

в равенство (5.15), на основании (5.9) получаем: 

010 ⋅+⋅= BA ,      lBlA λλ sincos0 ⋅+⋅= . 

Из первого уравнения находим 0=A . Из второго уравнения следует: 

0sin =⋅ lB λ . 

0≠B , так как в противном случае было бы 0≡X  и 0≡u , что противоречит 

условию. Следовательно, должно быть: 

0sin =lλ , 

  откуда:  

                                        
l

nπλ = ( ),...2,1=n .                                     (5.16) 

Итак, мы получили: 

                                          x
l

n
BX

π
sin⋅= .                                       (5.17) 

Найденные значения λ   называются собственными значениями  для дан-

ной краевой задачи. Соответствующие им функции  )(xX  называются соб-

ственными функциями. 

Зная, λ  мы, пользуясь равенством (5.14), можем написать: 

                                       
t

l

na

eCtT
2

222

)(

π−
⋅= ( ),...2,1=n .                             (5.18) 

Для каждого значения n , следовательно, для каждого λ , выражения (5.17) 

и (5.18)  подставляем в равенство (5.10) и получаем решение уравнения (5.6), 

удовлетворяющее граничным условиям (5.9).  

Это решение обозначим ),( txun : 

                               =),( txun
x

l

n
Be n

t
l

na ππ

sin
2

222

⋅⋅
−

.                       (5.19) 

(Постоянная С  включена в nB ). 

Так как уравнение (5.6) линейное и однородное, то сумма решений также 

является решением, и поэтому функция, представленная рядом: 

∑
∞

=
=

1

),(),(
n

n txutxu , 

или 

                             ∑
∞

=

−
⋅⋅=

1

sin),(
2

222

n
n

t
l

na

x
l

n
Betxu

ππ

,                       (5.20) 

также будет решением дифференциального уравнения (1), которое будет удо-

влетворять граничным условиям (5.9). Очевидно, ряд (5.20) будет решением 
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уравнения (5.6) только в том случае, если коэффициенты nB  таковы, что этот 
ряд сходится, и сходятся ряды, получающиеся после двукратного почленного 

дифференцирования по x  и по t . 

Решение (5.20) должно еще удовлетворять начальному условию (5.7). 

Этого мы будем добиваться путем подбора постоянных nB . Подставляя в ра-

венство (5.20) 0=t  получим: 

                                     ∑
∞

=
⋅=

1

sin)(
n

n x
l

n
Bx

πϕ .                                 (5.21) 

Если функция )(xϕ  такова, что в интервале ( )l,0  ее можно разложить в 

ряд Фурье, то условие (5.21) будет выполняться, если положить: 

                                     xdx
l

n
x

l
B

l

∫=
0

n sin)(
2 πϕ .                               (5.22) 

Итак, мы доказали, что ряд (5.20), где коэффициенты nB  определены по 

формуле (5.22), если он допускает двукратное почленное дифференцирование, 

представляет функцию ),( txu , которая является решением уравнения (5.6) и 

удовлетворяет граничным и начальным условиям (5.7), (5.9). 

 

Пример 5.1. Решить смешанную задачу для уравнения теплопроводности 

2

2

8
x

u

t

u

∂
∂=

∂
∂

,   или   xxt uu ′′⋅=′ 8    (1) 

начальное условие  

( ) ( ) ( )xxxu ππ 3sin72sin200, +=              (2) 

краевые  условия 

 ( ) ( ) 0,6,0 == tutu .              (3) 

Решение. Введем новую переменную τ по формуле  

t8=τ   и   8⋅
∂
∂=⋅

∂
∂=

∂
∂

τ
τ

τ
u

dt

du

t

u
, 

тогда ДУ (1)  

2

2

88
x

uu

∂
∂=

∂
∂

τ       ⇒          2

2

x

uu

∂
∂=

∂
∂

τ  

Начальные условия и краевые условия не изменятся, т.к. 0=τ при 0=t , 

а условия (3) от τ не зависят. 

Таким образом,  решаем ДУ 

 2

2

x

uu

∂
∂=

∂
∂

τ                                    (1') 

с начальными условиями  

( ) ( )xxxu ππτ τ 3sin72sin20),(
0

+==                         (2') 
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и краевыми условиями (3) методом Фурье: решение ( )txuu ;=  будем искать в 

виде  

)()(),( ττ TxXxu ⋅=                                                    (4) 

где ( )xX  , )(τT – функция только от переменной х, от  τ соответственно. 

Тогда 

)()( τ
τ

TxX
u ′⋅=

∂
∂

,  )()(
2

2

τTxX
x

u ⋅′′=
∂
∂

. 

ДУ (1') примет вид: 

)()()()( ττ TxXTxX ⋅′′=′⋅   или   
)(

)(

)(

)(

τ
τ

T

T

xX

xX ′
=

′′
. 

Левая часть данного равенства зависит только от переменной х, а правая 

только от τ ; последние равенство должно выполнятся при tx ∀∀ , , что возмож-

но лишь тогда, когда обе части равны константе: 

c
T

T

xX

xX ==
)(

)('

)(

)(''

τ
τ

. 

Из получившего равенства имеем два обыкновенных дифференциальных 

уравнения: 

                0)()( =⋅−′ ττ TcT ,      (5) 

               0)()( =⋅−′′ xXcxX .     (6) 

Решим уравнение (5), которое является ДУ 1-го порядка с разделяющими-

ся переменными: 

)(
)( τ

τ
τ

Tc
d

dT ⋅=  или  τ
τ
τ

dc
T

dT ⋅=
)(

)(
, 

Проинтегрируем:             ∫∫ += 1ln
)(

)(
Сdc

T

dT τ
τ
τ

  ⇒  

                   1ln)(ln СcT += ττ  ⇒    
τττ cСc

eСeT 1
ln 1)( == +

. 

Поскольку температура не может неограниченно возрастать с течением 

времени (источники тепла отсутствуют), то функция )(τT  обладает тем же 

свойством. Следовательно, в последней формуле c  может быть только отрица-

тельным, т.е. 
2λ−=с  )0( ≠λ . 

Тогда имеем общее решение ДУ (5) 

τλτ
2

1)( −= eСT  

и уравнение (6) с учетом 
2λ−=с  запишется в виде: 

0)()( 2 =+′′ xXxX λ . 

С учетом краевых условий:  

( ) ( ) ( ) 0000),(
0

=⇒=⋅== XTXxu
x

ττ , 



45 

 

( ) ( ) ( ) 0606),(
6

=⇒=⋅== XTXxu
x

ττ , 

получаем задачу Штурма-Лиувилля:  

( ) ( )



==
=+′′
.060

,0)()( 2

XX

xXxX λ
 

Решим характеристическое уравнение:  

022 =+ λk     ⇒    λik ±=2,1 . 

Тогда общее решение ДУ (6) 

( ) ( )xxxX λβλα sincos)( ⋅+⋅= . 

Найдем βα ,  из условий: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )




=⋅+⋅=
=⋅+⋅=

,06sin6cos6

,00sin0cos)0(

λβλα
βα

X

X
⇒

( )



=⋅
=

.06sin

,0

λβ
α

 

Т.к. βα ,  не могут одновременно быть равными нулю, то:  

( )



≠=
=

.0,06sin

,0

λλ
α

 

Решение ДУ (6): 

( ) nxxX πλλβ =⋅= 6,sin)( , ,...2,1=n  

Получаем:  

( ),sin)( xxX nnn λβ ⋅=  
6

n
n

πλ =  ,...2,1=n  

И решение (4) ДУ (1'): 

( ) nnnnn cBexВxu n βλτ τλ ⋅=⋅⋅= ⋅−
,sin),(

2

 

Решением уравнения (1'), удовлетворяющая краевым условиям (3), явля-

ется сумма функций ),( τxun , т.е. 

∑∑
∞

=

⋅−∞

=
⋅






⋅==
1

36

1

22

6
sin),(),(

n

n

n
n

n e
xn

Вxuxu
τππττ  

Коэффициенты nB  этого ряда выберем так, чтобы функция ),( τxu удо-

влетворяла начальному условию (2'): 

( ) ( )xxxu ππτ τ 3sin72sin20),(
0

+==  ⇒   

( ) ( )∑
∞

=
+=







⋅
1

3sin72sin20
6

sin
n

n xx
xn

В πππ
 

Последнее равенство означает, что функцию:  

( ) ( )xxxf ππ 3sin72sin20)( +=  

на промежутке [ ]6,0  разложили по синусам в ряд Фурье.  

Известно, что коэффициенты этого разложения определяется формулой: 
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( ) ( )( ) =






⋅+=






= ∫∫
6

0

6

0
6

sin3sin72sin20
3

1

6
sin)(

6

2
dx

nx
xxdx

nx
xfBn

ππππ
 

( ) ( )∫ ∫ 






⋅+






⋅=
6

0

6

0
6

sin3sin
3

7

6
sin2sin

3

20
dx

nx
xdx

nx
x

ππππ .          (7) 

Тригонометрическая система 

∞

=
























0

cos,sin

n
l

nx

l

nx ππ
 ортогональна на 

промежутке [ ]l,0 , т.е. 

 

.,0coscos,0sinsin

;,,0cossin

00

0

mndx
l

mx

l

nx
dx

l

mx

l

nx

mndx
l

mx

l

nx

ll

l

≠=






⋅






=






⋅








∀=






⋅








∫∫

∫

ππππ

ππ

 

В нашем случае 6=l ,  следовательно, интегралы (7) всегда равны нулю, 

кроме единственного случая, когда аргументы синусов совпадают: 

первый интеграл в nB  не равен нулю при условии, если: 

⇒=
6

2
nx

x
ππ 12=n ,  

а второй – при условии, если:  

⇒=
6

3
nx

x
ππ 18=n . 

Поэтому, 

( ) =−=== ∫
2

2cos1
sin2sin

3

20 2
6

0

2
12

ϕϕπ dxxB  

( )( ) =−= ∫
6

0

4cos1
3

10
dxxπ ( ) ( ) 2006

3

10

4

4sin

3

10
6

0

=−⋅=






 −
π
πx

x , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) 706
6

7

6

6sin

6

7
6cos1

6

7
3sin

3

7
6

0

6

0

6

0

2
18 =−=







 −=−== ∫∫ π
πππ x

xdxxdxxB . 

Можно использовать другое рассуждение для нахождения nB :  

( ) ( )∑
∞

=
+=







⋅
1

3sin72sin20
6

sin
n

n xx
xn

В πππ
 

полученное равенство будет справедливым в том случае, когда аргументы при 

синусах слева и справа совпадут.  

Найдем n  (номера ненулевых членов ряда) из равенств:  

⇒= x
n

x
6

2
ππ 12=n    и  2012 =B ; 
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⇒= x
n

x
6

3
ππ   18=n    и  718 =B . 

Таким образом, общее решение ДУ (1), удовлетворяющее начальным 

условиям (2)  и граничным условиям (3) имеет вид  

( ) ( ) .3sin72sin20

6

18
sin

6

12
sin),(

2222

2222

94

36

18

18
36

12

12

τπτπ

τπτπ

ππ

ππτ

⋅−⋅−

⋅−⋅−

⋅+⋅=

=⋅






⋅+⋅






⋅=

nn exex

e
x

Be
x

Bxu
 

Подставим t8=τ  и получаем искомую функцию 

( ) ( ) tntn exextxu ⋅−⋅− ⋅+⋅=
2222 7232 3sin72sin20),( ππ ππ . 

Ответ: ( ) ( ) tntn exextxu ⋅−⋅− ⋅+⋅=
2222 7232 3sin72sin20),( ππ ππ . 

Пример 5.2. Решить смешанную задачу для уравнения теплопроводности 

2

2

4
x

u

t

u

∂
∂=

∂
∂

,               (1) 

начальное условие  

)3(),(
0

xxtxu
t

−==                         (2) 

краевые  условия 

 ( ) 0,0),(
0

=== tutxu
x

,  
( )

0
,2

2

=
∂

∂=
∂
∂

= x

tu

x

u

x
         (3) 

Решение. Введем новую переменную τ по формуле:  

t4=τ   и   4⋅
∂
∂=⋅

∂
∂=

∂
∂

τ
τ

τ
u

dt

du

t

u
, 

тогда ДУ (1)  

2

2

44
x

uu

∂
∂=

∂
∂

τ       ⇒       2

2

x

uu

∂
∂=

∂
∂

τ  

Начальные условия и краевые условия не изменятся, т.к. 0=τ при 0=t , 

а условия (3) от τ не зависят. 

Таким образом,  решаем ДУ: 

2

2

x

uu

∂
∂=

∂
∂

τ                                   (1') 

с начальными условиями  

)3(),(
0

xxxu −==ττ                                    (2') 

и краевыми условиями (3) методом Фурье: решение ( )txuu ;=  будем искать в 

виде  

)()(),( ττ TxXxu ⋅=                                               (4) 
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где ( )xX , )(τT  – функции только от переменной х,  от  τ соответственно. 

Тогда: 

)()( τ
τ

TxX
u ′⋅=

∂
∂

,  )()(
2

2

τTxX
x

u ⋅′′=
∂
∂

. 

ДУ (1') примет вид: 

)()()()( ττ TxXTxX ⋅′′=′⋅   или   
)(

)(

)(

)(

τ
τ

T

T

xX

xX ′
=

′′
. 

Левая часть данного равенства зависит только от переменной х, а правая 

только от τ ; последние равенство должно выполнятся при tx ∀∀ , , что возмож-

но лишь тогда, когда обе части равны константе: 

c
T

T

xX

xX =
′

=
′′

)(

)(

)(

)(

τ
τ

. 

Из получившего равенства имеем два обыкновенных дифференциальных 

уравнения: 

0)()( =⋅−′ ττ TcT ,     (5) 

0)()( =⋅−′′ xXcxX .     (6) 

Решим уравнение (5), которое является ДУ 1-го порядка с разделяющими-

ся переменными: 

)(
)( τ

τ
τ

Tc
d

dT ⋅=  или  τ
τ
τ

dc
T

dT ⋅=
)(

)(
, 

проинтегрируем: 

∫∫ += 1ln
)(

)(
Сdc

T

dT τ
τ
τ

  ⇒  

                   1ln)(ln СcT += ττ  ⇒    
τττ cСc

eСeT 1
ln 1)( == +

. 

Поскольку температура не может неограниченно возрастать с течением 

времени (источники тепла отсутствуют), то функция )(τT обладает тем же 

свойством. Следовательно, в последней формуле c  может быть только отрица-

тельным, т.е. 
2λ−=с  )0( ≠λ . 

Тогда имеем общее решение ДУ (5): 

τλτ
2

1)(
−= eСT  

и уравнение (6) с учетом 
2λ−=с  запишется в виде: 

0)()( 2 =+′′ xXxX λ . 

С учетом краевых условий:  

( ) ( ) ( ) 0000),(
0

=⇒=⋅=
=

XTXxu
x

ττ  
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( ) ( ) ( ) 0202
2

=′⇒=⋅′=
∂
∂

=

XTX
x

u

x

τ  

Таким образом, 

( ) ( )



=′=
=+′′
.020

,0)()( 2

XX

xXxX λ
 

Решим характеристическое уравнение:  

022 =+ λk     ⇒    λik ±=2,1 . 

Тогда общее решение ДУ (6): 

( ) ( )xxxX λβλα sincos)( ⋅+⋅= , 

( ) ( )( )xxxX λβλαλ cossin)( ⋅+⋅−=′ . 

Найдем βα ,  из условий: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )




=⋅+⋅−=′
=⋅+⋅=

,02cos2sin2

,00sin0cos)0(

λβλαλ
βα

X

X
⇒ ( )




=⋅
=

.02cos

,0

λβ
α

 

Т.к. βα , не могут одновременно быть равными нулю (в этом случае по-

лучим тривиальное решение), то:  

( )



≠=
=

.0,02cos

,0

λλ
α

 

Решение ДУ (6): 

( ) ( )
2

12

2
2,sin)(

+=+=⋅= n
nxxX

πππλλβ , ,...2,1,0=n  

Получаем:  

( ),sin)( xxX nnn λβ ⋅=  
( )

4

12 += n
n

πλ  ,...2,1,0=n  

И решение (4) ДУ (1'): 

( ) nnnnn cBexВxu n βλτ τλ ⋅=⋅⋅= ⋅−
,sin),(

2

 

Решением уравнения (1'), удовлетворяющая краевым условиям (3), явля-

ется сумма функций ),( τxun , т.е. 

( ) ( )
∑∑
∞

=

⋅+−∞

=
⋅






 +⋅==
0

16

12

0

22

4

12
sin),(),(

n

n

n

n

n e
xn

Вxuxu
τπ

πττ  

Коэффициенты nB  этого ряда выберем так, чтобы функция ),( τxu удо-

влетворяла начальному условию (2'): 

)3(),(
0

xxxu −==ττ  ⇒  
( )

∑
∞

=
−=







 +⋅
0

)3(
4

12
sin

n

n xx
xn

В
π
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Последнее равенство означает, что функцию )3()( xxxf −=  на проме-

жутке [ ]2,0  разложили по синусам в ряд Фурье.  

Известно, что коэффициент этого разложения определяется формулой: 

( ) ( ) =






 +−=






 += ∫∫
2

0

2

0
4

12
sin)3(

4

12
sin)(

2

2
dx

xn
xxdx

xn
xfBn

ππ
 

( )
( )

( )
( ) =








 +
+

−=






 +=

−=−=
=

4

12
cos

12

4

4

12
sin

233 2

xn

n
vdx

xn
dv

dxxduxxu

π
π

π  

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) =−⋅






 +
+

+






 +
+

−−= ∫
2

0

2

0

2

23
4

12
cos

12

4

4

12
cos

12

34
dxx

xn

n

xn

n

xx π
π

π
π  

( )
( )

( )
( ) ( ) =−⋅







 +
+

+






 +
+

−= ∫
2

0

23
4

12
cos

12

4

2

12
cos

12

8
dxx

xn

n

n

n

π
π

π
π  

( )
( )

( ) =







 +
+

=






 +=

−=−=
=

4

12
sin

12

4

4

12
cos

223

xn

n
vdx

xn
dv

dxduxu

π
π

π  

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

( ) =




















 +
+

+






 +
+

−

⋅
+

+






 +
+

−=

∫
2

0

2

0
4

12
sin

12

8

4

12
sin

12

234

12

4

2

12
cos

12

8

dx
xn

n

xn

n

x

n

n

n

π
π

π
π

π
π

π
 

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( ) =





















 +⋅
+

−






 +
+

−

⋅
+

+






 +
+

−=

2

0
22 4

12
cos

12

8

2

12
sin

12

4

12

4

2

12
cos

12

8

xn

n

n

n

n

n

n

π
π

π
π

π
π

π
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )








 −






 +⋅
+

−

−






 +
+

−






 +
+

−=

1
2

12
cos

12

32

2

12
sin

12

16

2

12
cos

12

8

33

22

n

n

n

n

n

n

π
π

π
π

π
π

 

Таким образом, общее решение ДУ (1), удовлетворяющее начальным 

условиям (2)  и граничным условиям (3) имеет вид ( t4=τ ): 
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( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

t
n

n

e
xnn

n

n

n

n

n
xu

⋅+−

∞

=

⋅






 +⋅












 −






 +⋅
+

+

−






 +
+

+












 +
+

−= ∑

4

12

3

2
0

2

3

22

4

12
sin1

2

12
cos

12

4

2

12
sin

12

2

2

12
cos

12

8
),(

π
ππ

ππππ
π

τ

 

Ответ: 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

t
n

n

e
xnn

n

n

n

n

n
xu

⋅+−

∞

=

⋅






 +⋅












 −






 +⋅
+

+

−






 +
+

+












 +
+

−= ∑

4

12

3

2
0

2

3

22

4

12
sin1

2

12
cos

12

4

2

12
sin

12

2

2

12
cos

12

8
),(

π
ππ

ππππ
π

τ

 

 

 

5.3 Задача о равновесии электрических зарядов на поверхности         

проводника 

 

Рассмотрим стационарное электростатическое поле, созданное в про-

странстве некоторой системой электрических зарядов. Если заряды 
n

q,...,q,q
21

 

расположены дискретно в точках ,,...,,,
n

ξξξξ
321  то потенциал поля в точке 

( )
321

x,x,xx =  ∑
=

=
n

i
i

i ,
r

q
u

1  
где xr

ii
−= ξ

 
- расстояние от заряда 

i
q  до точки x. 

Если же заряды непрерывно распределены на некоторой линии L или по-

верхности S, или в объеме V, то потенциал поля соответственно выражается 

одним из интегралов: ∫=
L

1 ,dl
r

u
γ

 
,ds

r
u

S

∫∫= 2
γ

 
∫∫∫=

V

,dv
r

u 3
γ

 где r - расстояние от 

элемента линии (поверхности, объема) до точки поля, обладающей потенциа-

лом u. В этих формулах величины 
321

γγγ ,,  обозначают линейную, поверхност-

ную или объёмную плотность зарядов: 

,
dl

dq

l

q
lim

l

=
∆
∆=

→∆ 0
1

γ ,
ds

dq

s

q
lim

s

=
∆
∆=

→∆ 0
2

γ ,
dv

dq

v

q
lim

v

=
∆
∆=

→∆ 0
3

γ
 

где −∆q заряд элемента линии L (поверхности S, объема V). В общем случае по-

тенциал поля равен сумме потенциалов, созданных каждым из этих видов рас-

пределения зарядов в отдельности.  

Допустим, что конечная область V пространства занята проводящей сре-

дой проводником, т.е. средой, в которой заряды могут свободно передвигаться, 

а остальная часть пространства – диэлектриком, т.е. средой, в которой движе-

ние зарядов невозможно. В стационарном состоянии потенциал поля во всех 

точках области V, включая ее границу, одинаков, так как иначе бы возникло 

движение электрических зарядов, стремящееся выровнять потенциал, и поле 
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менялось бы. Отсюда непосредственно очевидно, что в области V потенциал 

поля и удовлетворяет уравнению Лапласа:   
).gradudivu(u =∆=∆ 0  

Внутри проводника заряды разных знаков должны быть взаимно нейтра-

лизованы. Следовательно, если достигается стационарное состояние, то избы-

точные заряды располагаются на границе V∂ проводника в виде бесконечно 

тонкого электрического слоя. Потенциал этого слоя в точке x выражается инте-

гралом: ,ds
r

u
S

∫∫= 2
γ

 

где r - расстояние от переменной точки – поверхности проводника до точки x. 

Если точка x находится вне проводника, то функция 
r

1
 удовлетворяет уравне-

нию Лапласа. Следовательно, уравнению Лапласа удовлетворяет и потенциал u, 

определяемый данной формулой. Чтобы доказать это утверждение, достаточно 

применить к интегралу правило дифференцирования по параметру, что можно 

сделать, так как, по предположению, точка x находится вне поверхности V∂ и, 

следовательно, подынтегральная функция в выражении потенциала нигде не 

обращается в бесконечность. Итак, в каждой точке x, лежащей в непроводника, 

потенциал u также удовлетворяет уравнению Лапласа. Поэтому возникает зада-

ча нахождения функции u, удовлетворяющей уравнению Лапласа во всех точ-

ках окружающего проводник пространства, стремящейся к нулю на бесконеч-

ности и удовлетворяющей условию: 

,constU =  когда .Vx ∂∈  

Это последнее условие получило название граничного условия, в связи с 

чем рассматриваемую математическую задачу называют граничной. 

В зависимости от вида граничного условия различают три основных вида 

граничной задачи: 

1. ( ) ( ),xxu ϕ= когда Vx ∂∈ - первая граничная задача или задача Дирихле, 

2. ( )x
n

u ϕ=
∂
∂

, когда −∂∈ Vx вторая граничная задача или задача Неймана, 

3. ( ),xu
n

u ϕαα =+
∂
∂

12
когда −∂∈ Vx третья или смешанная граничная задача. 

Здесь −
21

ααϕ ,, непрерывные функции, определенные на граничной поверхно-

сти ,V∂ а 
n

u

∂
∂

 означает производную, взятую в точке поверхности V∂ по направ-

лению внешней нормали к ней. К этим видам граничной задачи приводит изу-
чение широкого круга стационарных физических явлений и процессов. 

 

 

 

 

 

∫∫
∂

=
V

,ds
r

u 2γ
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Глава 6.  ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ     

                 ФИЗИКИ 

6.1. Решение задачи Дирихле для круга методом Фурье 
 

Функцию, удовлетворяющую в области D уравнению Лапласа, называют 
гармонической в этой области. 

Пусть дан круг радиуса R c центром в полюсе O полярной системы коор-

динат. Будем искать функцию ( )θρ ,u , гармоническую в круге и удовлетворя-

ющую на окружности условию ( )θϕρ ==R
u ,   где ( ) −θϕ  заданная функция, не-

прерывная на окружности.  

 
 

 

Искомая функция должна удовлетворять в круге уравнению Лапласа:  

.
uuu

0
2

2

2

2

2 =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

θρ
ρ

ρ
ρ  

Допустим, что частное решение имеет вид: ( ) ( ).TQu θρ ⋅=  Тогда полу-

чим:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 =′′⋅+⋅′+⋅′′ θρθρρθρρ TQTQTQ . 

Разделяем переменные:  

( )
( )

( ) ( )
( ) .

Q

QQ

T

T

ρ
ρρρρ

θ
θ ′+′′

−=
′′ 2

 
Приравнивая каждую часть полученного равенства постоянной ,k

2− по-

лучим два обыкновенных дифференциальных уравнения:  

( ) ( ) ,TkT 02 =⋅+′′ θθ                                               (6.1) 
( ) ( ) ( ) .QkQQ 022 =−′+′′ ρρρρρ                                        (6.2) 

Отсюда при 0=k  получим: 

( ) ,BAT θθ +=  

( ) .lnDCQ ρρ +=  

x

y

)y,x(A

θ x
 

y

O

ρ

R 
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Если же k >0,  то: 

( ) ,ksinBkcosAT θθθ +=  
а решение второго уравнения будем искать  в виде ( ) mQ ρρ = , что дает: 

( ) ,kmmm
mmm 01 2122 =−+− −− ρρρρρ  

или ( ) km,km
m ±==− 022ρ . 

 Следовательно,           

 ( ) .DCQ kk −+= ρρρ                                            (6.4) 

Заметим, что ( )θρ ,u  как функция θ  есть периодическая функция с пери-

одом π2 , так как величины ( )θρ ,u  и ( )πθρ 2+,u  соответствуют однозначной 

функции в одной и той же области. Поэтому, в (6.1) B=0, а в (6.3) k может 
иметь одно из значений 1,2,3,…(k > 0). Далее, в (6.2) и в (6.4) D=0, так как в 

противном случае функция u имела бы разрыв при r=0 и не была бы гармони-

ческой в круге. Итак, мы получили бесчисленное множество частных решений 

уравнения ( ) 0,u =∆ θρ , непрерывных в круге, которые можно записать в виде: 

( ) ,
A

,u
2

0

0
=θρ

 

( ) ( ) ,nsinBncosA,u n

nnn
ρθθθρ += ( ).,...,n 21=  

Составим функцию: 

( ) ( )∑
∞

=
++=

1

0

2 n

n

nn
,nsinBncosA

A
,u ρθθθρ

 
которая вследствие  линейности и однородности уравнения Лапласа также бу-

дет его решением. Остаётся определить величины 
nn

B,A,A
0

так, чтобы эта 

функция удовлетворяла  условию:  

( ),u
R

θϕρ =−      
( ) ( )∑

∞

=

′′++=
1

0

2 n
nn

.RnsinBncosA
A θθθϕ  

Это разложение функции ( )θϕ в ряд Фурье в промежутке [ ]ππ ,− . В силу извест-

ных формул находим: 

 

( )∫
−

=
π

π

ττϕ
π

,dA
1

0

 

( )∫
−

=
π

π

τττϕ
π

,dncos
R

A
nn

1

    

( )∫
−

=
π

π

τττϕ
π

.dnsin
R

B
nn

1
 

 

Таким образом: 

( ) ( ) ( )∫ ∑
−

∞

= 







−






+=
π

π

τθτρτϕ
π

θρ .dncos
R

,u
n

n

12

11

 
После преобразований получим:  
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( ) ( ) ( )∫
− +−−

−=
π

π

τ
ρθτρ

ρτϕ
π

θρ d
cosRR

R
,u

22

22

2

1
. 

Это решение задачи Дирихле для круга. Интеграл, стоящий в правой части, 

называется интегралом Пуассона. 

 

6.2. Задача Дирихле в кольце для уравнения Лапласа 

 

Пусть требуется решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа 0=∆u  в 

области, заключенной между двумя концентрическими окружностями, 1L   и 2L , 

радиусов 1R  и 2R  с центром в начале координат: 







==

<+<=′′+′′

21

2

2

222

1

||
21

,

,0

fufu

RyxRuu

LL

yyxx

 

Для простоты решения перейдем от координат ( )yx,  к полярным коорди-

натам ( )ϕρ, . Найдем частные производные второго порядка от сложной функ-

ции ( )ϕρ,uu = , 22 yx +=ρ , 
x

y
arctg=ϕ  по независимым переменным x  и y  

по формулам 

2

22

2

22

2

22

2

2

2

2

2
x

u

x

u

xx

u

x

u

x

u

x

u

∂
∂⋅∂

∂+







∂
∂⋅

∂
∂+∂

∂⋅∂
∂⋅∂∂

∂+
∂
∂⋅∂

∂+







∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ρϕ

ρϕ
ρ

ρ
ρ

ρ
, 

 

2

22

2

22

2

22

2

2

2

2

2
y

u

y

u

yy

u

y

u

y

u

y

u

∂
∂⋅∂

∂+







∂
∂⋅

∂
∂+∂

∂⋅∂
∂⋅∂∂

∂+
∂
∂⋅∂

∂+







∂
∂⋅

∂
∂=

∂
∂ ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕρ

ϕρ
ρ

ρ
ρ

ρ
, 

( ) ( ) +
++

′′−
++

⋅′+
+

⋅′′=′′
22222222

2

22

2

2
yxyx

xy
u

yxyx
u

yx

x
uuxx ϕρρρρ                                                                                      

( )22222

2 2

yx

xy
u

yx

y
u

+
⋅′+

+
⋅′′+ ϕϕϕ , 

         ( ) ( ) +
++

′′+
++

⋅′+
+

⋅′′=′′
22222222

2

22

2

2
yxyx

xy
u

yxyx

x
u

yx

y
uuyy ρϕρρρ  

( )22222

2 2

yx

xy
u

yx

x
u

+
⋅′−

+
⋅′′+ ϕϕϕ . 

Складывая правые части последних равенств, и приравнивая сумму нулю, по-

лучаем 

0
11

2
=′′+′⋅+′′ ϕϕρρρ ρρ uuu . 

Таким образом, вводя полярные координаты ( )ϕρ , , можно задачу Дирихле 

записать так: 
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                      ( ) ( )
( ) ( )








≤≤=
=

<≤<<=′′+′⋅+′′

.20,,

,,

,20,,0

22

11

21

2

πϕϕϕ
ϕϕ

πϕρρρ ϕϕρρρ

fRu

fRu

RRuuu

                    (6.5) 

При этом граничные функции ( )ϕ1f  и ( )ϕ2f  считаем периодическими 

функциями периода π2 . 

Для решения задачи применим метод Фурье (разделения переменных). Бу-

дем искать решения в виде ( ) ( ) ( )ϕρϕρ Φ⋅= Ru , . Подставив выражение 

( ) ( ) ( )ϕρϕρ Φ⋅= Ru ,  в уравнение (6.1), получим 

02 =Φ ′′⋅+′⋅⋅Φ+′′⋅⋅Φ RRR ρρ . 

После разделения переменных получим: 

                                               
Φ
Φ ′′

−=
′⋅+′′⋅

R

RR ρρ 2

.                                     (6.6) 

Поскольку переменные ρ  и ϕ  не зависят друг от друга, то каждая часть 

уравнения (6.6) должна быть константой. Обозначим эту константу через λ .  

Тогда будем иметь: 

                                               λρρ =
Φ
Φ ′′

−=
′⋅+′′⋅

R

RR2

.                               (6.7) 

Ясно, что при изменении угла ϕ  на величину π2  однозначная функция 

( )ϕρ ,u  должна вернуться к исходному значению, т.е.  ( ) ( )πϕρϕρ 2,, += uu . От-
сюда ( ) ( ) ( ) ( )πϕρϕρ 2+Φ⋅=Φ⋅ RR .  

Значит, ( )ϕΦ  является периодической функцией с периодом π2 . Из урав-

нения  

0=Φ+Φ ′′ λ  
следует, что  

( ) ( ) ( )ϕλϕλϕ sincos ⋅+⋅=Φ BA , 

и в силу периодичности  ( )ϕΦ  должно быть выполнено равенство 2n=λ , где n  

– целое неотрицательное число.  

Далее, из уравнения (6.7) получаем 

                                          022 =−′⋅+′′ RnRR ρρ .                                        (6.8) 

Если 0≠n , то решение этого уравнения ищем в виде ( ) µρρ =R . Подставляя 

это выражение в уравнение (6.8) и сокращая на µρ , находим 
22 n=µ , или n±=µ   ( )0>n . 

При 0=n  уравнение (6.4) имеет два решения: 1 и ρln .  

 

Итак, у нас есть теперь бесконечный набор функций: 

1, ρln , ( )ϕρ nn cos , ( )ϕρ nn sin , ( )ϕρ nn cos− , ( )ϕρ nn sin−  ( ),...3,2,1=n , 
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удовлетворяющих исходному уравнению с частными производными. Посколь-

ку сумма этих решений также является решением, то общее решение уравнения 

Лапласа в нашем случае имеет вид: 

( ) ++= ρϕρ ln, 00 bau  

                     ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

−− ++++
1

sincos ϕρρϕρρ ndcnba n

n

n

n

n

n

n

n .           (6.9) 

Теперь найдем все коэффициенты в (6.9) так, чтобы удовлетворялись гра-

ничные условия ( ) ( )ϕϕ 11, fRu = , и ( ) ( )ϕϕ 22 , fRu = . Полагая в формуле (6.9) 

1R=ρ  и 2R=ρ , получим:  

( ) ++= 1001 ln, RbaRu ϕ  

                    ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

−− ++++
1

1111 sincos ϕϕ nRdRcnRbRa
n

n

n

n

n

n

n

n , 

( ) ++= 2002 ln, RbaRu ϕ  

                    ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

−− ++++
1

2222 sincos ϕϕ nRdRcnRbRa
n

n

n

n

n

n

n

n . 

Вспоминая выражения для коэффициентов ряда Фурье, приходим к следу-

ющим системам уравнений: 

                     

( )

( )











=+

=+

∫

∫
π

π

π

π
2

0

2200

2

0

1100

2

1
ln

,
2

1
ln

dxxfRba

dxxfRba

                                ( )
1

10.6  

(решается относительно 0a  и 0b ); 

                   

( ) ( )

( ) ( )











=+

=+

∫

∫

−

−

π

π

π

π
2

0

222

2

0

111

cos
1

,cos
1

dxnxxfRbRa

dxnxxfRbRa

n

n

n

n

n

n

n

n

                           ( )
2

10.6  

(решается относительно na  и nb ); 

                  

( ) ( )

( ) ( )











=+

=+

∫

∫

−

−

π

π

π

π
2

0

222

2

0

111

sin
1

,sin
1

dxnxxfRdRc

dxnxxfRdRc

n

n

n

n

n

n

n

n

                            ( )
3

10.6  

(решается относительно nc  и nd ). 

Из этих систем уравнений находятся все неизвестные коэффициенты. Те-

перь задача (6.5) полностью решена. Решение дается выражением (6.9), коэф-

фициенты в котором определяются по формулам (6.10). 

Пример 6.1. Потенциал на внутренней окружности кольца равен нулю, а 

потенциал на внешней − равен ϕcos . Найти потенциал в кольце. 
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Имеем краевую задачу  

( )
( )








≤≤=
=

<≤<<=′′+′⋅+′′

.20,cos,2

,0,1

,20,21,02

πϕϕϕ
ϕ

πϕρρρ ϕϕρρρ

u

u

uuu

 

на определение потенциала ( )ϕρ,u . 

Решение. Решение будем искать в виде (6.5) 

( ) ++= ρϕρ ln, 00 bau  

                           ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

−− ++++
1

sincos ϕρρϕρρ ndcnba n

n

n

n

n

n

n

n .    

Вычислим все интегралы в формулах (6.6) и найдем коэффициенты 

( )












=−==+

==+

∫

∫

,00sin2sin
2

1
cos

2

1
2ln

,00
2

1
1ln

2

0

00

2

0

00

π
π

ϕϕ
π

ϕ
π

π

π

dba

dba

 

следовательно,   




=
=

.0

,0

0

0

b

a
  

( ) ( ) ( )( )











−++==⋅+⋅

==+

∫ ∫

∫

−
π π

π

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕ
π

2

0

2

0

2

0

.1cos1cos
2

1
coscos

1
22

,00
1

dnndnba

dba

n
n

n
n

nn

 

Последний интеграл имеет ненулевое значение только при 1=n , 

( ) ( )( )




=
>

=−++∫
1,1

1,0
1cos1cos

2

1
2

0 nпри

nпри
dnn

π

ϕϕϕπ , 

поэтому, решая систему 




=⋅+⋅

=+
− ,122

,0

1
11

11

ba

ba
  находим 

3

2
1 =a , 

3

2
1 −=b . 

( )

( ) ( ) ( )( )











++−=⋅=+

⋅=+

∫ ∫

∫

−
π π

π

ϕϕϕ
π

ϕϕϕ
π

ϕϕ
π

2

0

2

0

2

0

1sin1sin
2

1
sincos

1
22

,sin0
1

dnndndc

dndc

n
n

n
n

nn

 

Последний интеграл при любом n имеет нулевое значение, поэтому, решая си-

стему  







=⋅+⋅

=+
− 022

0

1
nn

nn

dс

dс
  , 

находим 0=nс , 0=nd . 
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Подставляя найденные значения коэффициентов, получаем решение 

( ) =ϕρ,u ( )ϕρρ cos
3

2

3

2 1







 − − . 

Ответ: ( ) =ϕρ,u ( )ϕ
ρ

ρ cos
1

3

2







 − . 

 

                               

 

6.3. Внутренняя и внешняя задачи Дирихле 
  

Рассмотрим два важнейших случая, когда кольцо обращается в круг и 

внешность круга. Внутренняя задача Дирихле ( )RRR == 21 ,0  

( ) ( )



≤≤=

<≤<≤=′′+′⋅+′′

.20,,

,20,0,02

πϕϕϕ
πϕρρρ ϕϕρρρ

fRu

Ruuu
 

решается точно так же, как решалась задача Дирихле для кольца, с тем отличи-

ем, что теперь необходимо отбросить те слагаемые в формуле общего решения, 

которые не ограничены  при стремлении ρ  к нулю: 

ρln , ( )ϕρ nn cos− , ( )ϕρ nn sin− , ,...2,1=n  

Следовательно, в качестве решения остается взять функцию 

                               ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

+






=
0

sincos, ϕϕρϕρ nbna
R

u nn

n

,                          (6.11)  

где коэффициенты na и nb  определяются по формулам 

                              

( ) ( ) ( )

( ) ( )











⋅=

⋅=⋅=

∫

∫∫

,sin
1

,cos
1

,
2

1

2

0

2

0

2

0

0

π

ππ

ϕϕϕπ

ϕϕϕπϕϕπ

dnfb

dnfadfa

n

n

                    (6.12) 

другими словами, мы просто разлагаем функцию ( )ϕf  в ряд Фурье 

( ) ( ) ( )[ ]∑
∞

+=
0

sincos ϕϕϕ nbnaf nn
, 

а затем каждый член этого ряда умножаем на коэффициенты 

n

R







 ρ
. 

Пример 6.2.  Решить внутреннюю задачу Дирихле 

( )





≤≤=

<≤<≤=′′+′⋅+′′

.20,cos,1

,20,10,0

2

2

πϕϕϕ

πϕρρρ ϕϕρρρ

u

uuu
 

Решение. Найдем коэффициенты na  и nb  по формулам (6.12) 
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2

1

2

2cos

2

1

2

1
cos

2

1
2

0

2

0

2

0 =






 +⋅=⋅= ∫∫
ππ

ϕϕ
πϕϕπ dda , 

( ) ( ) =






 +⋅=⋅⋅= ∫∫
ππ

ϕϕϕ
πϕϕϕπ

2

0

2

0

2
cos

2

2cos

2

11
coscos

1
dndnan  

( ) ( ) ( )







≠

==






 −+++⋅= ∫
.2,0

,2,
2

1

2cos
4

1
2cos

4

1
cos

2

11
2

0 nпри

nпри
dnnn

π

ϕϕπ  

( ) ( ) =






 +⋅=⋅⋅= ∫∫
ππ

ϕϕϕ
πϕϕϕπ

2

0

2

0

2
sin

2

2cos

2

11
sincos

1
dndnbn  

( ) ( ) ( ) 02sin
4

1
2sin

4

1
sin

2

11
2

0

=






 −+++⋅= ∫
π

ϕϕϕϕπ dnnn . 

Подставляя найденные коэффициенты в формулу общего решения (6.7), полу-

чаем окончательный ответ. 

Ответ:  ( ) ϕρϕρ 2cos
2

1

2

1
, 2+=u . 

 

Внешняя задача Дирихле ( )∞== 21 , RRR  

( ) ( )





≤≤=

<≤∞<<=′′+′⋅+′′

.20,,

,20,,0
2

πϕϕϕ
πϕρρρ ϕϕρρρ

fRu

Ruuu
 

решается аналогично предыдущей, с тем отличием, что теперь необходимо от-
бросить те члены решения, которые не ограничены при стремлении ρ  к беско-

нечности:  

ρln , ( )ϕρ nn cos , ( )ϕρ nn sin , ,...2,1=n  

Следовательно, в качестве решения нужно взять функцию 

                                ( ) ( ) ( )[ ]∑
∞ −

+






=
0

sincos, ϕϕρϕρ nbna
R

u nn

n

,                      (6.13) 

где коэффициенты вычисляются по формулам (6.8). Например, внешняя задача 

( )





≤≤=

<≤∞<<=′′+′⋅+′′

.20,sin,

,20,1,0

3

2

πϕϕϕ

πϕρρρ ϕϕρρρ

Ru

uuu
 

имеет решение (решается аналогично предыдущему примеру) 

( ) ϕ
ρ

ϕρϕρ 3sin
1

4

1
sin

1

4

3
,

3
⋅−⋅=u . 

Отметим, что ограниченное решение задачи Дирихле для уравнения 

Лапласа в двумерной неограниченной области является единственным. 

Пример 6.3. Найти стационарное распределение температуры в однород-

ном секторе a≤≤ ρ0 , αϕ ≤≤0 , удовлетворяющее краевым условиям 

( ) ( ) 0,0, == αρρ uu , ( ) ϕϕ ⋅= Aau ,  ( )constA = . 
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Решение. Нахождение стационарной температуры сводится к решению за-

дачи Дирихле 

( ) ( )
( )








≤≤=
≤≤==

<<<<<=′′+′⋅+′′

.0,,

,0,0,0,

,20,0,02

αϕϕϕ
ραρρ

παϕρρρ ϕϕρρρ

Aau

auu

auuu

 

Полагая ( ) ( ) ( )ϕρϕρ Φ⋅= Ru ,  и проведя разделение переменных, получим 

два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

02 =−′⋅+′′ RRR λρρ ,                                      (1) 

0=Φ+Φ′′ λ .                                                 (2) 

Из условий  

( ) ( ) ( )00,0 Φ== ρρ Ru    и     ( ) ( ) ( )αραρ Φ== Ru ,0  

следует, ( ) ( ) 00 =Φ=Φ α .  

Постоянную λ  определяем, решая задачу Штурма-Лиувилля: 

( ) ( )



=Φ=Φ
<<=Φ+Φ ′′

.00

,0,0

α
αϕλ

 

Имеем 

2








= α
πλ n

n  и ( ) 






=Φ ϕα
πϕ n

n sin , ,...2,1=n .  

Функцию ( )ρR  ищем в виде ( ) µρρ =R . Подставляя это выражение в урав-

нение (1), найдем  

( ) 01

2

=






−+− α
πµµµ n

, откуда α
πµ n±= . 

Учитывая ограниченность (по смыслу задачи) функции ( )ρR , пишем 

( ) α
π

ρρ
n

nR = .  

Тогда    ( ) 






= ϕα
πρϕρ α

π n
u

n

n sin, , ,...2,1=n  

Естественно общее решение задачи есть 

( ) ∑
∞

=







=
1

sin,
n

n

n

n
cu ϕα

πρϕρ α
π

. 

Постоянные nc  ( ),...2,1=n  определяем из условия ( ) ϕϕ Aau =, .  

Имеем  

( ) ∑
∞

=







=
1

sin,
n

n

n

n
acau ϕα

πϕ α
π

. 

Таким образом,  

ϕϕα
πϕα

α
α
π

d
n

Aac
n

n ∫ 






=
0

sin
2

,  

откуда 
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( )
α
π

α

α
π

π

αϕϕα
πϕ

α
n

n

nn

an

A
d

n

a

A
c

⋅

⋅−=








⋅
= +

∫
2

1sin
2 1

0

. 

Ответ: ( ) ( )∑
∞

=

+















−⋅⋅=
1

1

sin

1
2

,
n

n

n

n

n

a

A
u

ϕα
π

ρ
π

αϕρ
α
π

, отметим, что решение 

имеет особенность в граничной точке ,a=ρ  αϕ =  из-за несогласования гра-

ничных значений. 

 

Пример 6.4. Найти решение уравнения Лапласа 0=∆u  в круговом секторе 

10 << ρ , 
2

3
0

πϕ <<  ( ρ  и ϕ  − полярные координаты), на границе которого ис-

комая функция ( )ϕρ,u  удовлетворяет условиям  

       ( ) ( )ϕϕ 3cos31,1 =u ,           ( ) 00, =′ ρϕu ,             0
2

3
, =







 πρu . 

Решение. Наша задача Дирихле в полярных координатах имеет вид 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )













≤≤=

≤≤=






=′

<<<<=′′+′⋅+′′

3.
2

3
0,3cos31,1

2,10,0
2

3
,0,

1,
2

3
0,10,02

πϕϕϕ

ρπρρ

πϕρρρ

ϕ

ϕϕρρρ

u

uu

uuu

 

Применим метод Фурье, т.е. решение ( )ϕρ ,u  будем искать в виде 

( ) ( ) ( )ϕρϕρ Φ⋅= Ru ,          (4) 

где ( )ρR  – функция переменной ρ ; ( )ϕΦ  – функция  переменной ϕ . 

Тогда частные производные функции  ( )ϕρ ,u  примут вид 

( ) ( )ϕρρ Φ⋅′=′ Ru ,    ( ) ( )ϕρρρ Φ⋅′′=′′ Ru ,   ( ) ( )ϕρϕϕ Φ′′⋅=′′ Ru  

Подставим их в уравнение  (1)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 =Φ ′′⋅+Φ⋅′⋅+Φ⋅′′⋅ ϕρϕρρϕρρ RRR . 

Приведем уравнение к следующему виду 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ϕρρρρρϕ Φ ′′⋅−=′+′′⋅Φ RRR2
, 

( ) ( )
( )

( )
( )ϕ
ϕ

ρ
ρρρρ

Φ
Φ ′′

=
′+′′

−
R

RR2

. 
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Левая часть данного равенства зависит только от переменной ρ , а правая 

только от переменной ϕ , а равенство верно ϕρ ∀∀ , , что возможно лишь тогда, 

когда обе части равны константе 

( ) ( )
( )

( )
( )ϕ
ϕ

ρ
ρρρρ

Φ
Φ ′′

=
′+′′

−
R

RR2

constc ==  

Из получившегося равенства получим два обыкновенных ДУ: 

( ) ( ) ( ) 02 =⋅+′+′′ ρρρρρ RсRR ,                               (5) 

( ) ( ) 0=Φ−Φ ′′ ϕϕ с .                                           (6)          

Из условий (2) 

( ) ( ) ( ) 000, =Φ′⋅=′ ϕϕ ρρ Ru ,  

 ( ) 0
2

3

2

3
, =







Φ⋅=






 πρπρ Ru , 

следует  

( ) 0
2

3
0 =







Φ=Φ′ π
ϕ . 

Ясно, что при изменении угла ϕ  на величину π2  однозначная функция 

( )ϕρ ,u  должна вернуться к исходному значению, т.е. ( ) ( )πϕρϕρ 2,, += uu . От-

сюда  

( ) ( ) ( ) ( )πϕρϕρ 2+Φ⋅=Φ⋅ RR . 

Значит, ( )ϕΦ  является периодической функцией с периодом π2 . Это воз-

можно, если 2λ−=с . 

Решим  задачу Штурма-Лиувилля: 

( )







=






Φ=Φ′

<<=Φ+Φ ′′

.0
2

3
0

,0,02

π
αϕλ

ϕ
 

Запишем характеристическое уравнение и решим его 

λλ ikk ±=⇒=+ 2,1
22 0 . 

Тогда общее решение имеет вид  

( ) ( ) ( )ϕλϕλϕ sincos ⋅+⋅=Φ BA . 

( ) ( ) ( )λϕλλϕλϕ cossin ⋅⋅+⋅⋅−=Φ′ BA  

Подставим граничные условия 

( )









=






⋅+






⋅=






Φ

=⋅⋅+⋅⋅−=Φ′

,0
2

3
sin

2

3
cos

2

3

,00cos0sin0

λπλππ
λλ

BA

BA
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получаем, что 

⇒








=






⋅+






⋅

=⋅+⋅−

,0
2

3
sin

2

3
cos

,00

λπλπ
λ

BA

BA









=






⋅

=

,0
2

3
cos

,0

λπ
A

B

 

Т.к. А и В  не могут быть одновременно равными нулю, то имеем 

( ) ( )ϕλϕ cos⋅=Φ A  и 0
2

3
cos =







 λπ
. 

Решая последнее уравнение, находим  собственные числа nλ . 

,...2,1,0,
3

21

22

3 =+=⇒+= n
n

n nλππλπ
  

Таким образом,  

3

21 n
n

+=λ   и  ( ) 






 +=Φ ϕϕ
3

21
cos

n
Ann , ,...2,1,0=n . 

Общее решение уравнения  

( ) ( ) ( ) 02 =⋅+′+′′ ρρρρρ RсRR                                  (5) 

ищем в виде  

( ) µρρ =R . 

Тогда  

( ) 1−⋅=′ µρµρR ,   ( ) ( ) 21 −⋅−=′′ µρµµρR . 

Подставляем это выражение в уравнение и, учитывая что 2
nс λ−= , имеем 

( ) 01 2122 =⋅−+− −− µµµ ρλρµρρµµρ n , 

( ) 01 2 =⋅−+− µµµ ρλρµρµµ n  

и, сокращая на 0≠µρ , получаем 

( ) 01 2 =−+− nλµµµ  

2222 0 nn λµλµµµ =⇒=−+−  

⇒±= nλµ  
3

21 n+±=µ . 

Учитывая ограниченность (по смыслу задачи) функции ( )ρR , имеем 

( ) 3

21 n

nR
+

= ρρ . 

Тогда 

( ) 






 +⋅⋅=
+

ϕρϕρ
3

21
cos, 3

21
n

Au

n

nn , ,...2,1,0=n  

и общее решение задачи есть 
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( ) ∑
∞

=

+








 +⋅⋅=
0

3

21

3

21
cos,

n

n

n

n
Au ϕρϕρ . 

Коэффициенты nA  ( ),...2,1,0=n  определяем из условия  

( ) ( )ϕϕ 3cos31,1 =u ,                                                (3) 

( )ϕϕ 3cos31
3

21
cos

0

=






 +⋅∑
∞

=n
n

n
A  

Полученное равенство будет справедливым в том случае, когда аргументы 

при косинусах слева и справа совпадут.  

Найдем n  (номер ненулевого члена ряда) из равенства  

⇒=+ ϕϕ 3
3

21 n
4=n    и  314 =А . 

Таким образом, общее решение ДУ (1), удовлетворяющее условиям (2)  и 

(3) имеет вид  

( )

( ) ( )ϕρϕρ

ϕρϕρ

3cos31,

3

421
cos,

3

3

421

4

⋅⋅=








 ⋅+⋅⋅=
⋅+

u

Au
 

Ответ: ( ) ( )ϕρϕρ 3cos31, 3 ⋅⋅=u . 

 

Пример 6.5. Найти решение уравнения Лапласа 0=∆u  в круговом секторе 

10 << ρ , 
4

0
πϕ <<  ( ρ  и ϕ  − полярные координаты), на границе которого иско-

мая функция ( )ϕρ,u  удовлетворяет условиям  

       ( ) ( )ϕϕ 14sin4,1 =u ,           ( ) 00, =ρu ,             0
4

, =






′ πρϕu . 

Решение. Наша задача Дирихле в полярных координатах имеет вид 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )













≤≤=

≤≤=






′=

<<<<=′′+′⋅+′′

3.
4

0,14sin4,1

2,10,0
4

,0,

1,
4

0,10,02

πϕϕϕ

ρπρρ

πϕρρρ

ϕ

ϕϕρρρ

u

uu

uuu

 

Применим метод Фурье, т.е. решение ( )ϕρ ,u  будем искать в виде 

( ) ( ) ( )ϕρϕρ Φ⋅= Ru ,          (4) 

где ( )ρR  – функция переменной ρ ; ( )ϕΦ  – функция  переменной ϕ . 
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Тогда частные производные функции  ( )ϕρ ,u  примут вид 

( ) ( )ϕρρ Φ⋅′=′ Ru ,    ( ) ( )ϕρρρ Φ⋅′′=′′ Ru ,   ( ) ( )ϕρϕϕ Φ′′⋅=′′ Ru  

Подставим их в уравнение  (1)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 02 =Φ ′′⋅+Φ⋅′⋅+Φ⋅′′⋅ ϕρϕρρϕρρ RRR . 

Приведем уравнение к следующему виду 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ϕρρρρρϕ Φ ′′⋅−=′+′′⋅Φ RRR2
, 

( ) ( )
( )

( )
( )ϕ
ϕ

ρ
ρρρρ

Φ
Φ ′′

=
′+′′

−
R

RR2

. 

Левая часть данного равенства зависит только от переменной ρ , а правая 

только от переменной ϕ , а равенство верно ϕρ ∀∀ , , что возможно лишь тогда, 

когда обе части равны константе 

( ) ( )
( )

( )
( )ϕ
ϕ

ρ
ρρρρ

Φ
Φ ′′

=
′+′′

−
R

RR2

constc ==  

Из получившегося равенства получим два обыкновенных ДУ: 

( ) ( ) ( ) 02 =⋅+′+′′ ρρρρρ RсRR ,                               (5) 

( ) ( ) 0=Φ−Φ ′′ ϕϕ с .                                           (6)          

Из условий (2) 

( ) 0
44

, =






Φ′⋅=






′ πρπρ ϕϕ Ru ,  

 ( ) ( ) ( ) 000, =Φ⋅= ρρ Ru , 

следует  

( ) 00
4

=Φ=






Φ′ π
ϕ . 

Ясно, что при изменении угла ϕ  на величину π2  однозначная функция 

( )ϕρ ,u  должна вернуться к исходному значению, т.е. ( ) ( )πϕρϕρ 2,, += uu . От-

сюда  

( ) ( ) ( ) ( )πϕρϕρ 2+Φ⋅=Φ⋅ RR . 

Значит, ( )ϕΦ  является периодической функцией с периодом π2 . Это воз-

можно, если 2λ−=с . 

Решим  задачу Штурма-Лиувилля: 

( )







=Φ=






Φ′

<<=Φ+Φ ′′

.00
4

,0,0
2

π
αϕλ

ϕ
 



67 

 

Запишем характеристическое уравнение и решим его 

λλ ikk ±=⇒=+ 2,1
22 0 . 

Тогда общее решение имеет вид  

( ) ( ) ( )ϕλϕλϕ sincos ⋅+⋅=Φ BA . 

( ) ( ) ( )λϕλλϕλϕ cossin ⋅⋅+⋅⋅−=Φ′ BA  

Подставим граничные условия 

( ) ( ) ( )







=⋅+⋅=Φ

=⋅⋅+⋅⋅−=






Φ′

,00sin0cos0

,0
4

cos
4

sin
4

BA

BA
πλλπλλπ

 

получаем, что 

⇒







=⋅+⋅

=⋅⋅+⋅⋅−

,001

,0
4

cos
4

sin

BA

BA
πλλπλλ








=

=

,0

,0
4

cos

A

πλ
 

Т.к. А и В  не могут быть одновременно равными нулю, то имеем 

( ) ( )ϕλϕ sin⋅=Φ B  и 0
4

cos =






 λπ
. 

Решая последнее уравнение, находим  собственные числа nλ . 

,...2,1,0,42
24

=+=⇒+= nnn nλππλπ
  

Таким образом,  

nn 42 +=λ   и  ( ) ( )( )ϕϕ nBnn 42sin +=Φ , ,...2,1,0=n . 

Общее решение уравнения  

( ) ( ) ( ) 02 =⋅+′+′′ ρρρρρ RсRR                                  (5) 

ищем в виде  

( ) µρρ =R . 

Тогда  

( ) 1−⋅=′ µρµρR ,   ( ) ( ) 21 −⋅−=′′ µρµµρR . 

Подставляем это выражение в уравнение и, учитывая что 
2
nс λ−= , имеем 

( ) 01 2122 =⋅−+− −− µµµ ρλρµρρµµρ n , 

( ) 01 2 =⋅−+− µµµ ρλρµρµµ n  

и сокращая на 0≠µρ , получаем 

( ) 01 2 =−+− nλµµµ  

2222 0 nn λµλµµµ =⇒=−+−  

⇒±= nλµ  ( )n42 +±=µ . 
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Учитывая ограниченность (по смыслу задачи) функции ( )ρR , имеем 

( ) n
nR 42+= ρρ . 

Тогда 

( ) ( )( )ϕρϕρ nBu n
nn 42sin, 42 +⋅⋅= +

, ,...2,1,0=n  

и общее решение задачи есть 

( ) ( )( )∑
∞

=

+ +⋅⋅=
0

42 42sin,
n

n
n nBu ϕρϕρ . 

Коэффициенты nA  ( ),...2,1,0=n  определяем из условия  

( ) ( )ϕϕ 14sin4,1 =u ,                                                (3) 

( )( ) ( )ϕϕ 14sin442sin
0

=+⋅∑
∞

=n
n nB  

Полученное равенство будет справедливым в том случае, когда аргументы 

при косинусах слева и справа совпадут.  

Найдем n  (номер ненулевого члена ряда) из равенства  

( ) ⇒=+ ϕϕ 1442 n 3=n    и  43 =B . 

Таким образом, общее решение ДУ (1), удовлетворяющее условиям (2)  и 

(3) имеет вид  

( ) ( ) ( )ϕρϕρϕρ 14sin414sin, 1414
3 ⋅⋅=⋅⋅= Bu  

Ответ: ( ) ( )ϕρϕρ 14sin4, 14 ⋅⋅=u . 

 

Метод функций Грина 

 

Рассмотрим краевую задачу для уравнения эллиптического типа: 

( ) ( ),Mfu =∆                                                          (6.14) 

( )M
n

u
u ϕαα =









∂
∂+

21
   Vs ∂= ,                                   (6.15) 

где ( ),M
11

αα =  ( ),M
22

αα =  ,, 0
21

≥αα  .02

2

2

1
≠+αα  

Функцией Грина называют решение задачи (6.14), (6.15) при специальных 

значениях функций f  и ϕ ,именно: 

 ( ) ( ) −−= δδ (P,MMf дельта функции), ( ) 0≡Mϕ  

Решение этой задачи, т.е. функцию Грина обозначим через ( )P,MG . Если 

функция Грина найдена, то с ее помощью легко найти и решение исходной за-

дачи (6.14),(6.15). Для этого применим формулу Грина к функциям 

( )P,MGv = и к исходному решению ( )Mu : 

( ) ( )( ) ∫∫ 








∂
∂−

∂
∂=∆−∆

SV

.d
n

G
u

n

u
GdvGuuG σ  

Поскольку в области V ( ) ( ) а,Mfu =∆ ( ) ( ),P,MG δ−=∆  то: 
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( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ 








∂
∂−

∂
∂=+

V V S

MMM
.d

n

G
u

n

u
GdvP,MMudvP,MGMf σδ  

Второй интеграл левой части по свойству δ  - функции равен u(P).         

Поэтому последнее соотношение можно записать в виде: 

 ( ) ( ) ( )∫ ∫−








∂
∂−

∂
∂=

S V

MM
.dvMfP,MGd

n

G
u

n

u
GPu σ                      (6.16) 

Здесь интегрирование производится по координатам точки М. Для первой 

граничной задачи (6.14), (6.15): 

( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫−
∂
∂−=

S V

MM
.dvMfP,MGd

n

G
MPu σϕ  

Для второй граничной задачи: 

( )10
21

≡≡ αα , , ( )M
n

u
,

n

G
SS

ϕ=
∂
∂=

∂
∂

0
 

и из формулы (6.16) получаем решение задачи (6.14), (6.15):  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫−=
S V

MM
.dvMfP,MGdMP,MGPu σϕ  

Для третьей граничной задачи ( )00
21

≠≠ αα и  

,G
n

G
SS

2

1

α
α−=

∂
∂ ( )

.
M

u
n

u
SSS

22

1

α
ϕ

α
α +−=

∂
∂

 

В этом случае: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫−=

S V

MM
.dvMfP,MGdvP,MG

M

M
Pu

2
α
ϕ

 

Таким образом, исходная задача сводится к задаче о нахождении функции 

Грина.  

 

Нахождение функции Грина методом электростатических изображений 

 

Функция Грина находится явно лишь для областей частного вида.  При 

построении функции Грина полезно воспользоваться следующей ее физической 

интерпретацией. Из курса физики известно, что электрический заряд величины 

q помещенный в точку P, создает в свободном неограниченном пространстве 

электростатическое поле, потенциал которого (при определенном выборе си-

стемы единиц) равен: 

( ) .
q

Mu
MP

πρ4
0

=                                           (6.17) 

Поскольку в замкнутой области V функция Грина G(M,P) имеет вид: 

( ) ( ),P,MgP,MG
MP

+=
πρ4

1
                                (6.18) 
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где g(M,P), как функция точки M, гармоническая в области V и непрерывна 

вместе с первыми производными в замыкании [ ]V  области V, то первое слага-

емое в правой части (6.18) является потенциалом точечного единичного заря-

да, помещенного в точке P области V. Второе слагаемое g(M,P) можно также 

интерпретировать, как потенциал электростатического поля, созданного одним 

или несколькими зарядами, но расположенными обязательно вне области V. 

Это возможно сделать потому, что потенциал электростатического поля, т.е. 

функция вида (16.1), является гармонической функцией в любой области, сво-

бодной от зарядов (т.е. при ).PM ≠  Заряды вне V надо выбрать так, чтобы они 

уничтожили на поверхности S действие заряда в точке P, т.е. чтобы выполня-

лось соотношение 0G
S
= . Эти заряды называют электростатическими изоб-

ражениями единичного заряда в  Р, а сам метод нахождения функции Грина – 

методом электростатических изображений. 

Пример 1. Функция Грина для шара. Пусть V- шар, ограниченный сферой 

S: 
2222 Rzyx =++ с центром в начале координат.    

 

 
 

Поместим единичный заряд в точку P, расположенную внутри сферы S. 

Покажем, что действие этого заряда на S может быть уничтожено некоторым 

зарядом, помещенным в точке 
1

P , являющейся инверсией точки P относительно 

сферы S; точка ,P
1

 лежит на прямой OP вне шара, причём: .R 2

OPOP 1
=⋅ ρρ

 
Пусть P - произвольно зафиксированная точка сферы S. Рассмотрим два 

треугольника POP и .POP
1

 Эти треугольники подобны, так как они имеют об-

щий угол при вершине О и стороны, образующие этот угол, пропорциональны 

в силу (16.3). Из подобия треугольников следует: 

,
R

PP

PP 0

1

ρ
ρ
ρ

=  

где ;
OP

ρρ =
0

 откуда: 

 0
4

1R

4

1

PP0PP

=⋅−
πρρπρ

                                    (6.19)

 

 

при любом положении точкиPна сфере. 

V P1 

P 

P 

S 

R 

O 
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Из (6.19) следует, что действие заряда q=1 в Р уничтожается на S зарядом 

,
R

q
0

ρ
−=

 
помещенном в

1
P . Следовательно, функция Грина –  потенциал поля, 

созданного этими зарядами –  есть: 

( ) .
R

P,MG
MPMP












⋅−=

1

11

4

1

0
ρρρπ

 
Метод электростатических изображений можно применить и в плоском 

случае, однако физическая интерпретация здесь будет несколько иной. Именно 

если на прямой, проходящей через точку Р ортогонально плоскости (x,y), раз-
местить положительные электрические заряды с единичной плотностью, то они 

создадут плоское поле, потенциал которого будет равен:   ( ) .lnMu
MP

ρπ
1

2

1
0

=  

 

Решение задачи Дирихле для шара 

 

Зная функцию Грина, можно построить решение задачи Дирихле для 

уравнения Лапласа. Поскольку в этом случае ( ) 0=Mf , то искомое решение 

примет вид: 

( ) ( )∫ ∂
∂−=

S

M
.d

n

G
MPu σϕ

 

Поскольку в этом случае ( ) ,
R

P,MG
MPMP













⋅−=

1

11

4

1

0
ρρρπ

 
то: 

( ) ( )∫ 












⋅−

∂
∂−=

S

M

MPMP

,dSM
R

n
Pu ϕ

ρρρπ
1

11

4

1

0  
где ( ) .uM

S
=ϕ

 
Таким образом, остается произвести дифференцирование в подынте-

гральном выражении. Пусть Т - переменная точка, расположенная внутри шара. 

Из треугольников OTP и 
1

OTP получим: 

( ) ( ) ,cos2,cos2 2

1

1

2

1

2

TP
2

1

0

2

0

2

PT 1
γρρρρργρρρρρ −+=−+=

  
 

где γρρρρρρ ,,
OPOP,OT 110

===
 
- угол при вершине О. Учитывая, что направле-

ние внешней нормали к сфере совпадает с направлением радиуса, получим: 

R

TP0TPMP0PMM 11

1R1

P

1R1

n
=













⋅−

∂
∂=













⋅−

∂
∂

ρρρρρρρ
. 
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Учитывая выражения для
TP

ρ и для  ,
TP1

ρ а также, что 
0

2

1 ρ
ρ R=

 
, подсчитаем пра-

вую часть последнего выражения и получим, что: 

( )
( )

( ) .dSM

cosR2R

R

R4

1
Pu

M

S 2

3

0

2

0

2

2

0

2

ϕ
γρρ

ρ
π ∫

−+

−=
 

Эта формула называется формулой Пуассона, а интеграл, стоящий справа 

интегралом Пуассона.

 Можно проверить, что функция ( )Pu действительно является решением 

задачи Дирихле для шара при любой непрерывной функции ( )Mϕ .  Для этого 

следует записать подынтегральное выражение в декартовых координатах: 

( ) ( ) ( )( )
( )M

zyx

zyxR

2

3
2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

ϕ
ςηξ −+−+−

−−−
, 

где ( ) ( )ςηξ ,,,z,y,x
000  - соответственно координаты точек ( )

000
z,y,xP и ( )ςηξ ,,M . 

Непосредственным дифференцированием убеждаемся, что это выражение 

как функция точки ( )
000

z,y,xP  удовлетворяет уравнению Лапласа. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



73 

 

СПРАВОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ 

 
Линейное относительно старших производных дифференциальное урав-

нение в частных производных второго порядка 

 

( ) ( ) ( ) ( ).0,,,,,,2,
222

2

22

2

2

≠++








∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

CBA
y

u

x

u
uyxF

y

u
yxC

yx

u
yxB

x

u
yxA  

 

Классификация уравнений второго порядка 

Если 02 >− ACB в области G, то уравнение гиперболического типа. 

Если 02 =− ACB - параболического типа. 

Если 02 <− ACB - эллиптического типа. 

 

Канонический вид уравнения второго порядка 
Каноническое уравнение гиперболического типа: 










∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

y

u

x

u
uyxF

yx

u
,,,,

2

 

или 

.,,,,
2

2

2

2










∂
∂

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂

y

u

x

u
uyxF

y

u

x

u
 

Каноническое уравнение параболического типа: 

.,,,,
2

2










∂
∂

∂
∂=

∂
∂

y

u

x

u
uyxF

x

u
 

Каноническое уравнение эллиптического типа: 

.,,,,
2

2

2

2










∂
∂

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

y

u

x

u
uyxF

y

u

x

u
 

Дифференциальное уравнение характеристик уравнения: 

( ) ( ) ( ) F
y

u
yxC

yx

u
yxB

x

u
yxA =

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂

2

22

2

2

,,2,  

если ( ) ( ) ( ) .0,,2, 22 =+− dxyxCdxdyyxBdyyxA  

 

Задача Коши для неограниченной струны 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u

∂
∂=

∂
∂

 

При начальных условиях ( ),0 xu t ϕ== ( ).0 x
t

u
t ψ=

∂
∂

=  
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Решение: ( ) ( ) ( ) ( )∫
+

−

+−++=
atx

atx

d
a

atxatx
txu ττψϕϕ

2

1

2
, (формула Даламбера). 

  

Колебание полуограниченной струны 

.0,0,
2

2
2

2

2

>+∞<<
∂
∂=

∂
∂

tx
x

u
a

t

u
 

,00 ==xu ( ),0 xu x ϕ== ( ).0 x
y

u
t ψ=

∂
∂

=  

Решение: ( ) ( ) ( ) ( )∫
+

−

+−Φ++Φ=
atx

atx

d
a

atxatx
txu ,

2

1

2
, ττψ  

где ( ) ( )
( )




<−−
>

=Φ
0,

,0,

xx

xx
x

ϕ
ϕ

          и       ( ) ( )
( )




<−−
>

=
.0,

,0,

xx

xx
x

ψ
ψ

ψ  

 

Метод Фурье для уравнения колебаний ограниченной струны 

lx
x

u
a

t

u <<
∂
∂=

∂
∂

0,
2

2
2

2

2

. 

Начальные условия:       ( ),xu
x

ϕ==0  
( ).x

y

u
t

ψ=
∂
∂

=0
 

Граничные условия:          ,u
x

0
0
==  

.u
lx

0==  

Решение:          ( ) ∑
∞

=







 +=
1

,sinsincos,
k

kk
l

xk

l

atk
b

l

atk
atxu

πππ
 

где               ( )∫=
l

k dx
l

xk
x

l
a

0

;sin
2 πϕ ( )∫=

l

k dx
l

xk
x

ak
b

0

.sin
2 πψ
π

 

 

Уравнение теплопроводности для нестационарного случая 

.
2

2

2

2

2

2
2










∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

z

u

y

y

x

u
a

u

u
 

Распределение температуры в неограниченном стержне 

+∞<<−∞
∂
∂=

∂
∂

x
x

u
a

t

u
,

2

2
2 . 

Начальное условие:               ( ).0 xfu t ==  

Решение:                 ( ) ( ) ( )
∫
∞+

∞−









 −−= ξξξ
π

d
ta

x
f

ta
txu

2

2

4
exp

2

1
,  

( ) ( )( )∫
+−+−=

l
n

n BA
n

dx
l

xn
x

l
e

0

1
.1

2
sin

2

π
πϕ  

Уравнение Лапласа 

                                               
0

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z

u

y

u

x

u
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или  ,0=∆u  

где −
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∆

2

2

2

2

2

2

zyx
оператор Лапласа. 

В плоском случае уравнение Лапласа имеет вид: 

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

u

x

u
. 

Задача Дирихле для круга 

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

u

x

u
, ( ),ϕfu Rr ==  

где ϕ, r–полярные координаты. 

Решение: ( ) ( ) ( )∫
− +−−

−=
π

π ϕπ
ϕ dt

rtRrR

rR
tfru

22

22

cos22

1
,

 

(интеграл Пуассона). 
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