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Введение  
 

Электромеханические системы (ЭМС) – это вид оборудования, в 
которое представляет собой совокупность взаимодействующих 
механических элементов и электродвигателей, приводящих их в движение.  

Разработка ЭМС базируется на результатах моделирования 
динамических и статических процессов в ЭМС при воздействии на них 
возмещающих факторов. Модели электромеханических систем создаются на 
основе учета механических свойств её элементов, в том числе механических 
свойств электродвигателей и их электромеханических характеристик.  

К основным механическим характеристикам относятся: моменты сил, 
моменты инерции, жесткость, люфт и диссипативность механических связей. 

Модели электромеханических систем используются для расчета 
угловых и линейных скоростей, ускорений и перемещений [1-3, 9-11].  

Синтез алгоритмов автоматического управления ЭМС базируется на 
динамических моделях ЭМС.  

Совместный анализ динамических процессов, происходящих в 
механических и электрических устройствах,  представляет  сложную  
математическую  задачу. При  проектировании и исследовании сложных 
ЭМС важно принять корректные допущения и упрощения используемых 
математических моделей.  

Учет значений собственных резонансных частот механической части 
ЭМС [12-16] позволяет избежать попадания их в полосу пропускания 
электропривода, что снижает ошибки  регулирования  усилий,  скорости  и 
перемещения механизмов, минимизирует нагрузки в механических передачах 
и износ оборудования.   

Использование для моделирования ЭМС среды Scilab Xcos позволяет 
получать наглядные расчетные схемы и сокращать временные затраты на 
проведение математического моделирования различных вариантов 
конструкции ЭМС [17-26]. Схемы и графики, выполненные в среде Scilab 
Xcos и приведенные в пособии, имеют значения параметров, которые 
выбраны для иллюстрации одного из возможных вариантов протекания 
исследуемых процессов в ЭМС. Размерность рассчитываемых величин, 
визуализируемых в виде графиков, учитывает длительность переходных 
процессов и должна масштабироваться для решения конкретных 
практических задач.  

Принятые сокращения: 
ЭМС – электромеханические системы 
ЭМС с УС – электромеханические системы с упругими связями. 
МЧС – механическая часть системы. 
ЭНРП – элементы с непрерывно распределенными параметрам. 
РП – объект с распределенными параметрами. 
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1. Элементы модели ЭМС 
 

Первая масса двухмассовой ЭМС – это модель механической части ЭД: 
моменты инерции ротора, силы сухого и вязкого трения, воздействующие на 
вал ротора. Дополнение этой части моделью формирования 
электромагнитного момента ЭД формирует электромеханическую модель 
электродвигателя.  

Вторая масса двухмассовой ЭМС – это модель элементов соединения 
нагрузки с валом ЭД и преобразования угловой скорости вращения. Модель 
учитывает упругость, диссипативные потери и люфты соединительных муфт, 
редукторов, валов, тросов. Дополнение этой части моделью нагрузки 
позволяет получить целостную модель механической части ЭМС.   

Полная модель ЭМС включает модель ЭД, модель элементов 
соединения нагрузки с валом ЭД и преобразования угловой скорости 
вращения, модель нагрузки (рис.1.1).  

 
Рис.1.1. Элементы модели ЭМС 

 
Модели ЭМС являются средством для расчета конкретных вариантов 

ЭМС. Модели базируются на знании математических соотношений, которые 
описывают параметры и свойства отдельных элементов ЭМС и позволяют 
получать передаточные, переходные и частотные функции. 
 
 

2. Муфты для соединения концов валов 
 

Муфты используют для включения и выключения исполнительного 
органа при непрерывной работе двигателя (управляемые муфты), 
предохранения машины от перегрузок (предохранительные муфты), 
компенсации вредного влияния несоосности валов (компенсирующие 
муфты), уменьшение динамических колебаний (упругие муфты) [6,7]. 
Примеры обозначения соединения валов муфтами приведены на рис.2.1: 

           
а)         б)    в) 

Рис. 2.1. Обозначение соединения валов муфтами: а) плавающей муфтой,  
б) трубчатой муфтой, в) предохранительной муфтой 
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Широко применяемые муфты стандартизированы. Основной 

паспортной характеристикой муфты является значения крутящего момента, 
на передачу который она рассчитана. 

Выбор муфты проводится по моменту, действующему на муфту:  
T = K·TH, 

где ТН – номинальный момент длительного действия; К – коэффициент 
режима работы (при спокойной работе и небольших массах К=1,1...1,4, при 
переменной нагрузке и средних массах К=1,5...2,0, при ударных нагрузках и 
больших массах К=2,5...3,0). 

Зависимость угла относительного поворота полумуфт φ=f(T) называют 
упругой характеристикой муфты, а параметр C
=dT/d
  крутильной 
жесткостью. Эта функция для муфт линейна при постоянной жесткости 
(C
=T/
) и нелинейна при переменной жесткости. Муфты нелинейной 
жесткости могут иметь жесткую (вогнутая кривая) или мягкую (выпуклая 
кривая) характеристики. 
 
 

3. Редукторы: основные параметры, энергетическая характеристика 
и обозначения 

 
Назначение редуктора – понижение угловой скорости и 

соответствующее повышение вращающего момента ведомого вала по 
сравнению с ведущим. 

Основные параметры редукторов: 
• тип редуктора (цилиндрические, червячные, конические, планетарные или 
волновые);  

• передаточное отношение – показывает, во сколько раз изменяется 
крутящий момент и частота вращения на тихоходном (выходном) валу 
редуктора, по сравнению с входным валом. 

• частота вращения – показывает количество оборотов, которое вал 
редуктора совершает в минуту; 

• номинальный крутящий момент;  
• КПД; ресурс; уровень шума. 

Основная энергетическая характеристика редуктора – момент на 
выходном валу: �ВЫХ = �ВХ�ВХ � ∙ � 

где  Рвх – мощность на быстроходном валу; ωвх – угловая скорость 
быстроходного вала; u – передаточное число редуктора;  η – КПД редуктора. 

Пример обозначения редукторов на схемах приведён на рисунке 3.1. 
Схематическое изображение редуктора несет информацию о числе ступеней, 
передаточных числах ступеней и типах зубчатых колес. 
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Рис. 3.1. Обозначения редукторов  

(Б – быстроходный, Т – тихоходный вал) 
 
Редукторы входят в системы приводных механизмов. Широко 

распространено конструктивное объединение в общем корпусе редуктора с 
электродвигателем, которое называют «мотор-редуктор». 

 
 

4. Параметры элементов ЭМС (жесткость, сухое и вязкое трение) 
 
Для оценки формы механических характеристик вводится понятие их 

жесткости [4, 5]. Жесткость механической характеристики определяется 
соотношением С = ����  

Если механическая характеристика двигателя или рабочего органа 
линейна, то ее жесткость во всей области существования постоянна. Для 
нелинейной характеристики в каждой точке жесткость различна. 

Все звенья привода (муфты, валы, редукторы), находящиеся под 
воздействием механических усилий, деформируются. Без деформации 
вообще нет передачи усилия. Согласно закону Гука возникающие в упругом 
элементе усилия FУ или моменты МУ пропорциональны соответственно 
линейной (∆l) и угловой (∆φ) деформации [5,7]: 

FУ = C·∆l,     MУ = C·∆φ. 
Коэффициент пропорциональности С называют коэффициентом 

жесткости. Он зависит от площади поперечного сечения стержня или вала, 
от его длины и модуля упругости. Чем больше коэффициент жесткости, тем 
жестче механическая часть и меньшие деформации возникают в ней.  

Коэффициент жесткости также приводится к валу двигателя, как и 
статические усилия и моменты СПР = C/q2 при кручении или СПР = С·r2 при 
растяжении и сжатии.  

В упругом элементе при переменных деформациях из-за явления 
гистерезиса возникают дополнительные потери, которые можно 
рассматривать как потери на вязкое трение внутри упругого элемента. 
Приближенно можно принять для моментов вязкого трения следующие 
зависимости на валу двигателя и рабочего органа соответственно: �ВТ� = ����,        �ВТ� = ����, 
а в упругом элементе: 

�ВТ = ���� − ���. 
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Нагрузка электропривода типа вязкого трения на практике встречается 
редко, чаще всего ее можно наблюдать в виде слабой линейной 
составляющей в нагрузке типа сухого трения. Существенное влияние на 
динамические процессы в механической системе оказывают силы 
внутреннего вязкого трения, пропорциональные скорости деформации 
валов, канатов, муфт и других элементов ЭМС. 

По характеру влияния на механические процессы в механике все силы 
и моменты делятся на консервативные и диссипативные.  

Консервативными называются силы и моменты, при воздействии 
которых на систему не происходит поглощения энергии колебаний. Такими 
являются силы, не зависящие от скорости, в частности сила тяжести, работа 
которой за период колебаний скорости всегда равна нулю. 

Диссипативными называются силы и моменты, при воздействии 
которых на систему происходит поглощение энергии колебаний. 

Вязкое трение является примером диссипативной силы (момента), так 
как при изменении знака скорости изменяется и знак момента, а 
механическая мощность  

∆Рмех = ∆Мс·ω 
сохраняет положительный знак, что соответствует поглощению энергии 
колебаний. 

Моменты можно разделить по свойствам взаимодействия с процессом 
движения на три категории:  

– реактивные моменты;  
– демпферные моменты;  
– активные моменты.  
Реактивный момент, его еще называют моментом сухого трения – 

это момент, формируемый силами сжатия аморфных тел, трения, резания и 
т.п., препятствующий движению  и  изменяющий  свой  знак  при  изменении  
направления  движения  привода. Формально момент сухого трения 
описывается выражением  

Mст=М0sign(ω), 
где M0 – модуль момента сухого трения, ω – скорость вращения. При 
линейном перемещении элементов привода вместо скорости вращения ω в 
приведенное выражение необходимо подставлять скорость линейного 
движения V.  

 
Демпферный момент, его называют также моментом вязкого трения – 

это момент  от  перемещения  тела  в  среде  жидкости.  Он  пропорционален  
скорости вращения или линейного перемещения и изменяет свой знак при 
изменении направления движения. Формально он описывается выражением  

Мвт = kвтω, 
где kвт – коэффициент вязкого трения (коэффициент демпфирования).  

Когда частота возмущающих воздействий совпадает с одной из этих 
частот, в системе развивается недемпфированный резонанс, при котором 
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амплитуды колебаний теоретически могут возрастать до бесконечности. 
Реально в системе присутствуют диссипативные силы, которые демпфируют 
колебания, ограничивая резонансные амплитуды большими, но конечными 
значениями. 

Активный момент – это момент от силы тяжести, от растяжения, 
сжатия и скручивания упругих тел. Его знак не меняется при изменении 
направления движения, а модуль может быть как зависимым (при 
скручивании и сжатии упругих тел), так и независимым от угла поворота или 
величины линейного перемещения (действие силы тяжести).  
 
 

5. Приведение параметров элементов ЭМС к расчётной скорости 
(перемещений, скоростей, ускорений, движущихся масс и 
жесткостей связей) 

  
Благодаря наличию механических передач элементы кинематической 

цепи движутся с различными скоростями. Чтобы оценить влияние 
параметров элементов на характер движения, осуществляют приведение этих 
параметров к одной расчетной скорости – скорости двигателя. Приведение 
параметров элементов ЭМС к валу двигателя основано на законе сохранения 
потенциальной энергии. 

Параметры  вращательно  движущихся  элементов ЭМС  приводятся  к  
расчетной скорости с помощью передаточного отношения 

i1-i=ω1/ωi, 
а параметры поступательно движущихся элементов – радиуса 

приведения [1,2,4] 
ρ1-i=vi/ω1. 

В таблице 5.1 [2,4] даны формулы приведения перемещений, 
скоростей, ускорений, движущихся масс и жесткостей связей к скорости 
двигателя для вращательно и поступательно движущихся элементов. 

 
Таблица 5.1. 

Параметр Вращательно движущийся 
элемент 

Поступательно движущийся 
элемент 

Перемещения 
�!" = 
" ∙ #�!" 
�!" = $"%�!" 

Скорости ��!" = �" ∙ #�!" ��!" = &"%�!" 

Ускорения '�!" = '" ∙ #�!" '�!" = ("%�!" 

Моменты инерции )�!" = )"#�!"�  )�!" = *" ∙ %�!"�  

Моменты, усилия 
 � = �"#�!" � = +" ∙ %�!" 
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Жёсткости связей ,�!" = ,"#�!"�  ,�!" = ," ∙ %�!"�  

Коэффициент 
демпфирования (вязкого 
внутреннего трения) 

��!" = �"#�!"�  ��!" = �" ∙ %�!"�  

Кинематический зазор 
 ∆
�!" = ∆
" ∙ #�!" ∆
�!" = ∆$"%�!" 

 
В приведённых формулах таблицы индекс 1-j означает произведение 

последовательности сомножителей: #�!" = #� ∙ #� ∙ … ∙ #", то есть передаточное 
число от вала приведения до j-го вала; φ и S – вращательное и 
поступательное перемещение  
 
 

6. Приведение нагрузок в ЭМС к расчётной скорости   
  

Рабочий орган производственной машины реализует полезную работу. 
Если рабочий орган совершает вращательное движение, то к нему 
прикладывается момент, если возвратно-поступательное – сила (усилие). 
Моменты и силы, приложенные к рабочему органу, приводятся к скорости 
двигателя также с помощью передаточного отношения и радиуса 
приведения:  � = �"#�!" ; 							� = +" ∙ %�!" . 

По характеру действия моменты и силы подразделяются на активные и 
реактивные. Активные моменты и силы создаются внешними источниками 
энергии по отношению к приводу, а реактивные возникают как реакция на 
активное движение привода. 

Суммарный момент статической нагрузки, приведенный к валу 
двигателя, состоит из момента полезной нагрузки и момента трения в 
механических передачах: �С = �ПОЛ ± �ТР. 

Здесь момент полезный и момент трения – моменты, приведенные к 
скорости двигателя. По характеру действия момент, обусловленный трением 
в механических передачах, – реактивный.  

В таблице 6.1 даны формулы приведения статических нагрузок (сил и 
моментов) к расчетной скорости (скорости двигателя) с учетом направления 
потока механической мощности [4]. 

Таблица 6.1. 
Направление потока 

механической мощности 
Статическая нагрузка 

При вращательном 
движении рабочего органа 

При поступательном 
движении рабочего органа 

От двигателя к рабочему 
органу �6 = �"� ∙ #�!" �6 = +"� %�!" 
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От рабочего органа к 
двигателю �6 = �"#�!" � 

�6 = +" ∙ � ∙ %�!" 

 
η – коэффициент полезного действия 
ρ  – радиус приведения  
 
 

7. Колебания упругой системы с распределенной массой и 
упругостью 

 
В общем случае колебания упругой системы с распределенными 

массой и упругостью можно описать дифференциальными уравнениями вида 
[1- 3]:  * 7�78� 9(:, ;, <, 8) + >? @ ��: , ��; , ��<A 9(:, ;, <, 8) = B(:, 8) 

где  m – масса, отнесенная к единице площади или объема;  
q(x, y,  z, t) – смещение;  
с – коэффициент комплексной жесткости;  
f(x, t) – внешняя сила, отнесенная к единице площади или объема;  
Н – линейный дифференциальный оператор, который характеризует упругую 
деформацию материала.  

Первый член этого уравнения характеризует инерцию системы, а 
второй – упругую восстанавливающую силу.  
 
 

8. Комплексная упругая постоянная 
 
Вследствие текучести материала, упругого запаздывания и других 

аналогичных явлений упругие свойства и рассеяние энергии механической 
колебательной системой зависят от предыстории её движения.  

При использовании частотных методов исследования ЭМС, имеющих 
протяженные механические  передачи,  рассеяние  энергии  в  них  удобно  
учитывать,  вводя  комплексную упругую постоянную:  

c=c0 (1+ jη), 
где c0 – коэффициент жесткости системы, характеризующий упругие 
свойства объекта;  
η – коэффициент потерь, характеризующий диссипативные свойства.  

Комплексный модуль упругости для рассматриваемого материала 
можно найти, определив жесткость c0 на резонансной частоте ωР, а 
коэффициент потерь η =ωВ/ωР – по ширине полосы резонансной кривой 
системы ωВ на уровне амплитудных значений, в √2  раз меньших максимума 
частотной характеристики.  
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9. Передаточные функции ЭМС с распределенными параметрами 
 
В  общем  случае  способы  определения  передаточных  функций  ЭМС  

с РП-объектами отличаются от способов, используемых в теории систем с 
сосредоточенными параметрами, так как РП-объекты описываются  
дифференциальными уравнениями в частных производных и для полной 
характеристики их свойств необходима двухточечная передаточная функция 
с бесконечным числом параметров:  E(:�, :�; F) = G(:�, F)+(:�, F),					:� ∈ �,					:� ∈ I, 
где Р – множество точек приложения входного воздействия F; Q – множество 
точек, в которых наблюдается выходной сигнал Y; Y(x2,s) и F(x1,s) – образ 
преобразования Лапласа от выходной координаты системы и входного 
воздействия, s – аргумент преобразования Лапласа.  

 
 

10.  Общепринятые упрощения математической модели ЭМС с 
упругими связями 
 
В общем случае реальный механизм при учете упругих свойств 

протяженных передач представляет собой систему с распределенными 
параметрами и имеет бесконечное число степеней свободы. Для упрощения 
математической модели ЭМС с упругими связями её механическую часть 
представляют в виде системы с сосредоточенными параметрами.  

При этом используют следующие общепринятые допущения [7]:  
−  волновые  процессы  деформации  элементов  механической  передачи не 
учитывают;  
− силы и моменты, действующие в системе, приложены к недеформируемым 
сосредоточенным массам;  
−  упругие звенья невесомы и имеют постоянную жесткость;  
−  удлинение канатов и скручивание валов достаточно мало, и реальные 
деформации могут быть учтены с помощью закона Гука;  
−  силы внутреннего трения малы и пропорциональны скорости изменения 
деформации.  
 
 

11.  Система дифференциальных уравнений для двухмассовой 
диссипативной схемы механической части ЭМС 

 
Двухмассовая ЭМС состоит из двух последовательно соединённых 

масс. Соединяющие элементы характеризуются свойствами упругости и 
вязкого трения (диссипативности). Расчетная схема двухмассовой, упругой, 
диссипативной ЭМС приведена на рисунке11.1. 
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Рис.11.1. Схема двухмассовой упругой диссипативной ЭМС 

 
На рисунке 11.1 приняты следующие обозначения:  

J1, J2 – момент инерции первой массы и приведенный момент инерции второй 
массы;  
β12 и C12 – коэффициенты демпфирования и жесткости передачи между 
первой и второй массами;  
M1  – электромагнитный момент электродвигателя;  
M12, MВТ12 – упругий момент и момент вязкого трения в механической 
передаче между первой и второй массами;  
MВ1 – внешний момент нагрузки, приложенный к первой массе;  
MВ2 – внешний приведенный момент нагрузки, приложенный ко второй  
массе;  
φ1  – угловая скорость первой массы; 
φ2  – приведенная угловая скорость первой массы.  

 
Система  дифференциальных  уравнений,  описывающих  переходные 

процессы  в  ЭМС, составляется на основе последовательного учета баланса 
моментов, воздействующих на каждую массу. Динамический момент  �ДИНM = )M(7ωM 78⁄ ) является средством учета инерции массы. 
Алгебраическая сумма других моментов соответствует установившемуся 
движению массы с постоянной угловой скоростью.   

Система  дифференциальных  уравнений,  описывающих  переходные 
процессы  в  двухмассовой ЭМС,  имеет следующий вид: P�� − �У��(
�, 
�) − �ВТ���ω�, ω�� − �В� = )��7ω� 78⁄ �;

����
�, 
�� + �ВТ���ω�, ω�� − �В� = )��7ω� 78⁄ �;  

где φi, ωi, Ji – угловая координата, угловая скорость и момент инерции оси i–
той массы; М1 – электромагнитный момент электродвигателя;  МВi – момент 
внешний нагрузки i-й массы; MВТ12 и MУ12 – моменты демпфирования и 
эквивалентной жесткости элементов передачи движения между 1-й и 2-й 
массами. 

Момент упругости и момент вязкого трения могут быть выражены в 
виде соотношений:  

�У�� = ,���
� − 
��,      �ВТ�� = �ВТ�ω� − ω��. 
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Эти соотношения позволяют привести систему  дифференциальных  
уравнений,  описывающих  переходные процессы  в  двухмассовой ЭМС,  к 
более конкретному виду:  P�� − ,��(
� − 
�) − �ВТ(ω� − ω�) − �В� = )�(7ω� 78⁄ );,��(
� − 
�) + �ВТ(ω� − ω�) − �В� = )�(7ω� 78⁄ ).  

Следует заметить, что угловые положения φi и угловые скорости ωi 
элементов ЭМС являются функциями времени. Так как угловая скорость 
является интегралом углового положения, то каждое уравнение системы 
является дифференциальным уравнение второго порядка.   
 
 

12.  Уравнения  движения в операторной форме для двухмассовой 
упругой диссипативной механической части ЭМС 

 
Решение системы дифференциальных уравнений можно свести к 

решению алгебраических уравнений путем применения преобразования 
Лапласа, то есть переходом к операторной форме решаемых уравнений [2,4]. 
Уравнения  движения двухмассовой диссипативной механической  части  
электропривода, записанные в операторной форме, имеют вид: 

RS
T��(F) − ���(F) − �В�(F) = )���(F)F;���(F) − �В�(F) = )���(F)F;���(F) = U,��F + �ВТV [��(F) − ��(F)];							(12.1) 

где M1 – входной вращающий момент;  
M12 – сумма упругого момента и момента вязкого трения в механической 
передаче между первой и второй массами;  
MВ1 и MВ2 – моменты внешнего воздействия на первую и второю массу;  
J1 и J2 – моменты инерции первой и второй массы;  
ω1 и ω2 – угловые скорости вращения первой и второй массы;  
C12 и βВТ – коэффициенты жесткости и вязкого трения (демпфирования) 
передачи между первой и второй массами;  
s – комплексная переменная преобразования Лапласа. 

Следует отметить, что в системе операторных уравнений нет угловых 
координат φi, что достигнуто путем применения свойства преобразования 
Лапласа об интегрировании оригинала. Поскольку угловая координата φi 
является интегралом от угловой скорости ωi, то изображением по Лапласу 
интеграла от оригинала ωi по аргументу t является изображение оригинала ωi, 
деленное на аргумент s.  
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13.  Структурная схема для двухмассовой диссипативной схемы 
механической части ЭМС 

 
На  основании  дифференциальных уравнений движения в операторной 

форме можно составить структурные схемы механической части ЭМС. 
Схема состоит из трех блоков: расчетный блок первой массы, блок упругой и 
диссипативной связи масс, блок второй массы. Фактически блок связи масс 
включает два блока (момента упругости и момент вязкого трения), но на 
схеме они объединены, так как соответствующие моменты суммируются. 
Структурная схема двухмассовой диссипативной  расчётной  схемы строго 
соответствует уравнению (12.1) и представлена на рисунке 13.1.  
 

 
Рис.13.1. Структурная  схема двухмассовой  упругой диссипативной механической части 

 
Моменты M1, MВ1 и MВ2 являются входными величинами, требующими 

специального задания, в выходной величиной – угловая скорость ω2 второй 
массы. 

Схема имеет две отрицательных обратных связи: первая обратная связь 
формирует алгебраическую сумму моментов, приложенных к первой массе, а 
вторая обратная связь необходима для вычисления разности угловых 
скоростей и угловых координат валов первой и второй массы.  

 
 

14.  Передаточная функция  ���(�) = ��(�)/��(�) двухмассовой 
диссипативной ЭМС по входному моменту M1 для выходной 
величины угловой скорости ω1 

 
Передаточная функция ЭМС – это эффективный метод 

математического описания динамических свойств ЭМС. Передаточная 
функция WЭМС(s) непрерывной ЭМС представляет собой отношение образов 
преобразования Лапласа выходного сигнала Y(s) и входного сигнала X(s) при 
нулевых начальных условиях. В зависимости от структуры ЭМС и целей 
проводимых исследований выбирается входной и выходной сигналы, 
которые являются заданными функция ми времени [1, 2]. 
  Передаточная функция двухмассовой диссипативной ЭМС по 
входному моменту M1 для выходной величины угловой скорости ω1 может 
быть получена по системе уравнений в операторной форме: 
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Z��(F) − ���(F) − �В��F� = )����F�F;
����F� − �В��F� = )����F�F;
����F� = U,��

F + �ВТV [��(F) − ��(F)];
 

Алгоритм получения передаточной функции WMω1(s)= ω1(s)/ M1(s):  
- исключить в первом уравнении момент M12 путем сложения первого и 
второго уравнений; 
- исключить во втором уравнении момент M12 путем подстановки его 
значения в третьем уравнении; 
- выразить величину угловой скорости ω2 во втором уравнении; 
- заменить в первом уравнении величину угловой скорости ω2 на её 
выражение из второго уравнения; 
- в первом уравнении выразить величину входного момента M1. 

В результате применения изложенного алгоритма получается 
следующее соотношение: 

��(F) = )�F�[,�� + �ВТF] + )�F
)�F� + �ВТF + ,��

��(F) + �В�(F) + �В�(F) �ВТF + ,��
)�F� + �ВТF + ,��

 

Передаточная функция WMω1(s) = ω1(s)/M1(s) может быть получена из 
приведенной выше формулы, если приравнять к нулю моменты внешних сил 
MВ1 и MВ2. В этом случае передаточная функция WMω1(s) имеет следующий 
вид: 

E[\(F) = \](^)
[](^) = _`^`abВТ^a6]`

^∙(_`bВТ^`a6]`^a_]) , 
где  
2cВТ = ,��

)��ВТ
,       Ω��� = )�

)��ВТ
. 

Корни характеристического уравнения  

F�� = −2cВТ ± efΩ��� − αВТ�  

Теоремы о связи "начальных" и "конечных" значениях оригинала и 
изображения преобразования Лапласа позволяют определить по полученной 
выше передаточной функции начальные и конечные значения оригинала 
передаточной функции: 

h[\(8 = 0) = lim^⇀n F ∙ )�F� + �ВТF + ,��
F ∙ ()��ВТF� + ,��F + )�) = ,��

)�
,      (14.1) 

h[\(8 = ∞) = lim^⇀q F ∙ )�F� + �ВТF + ,��
F ∙ ()��ВТF� + ,��F + )�) = �ВТ!�.     (14.2) 

Формулы (14.1) и (14.2) показывают, что для двухмассовой 
диссипативной ЭМС начальное значение коэффициента передачи зависит от 
жесткости системы, а конечное – от вязкости связи между массами. 
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15.  Переходная функция для двухмассовой упругой диссипативной 
ЭМС по входному моменту M1 для выходной величины угловой 
скорости ω1 
 
Полученная передаточная функция позволяет определить переходную 

функцию, которая является реакцией системы на единичное ступенчатое 
входное воздействие. Поскольку образом преобразования Лапласа 
ступенчатой единичной функции является функция L{1(t)}=1/s, то 
переходная функция рассматриваемой ЭМС имеет вид: ?[\(F) = E[\(F) ∙ 1F = )�F� + �ВТF + ,��F� ∙ ()��ВТF� + ,��F + )�). 

Начальные и конечные значения оригинала переходной функции: ℎ[\(8 = 0) = lim^⇀n F ∙ )�F� + �ВТF + ,��F� ∙ ()��ВТF� + ,��F + )�) = 0, 
ℎ[\(8 = ∞) = lim^⇀q F ∙ )�F� + �ВТF + ,��F� ∙ ()��ВТF� + ,��F + )�) = ∞.					(15.1) 

Полученное конечное значение оригинала переходной функции (15.1) 
говорит о том, что угловая скорость ω1 двухмассовой диссипативной ЭМС 
при ступенчатом входном моменте M1 будет неограниченно возрастать. 

 
 

16.  Передаточная функция  ��_���(�) = ���(�)/��(�) двухмассовой 
упругой диссипативной ЭМС по входному моменту M1 для 
выходной величины угловой скорости ω1 

 
 Передаточная функция двухмассовой диссипативной ЭМС по 
входному моменту M1 для выходной величины угловой скорости M12 может 
быть получена путем решения системы уравнений в операторной форме: 

Z��(F) − ���(F) − �В�(F) = )���(F)F;���(F) − �В�(F) = )���(F)F;���(F) = U,��F + �ВТV [��(F) − ��(F)]; 
Алгоритм получения передаточной функции WM_M12(s)=M12(s)/M1(s):  

- выразить в первом и втором уравнениях системы величины угловых 
скоростей ω1(s) и ω2(s); 
- исключить в третьем уравнении угловые скорости ω1(s) и ω2(s) путем 
подстановки их значений из первого и второго уравнений; 
- перенести в левую часть полученной формулы все слагаемые с функцией 
M12(s). 

В результате применения изложенного алгоритма получается 
следующее соотношение: U1 + ()� + )�) ,�� + F�ВТF�)�)� V ���(F) = ,�� + F�ВТF�)�)� [��(F))� − �В�(F))� + �В�(F))�]. 
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Передаточная функция WM_M12(s)=M12(s)/M1(s) может быть получена из 
приведенной выше формулы, если приравнять к нулю моменты внешних сил 
MВ1 и MВ2. В этом случае передаточная функция WM_M12(s) имеет следующий 
вид: E[_[��(F) = ���(F)��(F) = )�(,�� + F�ВТ)F�)�)� + F�ВТ()� + )�) + ()� + )�),�� ,					(16.1) 

Теоремы о связи "начальных" и "конечных" значениях оригинала и 
изображения преобразования Лапласа позволяют определить по полученной 
выше передаточной функции начальные и конечные значения оригинала 
передаточной функции: h[_[��(8 = 0) = lim^⇀n F ∙ )�(,�� + F�ВТ)F�)�)� + F�ВТ()� + )�) + ()� + )�),�� = �ВТ)� ,						(16.2) 

h[_[��(8 = ∞) = lim^⇀q F ∙ )�(,�� + F�ВТ)F�)�)� + F�ВТ()� + )�) + ()� + )�),�� = 0.					(16.3) 

Формулы (16.2) и (16.3) показывают, что для двухмассовой 
диссипативной ЭМС начальное значение коэффициента передачи зависит от 
величины вязкого трения и момента инерции первой массы, а конечное 
значение коэффициента передачи равно нулю. 
 

 
17.  Переходная функция для двухмассовой упругой диссипативной 
ЭМС по входному моменту M1 для выходной величины угловой 
скорости M12 
 
Полученная передаточная функция позволяет определить переходную 

функцию, которая является реакцией системы на единичное ступенчатое 
входное воздействие. Поскольку образом преобразования Лапласа 
ступенчатой единичной функции является функция L{1(t)}=1/s, то 
переходная функция рассматриваемой ЭМС имеет вид: ?[_[��(F) = E[\(F) ∙ 1F = 1F ∙ )�(,�� + F�ВТ)F�)�)� + F�ВТ()� + )�) + ()� + )�),��. 

Начальные и конечные значения оригинала переходной функции: ℎ[_[��(8 = 0) = lim^⇀n )�(,�� + F�ВТ)F�)�)� + F�ВТ()� + )�) + ()� + )�),�� = 0, ℎ[_[��(8 = ∞)= lim^⇀q )�(,�� + F�ВТ)F�)�)� + F�ВТ()� + )�) + ()� + )�),�� = )�()� + )�) . 					(17.1) 

Полученное конечное значение оригинала переходной функции (17.1) 
говорит о том, что момент M12 двухмассовой диссипативной ЭМС при 
ступенчатом входном моменте M1 зависит только от соотношения момента 
инерции второй массы и суммы моментов инерции обоих масс. 
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18.  Модель двухмассовой  упругой диссипативной ЭМС в среде Scilab 
Xcos 

 
На основе уравнений движения (12.1) и структурной схемы 

двухмассовой  упругой диссипативной ЭМС (рис.13.1) построена модель, 
приведенная на рисунке 18.1. Моменты внешних сил заданы в виде 
ступенчатых функций. Численные значения параметров модели заданы в 
контексте схемы. Модель позволяет получить графики переходных 
процессов для различных переменных состояния во времени.  

 
Рис.18.1. Схема модели двухмассовой  упругой диссипативной ЭМС 

 
Двухмассовая упругая консервативная или диссипативная ЭМС при 

ступенчатом характере задания момента электродвигателя и моментов 
сопротивления не имеет стационарной рабочей точки. Это обусловлено тем, 
что момент электродвигателя не уравновешивается противодействующими 
моментами, и поэтому угловая скорость вращения ЭМС неограниченно 
возрастает. Этот факт иллюстрируют графики переходных функций для 
угловых скоростей �� и �� рисунка 18.2. 

 
а)            б) 

Рис.18.2. Графики переходных функций для угловых скоростей первой и второй масс 
двухмассовой  упругой диссипативной ЭМС 
а) зависимость от времени, б) годограф 

 
Переходная функция момента взаимодействия масс M12 приведена на 

рисунке 18.3.  
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Рис.18.3. График переходной функции для момента M12 двухмассовой  упругой 

диссипативной ЭМС 
 

Полученные результаты моделирования указывают на то, что модель 
ЭМС с заданными постоянными моментами, приложенными к первой и ко 
второй массе, не является устойчивой по угловой скорости вращения масс, и 
является устойчивой по моменту взаимодействия M12. 
 
 

19.  Частотная характеристика для двухмассовой упругой  
диссипативной ЭМС по входному моменту M1 для выходной 
величины угловой скорости ω1 
 
Частотная передаточная функция получается путем подстановки F = e�  в образ Лапласа передаточной функции (16.1) [8].   
Физический смысл амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) 

состоит в том, что она равна отношению амплитуд выходного и входного 
сигналов, имеющих форму синусоиды заданной частоты ω. Эта 
характеристика применима для линейных систем, которые не изменяют 
форму синусоидального сигнала. Фазовая частотная функция – это 
зависимость сдвига фазы между синусоидальными сигналами на входе и 
выходе в зависимости от частоты. 

Частотная характеристика для двухмассовой упругой диссипативной 
ЭМС по входному моменту M1 для выходной величины угловой скорости ω1 
имеет следующий вид: E[\(e�) = ��(e�)��(e�) = )�(e�)� + �ВТe� + ,��(e�) ∙ ()��ВТ(e�)� + ,��e� + )�).						(19.1) 

В полученной комплексной функции целесообразно выделить 
действительную и мнимую часть: xyzE[\(e�){ = )�z,�� − �ВТ�{�� + )��ВТ − ,���)���ВТ��| + (,��� − 2)�)��ВТ)�� + )�� ; 
 }*zE[\(e�){ = − )���ВТ�| + (,���ВТ − )�,���ВТ − )�)�)�� − )�,���z)���ВТ��| + z,��� − 2)�)��ВТ{�� + )��{ . 
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Амплитудно-фазовая частотная характеристика (АФЧХ) строится на 
комплексной плоскости. Она представляет собой геометрическое место 
концов векторов (годограф), соответствующих частотной передаточной 
функции  E[\(e�) = xy}*(E[\(e�))zE[\(e�){ + }*(E[\(e�)) 
при изменении частоты от нуля до бесконечности. По оси абсцисс 
откладывается вещественная часть xyzE[\(e�){ и по оси ординат – мнимая 
часть }*(E[\(e�)). Для каждой частоты на комплексной плоскости 
наносится точка. Полученные точки соединяются плавной кривой.  
 
 

20.  Расчет АЧХ и ФАЧХ двухмассовой упругой диссипативной ЭМС в 
среде Scilab Xcos 

 
Частотная передаточная функция (19.1), полученная в предыдущем 

разделе, может быть  использована для построения графиков АЧХ и ФАЧХ 
по входному моменту M1 и выходной величины угловой скорости ω1 для 
двухмассовой диссипативной ЭМС. Схема расчета АЧХ и ФАЧХ в среде 
Scilab Xcos приведена на рисунке 20.1. Аргумент этих функций – круговую 
частоту ω генерирует стандартный блок TIME_f. Кроме того, начальное 
значение аргумента смещено вправо на 0.5, так как рассчитываемые функции 
имеют особенность в точке ω=0. Числители и знаменатели дробно-
рациональных функций действительной и мнимой части реализованы в виде 
отдельных блоков, что позволило обеспечить качественную визуализацию 
схемы.  

 
Рис. 20.1. Схема расчета АЧХ и ФАЧХ для частотной передаточной функции по входному 

моменту M1 и выходной величины угловой скорости ω1 
для двухмассовой упругой диссипативной ЭМС 

 
Результаты расчетов АЧХ и ФАЧХ приведены в виде графика и 

годографа на рисунке 20.2. 
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а)            б) 

Рис. 20.2. Графики а) АЧХ и б) ФАЧХ для частотной передаточной функции по входному 
моменту M1 и выходной величины угловой скорости ω1  

для двухмассовой упругой диссипативной ЭМС 
 

Полученный график АЧХ подтверждает наличие у неё полюса при ω=0, 
одного нуля и одного локального максимума. График ФАЧХ позволяет 
определить фазу и амплитуду для заданного значения угловой частоты. 
 
 

21.  ЭМС с электродвигателями 
 
Анализ динамических режимов работы механической части 

проводился при предположении независимости электромагнитного момента 
двигателя от его скорости. Момент двигателя принимался постоянным 
М=const или как независимая функция времени М(t) [1, 2, 5].  

На самом деле электрическая часть электропривода, включающая в 
себя электродвигатель, силовой преобразователь и систему управления, и 
механическая часть со связанными движущими массами двигателя и 
механизма образуют единую электромеханическую систему. Процессы, 
протекающие в электрической и механической частях системы, 
взаимосвязаны за счет наличия электромеханической связи, то есть 
зависимости  ЭДС  двигателя от его скорости вращения ω1.  

Электромеханическая связь определяет зависимость  
электромагнитного момента от скорости М=f(ω1). Данная зависимость 
называется механической характеристикой электропривода.  

В [2, 3] на основании анализа электромеханических свойств 
разомкнутых и замкнутых систем электропривода установлено, что при  
определенных  условиях  механические  характеристики  электроприводов с 
различными типами двигателей описываются идентичными уравнениями. 
Поэтому при данных условиях аналогичны и основные электромеханические 
свойства привода, что создает предпосылки для обобщенного анализа 
динамических режимов электромеханических систем.  
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22.  Модель ЭД в виде апериодического звена первого порядка  
 

Динамическая механическая характеристика ЭД ПТНВ [1] получается 
на основе законов Кирхгофа и закона электромагнитной индукции, 
посредством которых вычисляют силу Ампера (Лоренца), приводящую к 
возникновению электромагнитного момента М, который вращает ротор 
двигатель. В частности, дифференциальное уравнение, связывающее 
величину угловой скорости ω ротора и величину вращающего момента M на 
вале ротора, имеет вид: � = �Я�Φ − xЯ���Φ� � − �Я���Φ� 7�78 , 
где uЯ – напряжение на обмотке ротора (якоря), k – конструктивный 
коэффициент, Φ – магнитный поток обмотки возбуждения, RЯ – 
сопротивление обмотки якоря, LЯ – индуктивность обмотки якоря. 

Уравнение обобщенной динамической механической характеристики 
электропривода М=f(ω1) можно представить в виде [2]: � = �КЗ − ��� − �Э 7�78  7�(8)78 = 1�Э (�(�q − ��) − �(8)) = − �(8)�Э + �(�q − ��(8))�Э  

или в операторной форме [1]: � ∙ z�ЭДF + 1{ = �(�q − ��)							(22.1) 
где  МКЗ=βЭД·ω0 – «момент  короткого  замыкания  электропривода, имеющий 
место в режиме стопорения» [1] (ω1 = 0),  
ω0 – скорость идеального холостого хода, которую электропривод имеет при 
отсутствии нагрузки на его валу; 
βЭД = dM/dω – жесткость статической механической характеристики 
электропривода;   
ТЭД – электромагнитная постоянная времени силовых цепей электропривода.  
 Этому уравнению соответствует схема с апериодическим звеном 
первого порядка, изображенная на рисунке 22.1.  
 

 
 

Рис. 22.1. Модель ЭД в виде апериодического звена первого порядка 
 
Анализ электромеханических свойств электроприводов  с  двигателями  

постоянного  и  переменного тока позволил установить,  что  при  
определенных  допущениях  они  имеют  аналогичные механические 
характеристики, что создает предпосылки для обобщенного изучения 
динамических режимов электромеханических систем.  
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В обобщенной электромеханической системе привод имеет линейную 
механическую характеристику со статической жесткостью βЭД и 
электромагнитной постоянной времени силовых цепей ТЭД.  

«К такому виду механической характеристики при приемлемых для  
инженерной  практики  допущениях  может  быть  приведен  ряд 
разомкнутых и замкнутых систем электропривода постоянного и 
переменного тока с линейными и нелинейными характеристиками при их 
линеаризации в области малых отклонений от точки статического 
равновесия» [1-3]. 
 
 

23.  Модель ЭМС, состоящей из ЭД и двухмассовой  упругой 
диссипативной механической части 

 
Модель ЭМС, состоящей из электродвигателя и двухмассовой  упругой 

диссипативной механической части, может быть получена путем 
объединения уравнений (12.1) и (22.1), описывающих модели 
соответствующей механической части и электродвигателя [1, 2]. Тогда  
операторные уравнения,  описывающие  динамические  режимы  обобщенной 
электромеханической системы, примут вид:  

R�S
�T��(F) ∙ (�ЭДF + 1) = �ЭД(�q − ��)��(F) − ���(F) − �В��F� = )����F�F;

����F� − �В��F� = )����F�F;
����F� = U,��

F + �ВТV [��(F) − ��(F)];
							(23.1) 

Функция M1 (входной вращающий момент) присутствует в двух 
уравнениях полученной системы: в уравнении механической характеристики 
ЭД и в уравнении моментов сил, приложенных к первой массе. Третье 
уравнение описывает моменты сил, приложенных ко второй массе. Четвертое 
уравнение определяет момент упругого и диссипативного взаимодействия 
двух масс. 

 
 

24.   Структурная  схема  ЭМС, состоящей из ЭД и двухмассовой  
упругой диссипативной механической части 
 
Структурная схема асинхронного электромеханического  

преобразователя, линеаризованного в пределах рабочего участка статической 
механической характеристики, представлена на рисунке 24.1 

Так как критическое скольжение двигателей лежит в пределах sK= 0.05-
0.5, причем меньшие значения соответствуют мощным двигателям, 
электромагнитная постоянная двигателя ТЭД при питании от источника 
напряжения невелика:  

ТЭД =1/ω0 ЭЛ.НОМ,   sК=0.06~0.006 c. 
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Меньшие значения параметра ТЭД соответствуют двигателям малой 
мощности. 
 

 
Рис. 24.1. Структурная  схема  ЭМС, состоящей из ЭД и двухмассовой  упругой 

диссипативной механической части 
 

Представляя электропривод простейшей структурной схемой на 
рисунке 24.1, необходимо помнить, что неучет упругих механических связей 
всегда в той или иной степени искажает фактический характер процессов. 
Наряду с задачами, для решения которых в конкретных условиях эти 
искажения не имеют существенного значения, имеется широкий круг 
практических вопросов, правильно решить которые без учета упругостей 
невозможно. Кроме того, при решении любых задач нужно уметь оценивать 
влияние упругих связей на динамику электромеханической системы. 
Поэтому анализ особенностей взаимодействия электропривода, обладающего 
линейной механической характеристикой, с механизмом, содержащим 
упругие связи, в единой системе имеет важное практическое значение. 
 
 

25.  Расчет переходной функции по частоте вращения ЭМС, состоящей 
из ЭД и двухмассовой  упругой диссипативной механической части 
в среде Scilab Xcos 

 
Рассматривается модель двухмассовой ЭМС, которая приводится в 

движение электродвигателем, механические элементы которого образует 
первую массу. Вторая масса соответствует нагрузке и соединена с первой 
массой упругой диссипативной связью. Используется линейная модель ЭД в 
виде апериодического звена первого порядка.  

Рассчитываются переходные функции для параметров системы: 
угловых скоростей первой и второй массы, вращающие моменты, разности 
углового положения валов ЭД и нагрузки. В проводимых расчетах заданы 
конкретные приведенные значения параметров системы и внешних 
воздействий. Схема модели в среде Scilab Xcos приведена на рисунке 25.1. 
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Рис. 25.1. Схема модели двухмассовой ЭМС:  
первая масса – ЭД,  вторая масса – нагрузка 

 
Результаты моделирования переходных функций представлены в виде 

графиков. Начальные значения угловых скоростей и моментов сил заданы 
нулевыми. Поскольку электродвигатель и первая часть механической части 
имеют жесткое сцепление, то будем полагать, что они образуют общую 
первую массу, которую будем называть массой подвижной части 
электродвигателя.  

Переходные функции угловых скоростей первой и второй массы имеют 
затухающую колебательную составляющую. При заданных значениях 
параметров системы угловые скорости за короткий промежуток времени 
сравниваются и устанавливаются на некотором уровне, не превышающем 
величину угловой скорости холостого хода ω0, как показано на рисунке 25.2.  

 
а)           б) 

Рис. 25.2. Графики результатов моделирования переходной функции  
по частоте вращения ЭМС, состоящей из ЭД и двухмассовой  

упругой диссипативной механической части:  
а) в интервале 0-100,  б) в интервале 0-7 

 
Следует отметить, что в приведенном примере имело место временное 

превышение угловыми скоростями величины угловой скорости холостого 
хода. Это явление не является обязательным свойством переходной функции. 
На начальном участке переходной функции размах колебаний угловых 



28 

 

скоростей максимален, и с течением времени колебания затухают. На 
приведенных графиках размах колебаний угловой скорости первой массы 
значительно превосходит размах колебаний второй массы, так как величина 
второй массы в 10 раз больше, чем первая масса.  

Переходная функция разности �� − �� угловой скорости валов 
электродвигателя и второй массы приведена на рисунке 25.3. Для выбранных 
параметров системы переходная функция имеет характер затухающих 
колебаний, среднее значение которых так же меняется во времени. Частоты 
колебаний разности угловых скоростей и разности углового положения 
совпадают. Предельное значение этой переходной функции равно нулю. 

 
 

Рис. 25.3. Переходная функция разности �� − �� угловой скорости валов ЭД и второй 
массы 

 
Графики переходных функций моментов электродвигателя M и второй 

массы M12 приведены на рисунке 25.4. Для выбранных параметров системы 
переходные функции имеют характер затухающих колебаний. Момент 
электродвигателя M с ростом времени стремится к величине 0.6, а момент 
второй массы M12 к величине 0.5, то есть к моменту внешних сил, 
приложенных ко второй массе. Предельная величина момента ЭД равна 
сумме предельного момент второй массы и момента внешних сил, 
приложенных к первой массе. Предельные значения моментов M и M12 
соответствуют параметрам установившегося режима реботы ЭМС. 

 

 
 

Рис. 25.4. Переходные функции моментов ЭД M и второй массы M12. 
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Разность 
� − 
� углового положения ЭД и второй массы для 
принятых в модели значениях параметров имеет затухающий колебательный 
характер. Предельная величина этой разницы отлична от нуля и равна 
0.016683.   
 

 
 

Рис. 25.5. Переходная функция разности 
� − 
� углового положения ЭД и второй массы 
 

Полученные результаты моделирования указывают на то, что модель 
механической части упругой диссипативной ЭМС, дополненная линейной 
моделью ЭД в виде апериодического звена первого порядка, является 
устойчивой по угловой скорости вращения масс. 

 
 

26.  Рядные многомассовые модели механической части ЭМС 
 

При исследовании различных технологических машин расчетные 
схемы механизмов в зависимости от конфигурации кинематической схемы 
наиболее часто представляют в виде рядных или разветвленных 
многомассовых моделей. Характер  движения  многомассовой системы  
определяется  наибольшими массами и наименьшими жесткостями связей.  

Если система состоит из трех последовательно соединённых   масс, то с  
учетом  рассмотренных  допущений  используют трехмассовые расчетные 
схемы в виде рядной схемы механизма, приведенной на рисунке 26.1. 
Обычно первое звено ЭМС представляет собой электродвигатель, который 
непосредственно приводит в движение второе звено. Третье звено получает 
вращающий момент от второго, промежуточного звена. 

 



30 

 

 
 

Рис. 26.1. Рядная трехмассовая расчетная схема механической части ЭМС 
 
На рисунке 26.1 приняты следующие обозначения:  

J1  – суммарный приведенный к валу двигателя момент инерции первой 
массы  (якорь  или  ротор  электродвигателя,  муфта,  зубчатая  передача,  
барабан);  
J2  и  J3  – приведенные моменты инерции второй и третьей масс;  
βij и Cij – приведенные коэффициенты демпфирования и эквивалентной 
жесткости передачи между i -й  и  j -й массами;  
M1  – электромагнитный момент электродвигателя;  
M ij,  MВТij  – упругий момент и момент вязкого трения в механической 
передаче между i -й  и  j -й массами;  
MВi – внешний момент нагрузки  i -й массы;  
Ωi  – угловая скорость  i -й массы.  
 

Система  дифференциальных  уравнений,  описывающих  переходные 
процессы  в  ЭМС,  представленной трехмассовой  рядной  схемой,  будет 
иметь следующий вид:  

��� − ��� − �ВТ	�� − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );��� + �ВТ	�� − ��� − �ВТ	�� − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );					(26.1)��� + �ВТ	�� − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );  

где  М12 = с12 (φ1 − φ2 );  МВТ12 = b12 (Ω1 − Ω2 );  М23 = с23 (φ2 − φ3 ); 
МВТ23=b23(Ω2−Ω1).  
φi – угловое положение оси i – той массы. 
 Система уравнений для рассматриваемой системы с указанием углов и 
угловых скоростей: 

��� − ,��(
� − 
�) − ���(Ω� − Ω�) − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );,��(
� − 
�) + ���(Ω� − Ω�) − ,��(
� − 
�) − ���(Ω� − Ω�) − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );,��(
� − 
�) + ���(Ω� − Ω�) − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );  

 
 

27.  Структурная схема рядной трехмассовой системы 
 

Для общности исследования и абстрагирования от частных параметров 
перейдем  к  системе  относительных  единиц.  В  качестве  базовых  
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значений моментов  примем  номинальный  момент  двигателя  МН: 
МБ=M ijБ=MВТijБ=MВiБ=MH, а для скоростей – скорость идеального холостого  
хода  двигателя  Ω0:  Ω1Б = Ω2Б = Ω3Б = Ω0.  Тогда  система уравнений (26.1)  с  
координатами,  определяемыми  в  относительных  единицах,  примут вид:  

R��
S�
�T�[�FΩ�(F) = ��(F) − �В��F� − ����F + 1

�6��F [Ω��F� − Ω��F�];

�[�FΩ��F� = ����F + 1
�6��F [Ω��F� − Ω��F�] − �В��F� − ����F + 1

�6��F [Ω��F� − Ω��F�];

�[�FΩ��F� = ����F + 1
�6��F [Ω��F� − Ω��F�] − �В��F�;

 

где s – комплексная переменная преобразования Лапласа;  
TМi  – механические постоянные времени масс  Ji ;  
TСij – постоянная времени эквивалентной жесткости передач между i-й и j-й 
массами;  
Tdij  – постоянная времени диссипативных сил, обусловленных вязким 
трением.  

Системе  уравнений соответствует структурная схема механической 
части, изображенная на рисунке 27.1.  

 
Рис. 27.1. Структурная схема рядной трехмассовой механической части  

 
На основе структурной схемы создана расчетная схема трехмассовой 

механической части ЭМС в среде Scilab Xcos. Расчетная схема позволяет 
вычислять переходные процессы в рассматриваемой системы, аналогично 
расчетам в разделе 18. 

 

 
Рис. 27.2. Расчетная схема рядной трехмассовой системы в среде Scilab Xcos 

 
При выбранных базовых переменных ряд коэффициентов приведенной 

структурной схемы равен единице, а параметры и координаты механической 
части в относительных единицах определяются из выражений: 

�[M = )MΩq �Н⁄ ,					�6M" = �Н �СM"Ωq�⁄ ,					��M" = Ψ[ �2��6M�⁄ . 
�M"∗ = �M" �Н⁄ ,				�ВM∗ = �ВM �Н⁄ ,				ΩM∗ = ΩM Ωq⁄ , 



32 

 

где  ψМ = 0,2–0,6 – коэффициент рассеяния; ωCi   –  собственная  резонансная  
частота  недемпфированных колебаний механической части системы.  

В  трехмассовой  системе  имеются  две  резонансные  частоты.  Для  
рядной схемы: 

�6�,� = ���� + ���2 ± �(��� + ���)�4 − �[� + �[� + �[��[��[��[��6���6��	, 
где		�� = � �[� + �[��[��[��6�� ; 					�� = � �[� + �[��[��[��6��. 
Для  разветвленной  схемы  в  приведенных  формулах  следует  заменить 
ТС23 на ТС13. 
 
 

28.  Разветвленные многомассовые модели механической части ЭМС 
 

Разветвленная многомассовая модель ЭМС имеет место тогда, когда 
движение передается от первой массы к другим массам непосредственно, 
минуя какие-либо промежуточные элементы.  

Если система состоит из трех соединённых масс, то с учетом  
рассмотренных допущений используют трехмассовые расчетные схемы в 
виде разветвлённой схемы механизма, приведенной на рисунке 28.1.  

 

 
Рис. 28.1. Разветвленная трехмассовая расчетная схема 

 
На рисунке 28.1 приняты следующие обозначения:  

J1  – суммарный приведенный к валу двигателя момент инерции первой 
массы  (якорь  или  ротор  электродвигателя,  муфта,  зубчатая  передача,  
барабан);  
J2  и  J3  – приведенные моменты инерции второй и третьей масс;  
bij и cij – приведенные коэффициенты демпфирования и эквивалентной 
жесткости передачи между i -й  и  j -й массами;  
M1 – электромагнитный момент электродвигателя;  
M ij,  MВТij – упругий момент и момент вязкого трения в механической 
передаче между i -й  и  j -й массами;  
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MВi – внешний момент нагрузки  i -й массы;  
Ωi  – скорость i -й массы.  
 

Система  дифференциальных  уравнений,  описывающая  переходные 
процессы  в  ЭМС,  представленной  разветвленной  схемой,  будет иметь 
следующий вид:  

��� − ��� − �ВТ	�� − ��� − �ВТ	�� − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );��� + �ВТ	�� − �В� = )�(7Ω� 78⁄ );��� + �ВТ	�� − �В� = )�(7Ω� 78⁄ ); 							(28.1) 

где  М12 = с12 (ϕ1 −ϕ2 );  МВТ12 = b12 (Ω1 − Ω2 );  М13 = с13 (ϕ1 −ϕ3 );      
МВТ13 = b13 (Ω1 − Ω3 ).  
 
 

29.   Структурная схема разветвленной трехмассовой системы 
 

Для общности исследования и абстрагирования от частных параметров 
перейдем  к  системе  относительных  единиц.  В  качестве  базовых  
значений моментов  примем  номинальный  момент  двигателя  МН: 
МБ=M ijБ=MВТijБ=MВiБ=MH, а для скоростей – скорость идеального холостого  
хода  двигателя  Ω0:  Ω1Б = Ω2Б = Ω3Б = Ω0.  Тогда  система  уравнений (28.1) с  
координатами,  определяемыми  в  относительных  единицах,  примут вид:  

R��
S�
�T�[�FΩ�(F) = ��(F) − �В�(F) − ����F + 1�6��F [Ω�(F) − Ω�(F)] − ����F + 1�6��F [Ω�(F) − Ω�(F)];

�[�FΩ�(F) = ����F + 1�6��F [Ω�(F) − Ω�(F)] − �В�(F);
�[�FΩ�(F) = ����F + 1�6��F [Ω�(F) − Ω�(F)] − �В�(F);

 

где  TМi  – механические постоянные времени масс  Ji ;  
TС ij – постоянная времени эквивалентной жесткости передач между i-й и j-й 
массами;  
Tdij  – постоянная времени диссипативных сил, обусловленных вязким 
трением.  

Системам  уравнений  (2.10)  и  (2.11)  соответствуют  структурные  
схемы механической части, изображенные на рисунке 29.1. 
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Рис. 29.1. Структурная схема разветвлённой трехмассовой системы 
 

При выбранных базовых переменных ряд коэффициентов приведенных 
структурных схем равен единице, а параметры и координаты механической 
части в относительных единицах определяются из выражений: �[M = )MΩq �Н⁄ ,					�6M" = �Н (СM"Ωq)⁄ ,					��M" = Ψ[ (2��6M)⁄ . �M"∗ = �M" �Н⁄ ,				�ВM∗ = �ВM �Н⁄ ,				ΩM∗ = ΩM Ωq⁄ , 
где  ψМ = 0,2–0,6 – коэффициент рассеяния;  
ωCi   –  собственная  резонансная  частота  недемпфированных колебаний 
механической части системы. 

В трехмассовой системе имеются две резонансные частоты. Для  
разветвлённой схемы: 

�6�,� = ���� + ���2 ± �(��� + ���)�4 − �[� + �[� + �[��[��[��[��6���6��	, 
где		�� = � �[� + �[��[��[��6�� ; 					�� = � �[� + �[��[��[��6��. 

Для  рядной  схемы  в  приведенных  формулах  следует  заменить ТС13 
на ТС23. 
 
 

30.  Силовые взаимодействия в электромеханических системах 
 

Уравнения  Лагранжа,  полученные  для  механической части ЭМС,  
можно  распространить на электрическую часть ЭМС, если учесть, что в 
исследуемой системе, кроме потенциальных сил  − ∂П/∂qi , диссипативных 
сил  − ∂DМ/∂9�M, неконсервативных обобщенных  сил  механической природы  
FМi,  действуют  пондеромоторные силы FПi : 778 @ ���9�MA − ���9M = − �П�9M − ��[�9�M + +[M + +ПM ,					# = 1,2, … , �, где			+ПM = �E[ �9M⁄ − �EЭ �9M⁄ = � �9M⁄ (E[ − EЭ) – пондемоторные  силы,  
которые возникают при действии магнитных и электрических полей на 
элементы двигателей. 
 

Пондеромоторная сила — нелинейная сила, действующая на 
заряженную частицу в неоднородном осциллирующем электромагнитном 
поле. 
q – обобщенные координаты; 9�M – производная по времени обобщенной координаты (обобщенная 
скорость); 
T – кинетическая энергия; 
П – потенциальная энергия; 
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D – диссипативная энергия. Диссипация – переход части энергии 
упорядоченных процессов (кинетической или электрической) в энергию 
неупорядоченных процессов, в конечном счёте – в теплоту;  
WM – энергия магнитного поля, запасенная в контурах с токами;  
WЭ – энергия электрического поля, запасенная между обкладками 
заряженных конденсаторов.  
 
 

31.   Силовое воздействие электропривода  в  математической  модели  
ЭМС 

 
Пондеромоторные силы в ЭМС определяются принципом действия и 

конструктивным исполнением двигательного устройства. Для учета силового 
воздействия со  стороны  электропривода  в  математической  модели  ЭМС  
с УС необходимо  в  полученных  уравнениях  учесть  влияние  ЭДС  
вращения EД(Ωi), зависящей от скорости Ωi и развиваемого  двигателем  
момента MД(ik, Фk), зависящего от значения тока  ik  в его электрической цепи 
и соответствующего потокосцепления Фk. 

Соответствующая система уравнений имеет вид: 

RS
T#�x� + �Э� 7#�78 = �� − �Д(ΩM)

)M(
M) dΩM78 + 12 7)M(
M)7
M ΩM� = �Д(#�, Φ�) − ��M − ��M(Δ
M) − �ВТ	M(ΔΩM) 

где  Rk  и  Lk  – сопротивление и индуктивность электрических цепей 
двигателя;  
Ji  – момент инерции движущихся элементов МЧС;  
MCi – моменты внешних сил, действующих на i-е элементы ЭМС;  
MУi=Ci(i+1)( ϕi−ϕi+1) – моменты упругих сил;  
MВТi=bi(i+1)(Ωi −Ωi+1) – моменты сопротивления внутреннего вязкого трения, 
вызванные диссипативными силами в упругих передачах механизма.  
 
 

32.  Динамические свойства преобразователей напряжения для ЭД  
 

Динамические свойства различных преобразователей в 
электроприводах постоянного тока можно учитывать универсальной 
линеаризованной математической моделью в виде передаточной функции EП(F) = �П�ПF + 1 y!�^, 
где   τ – постоянная времени чистого запаздывания;  
kП, TП – коэффициент передачи и электромагнитная постоянная 
преобразователя (соответственно). 
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Постоянные времени преобразователя могут принимать различные 
значения в зависимости от вида и типа исполнения применяемых 
преобразователей. 
 

33.  Простейшая математическая модель асинхронного 
электродвигателя 

 
При работе асинхронного электродвигателя на линейном участке 

механической  характеристики динамическое уравнение асинхронного 
двигателя можно привести к виду: @2�Э 7�78 + �A � = F�(8) 

TЭ – аналог электромагнитной постоянной времени двигателя; 
sP – текущее  значение  скольжения  электродвигателя; 
β – коэффициент жесткости  (крутизны)  механической  характеристики,  
линеаризованной  в  рабочей точке;   

Динамическому уравнению асинхронного двигателя соответствует 
упрощенная передаточная функция EЭ(F) = �Э�ЭF + 1, 
где  kЭ = γ2/ν2 –  коэффициент,  зависящий  от  способа  управления  и 
диапазона регулирования момента и скорости двигателя;  
γ =UС/UСН  – относительное напряжение статора (номинальное);  
ν= fС/fСН – относительная частота напряжения статора; 
TЭ – приведенная  электромагнитная  постоянная  времени  двигателя  в 
системе вращающихся ортогональных осей.  
 

 
34.  Электрическая Т-образная схема замещения АД с 
короткозамкнутым ротором 
 
Электрическая Т-образная схема замещения АД с короткозамкнутым 

ротором, показанная на рисунке 34.1. Эта схема  может  быть  использована  
для  анализа  электромагнитных  переходных процессов, происходящих в 
асинхронном двигателе. 

 
Рис. 34.1. Электрическая Т-образная схема замещения АД 

с короткозамкнутым ротором. 
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На рисунке 34.1 приняты следующие обозначения:  L � = L � − L¡ – индуктивность рассеяния обмоток статора,  L � = L � − L¡ − индуктивность рассеяния обмотки ротора; 
Lm − коэффициент взаимной индуктивности; 
ω1=2π·f1 − частота тока статора; 
ω2 =ω1−ω – частота скольжения ротора; ψ££¤�, ψ££¤� – потокосцепления статора и ротора. 

 
 

35.  Статические  электромеханические и механические 
характеристики электродвигателей постоянного тока с 
независимым возбуждением (ЭДПТ с НВ)  

 
Статические характеристики (электромеханические ω=f(Iя) и 

механические ω=f(M)), рассчитанные  при  номинальных  параметрах  для  
нормальной  схемы  включения ЭДПТ с НВ, называются естественными  
характеристиками. Статический режим возникает после окончания 
переходных процессов, когда момент ЭД становиться равным моменту 
нагрузки, то есть M=MC.  

Развиваемый двигателем (ЭДПТ с НВ) электромагнитный момент 
пропорционален току якоря и потоку и определяется выражением  

яIkM ⋅Φ⋅= . 
Выражения  естественных  статических  электромеханической и 

механической характеристик имеют вид:  �(}Я) = ¥Я� ∙ Φ − xЯ� ∙ Φ }Я,							(35.1) 

�(�) = ¥Я� ∙ Φ − xЯ(� ∙ Φ)� �,							(35.2) 

где  UЯ – напряжение на якоре, В;  
    RЯ – сопротивление якорной цепи для нагретого состояния, Ом;  
    ω – угловая скорость вращения якоря, рад/с;  
    k – конструктивный коэффициент двигателя;  
    Ф – полезный поток, создаваемый обмоткой возбуждения, Вб. 

Конструктивный коэффициент двигателя определяют выражением: 

a
Np

k
⋅π⋅

⋅=
2

, 

где p  – число пар полюсов двигателя; N  – число активных проводников 
обмотки якоря; a  – число параллельных ветвей обмотки якоря. 

Естественные статические электромеханические и механические 
характеристики ЭДПТ с НВ приведены на рисунках 35.1 и 35.2. Эти 
характеристики являются линейными, если полезный поток возбуждения Ф= 
const постоянен. 
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Рис. 35.1. Естественная ЭМХ ДПТ с НВ  Рис. 35.2. Естественная МХ ДПТ с НВ 

 
Скорость идеального холостого ω0 хода ЭДПТ с НВ соответствует 

режиму, когда момент нагрузки Mc равен нулю (35.2), что соответствует 
выражению: �q = �(� = 0) = ¥Я� ∙ Φ. 

Режим короткого замыкания  ЭДПТ с НВ соответствует режиму, когда  
угловая скорость вращения якоря ω равна нулю (35.1), что выражается 
формулой для тока: }Я	КЗ = ¥ЯxЯ. 
 
 

36.   Статические  электромеханические и механические 
характеристики асинхронных двигателей с короткозамкнутым 
ротором (АД) 

 
Асинхронные  двигатели (АД)  с  короткозамкнутым  ротором  находят  

широкое применение в различных ЭМС: например в приводах роботов и 
манипуляторов. Благодаря простоте конструкции, надежности в 
эксплуатации, высоким энергетическим показателям и сравнительно низкой 
стоимости асинхронные двигатели эксплуатируются во всех отраслях 
промышленности.  

Принцип работы АД состоит в том, что обмотка статора создает 
вращающееся магнитное поле с частотой ω0. В короткозамкнутом роторе 
наводятся ЭДС и токи, взаимодействие которых с вращающимся полем 
статора заставляют ротор вращаться с частотой ω. Нормированная величина 
разности частот вращения статора и ротора называется скольжением и 
определяется выражением:  F = �q − ��q  

Величина номинального (оптимального)  скольжения: sном=0,01-0,1. 
Механической характеристикой асинхронного двигателя (АД) 

называется зависимость частоты вращения двигателя от вращающего 
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момента на валу ω=f(M). Она позволяет анализировать поведение  двигателя  
при  изменении  его  механической  нагрузки. Приближенное аналитическое 
описание механической характеристики АД выражается формулой 
М. Клосса: � = 2 ∙ �крz1 + (Fкр{FFкр + FкрF + 2(Fкр ; 					Fкр = ± x�̈©кр ; 					�кр = ± 3 ∙ ¥Ф�2 ∙ �q ∙ ©кр ;					 
 � = �q(1 − F). 
где  М – электромагнитный момент; Мкр – максимальное (критическое) 
значение момента, мН ⋅ ;  sкр – критическое скольжение, соответствующее 
Мкр; a  – параметр, =a R1/R′2, R1 и R′2 – сопротивление обмоток статора и 
ротора. 

Формула М. Клосса позволяет вычислять электромагнитный момент, 
развиваемый асинхронным двигателем. Это выражение позволяет получить 
достаточно точный результат в рабочей части механической характеристики.  

Схема расчета статической механической характеристики АД по 
формуле М. Клосса в среде Scilab Xcos приведена на рисунке 36.1. Величина 
скольжения s генерируется модулем TIME_f. Длительность моделирования 
задана в параметрах моделирования равной 1, что соответствует 
диапазону изменения скольжения ( )1;0∈s . Алгоритм расчета по формуле 
М. Клосса сформирован в виде отельного блока с целью унификации схем 
последующих расчетов. Кроме того, используется блок пересчета величины 
скольжения в угловую скорость по формуле: ( )s−⋅ω=ω 10 . 

 

           
а)      б) 

Рис.36.1. Схема расчета статической механической характеристики АД:  
а) схема построения графика, б) схема расчета по формуле М. Клосса 

 
Статическую электромеханическую характеристику асинхронного  

двигателя  ω=f(I1)  можно  рассчитать,  используя  приближенную  формулу,  
предложенную В.А. Шубенко, – зависимость I1=f(s) и формулу связи угловой 
скорости и скольжения двигателя. I1 – ток статора. Формула В. А. Шубенко 
имеет вид: 
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}� ≈ �}q� + (}�	НОМ� − }q�) � ∙ F�НОМ ∙ FНОМ 

где  I1 – ток фазы статора, А;  
I1НОМ – номинальный ток фазы статора двигателя, А;  
I0 – ток холостого хода двигателя, А;  
М, МНОМ – момент двигателя при скольжении s, который определяется при 
расчете механической характеристики, и номинальный момент двигателя 
соответственно, мН ⋅ ;  
s, sНОМ – скольжение двигателя текущее и номинальное соответственно.  

Схема расчета статической электромеханической характеристики АД 
по формуле В. А. Шубенко в среде Scilab Xcos приведена на рисунке 36.2. 
Схема является развитием предыдущей схемы, так для расчета 
электромеханической характеристики необходимо совместное использование 
формул М. Клосса и В.А. Шубенко. Алгоритм расчета по формуле 
В.А. Шубенко сформирован в виде отельного блока. Величины параметров 
sНОМ и МНОМ – это взаимосвязанные величины, поэтому задав величину 
sНОМ=0.05, по механической характеристике определяем величину МНОМ 
=0.47 мН ⋅ . 

     
а)      б) 

Рис. 36.2. Схема расчета статической электромеханической  
характеристики АД по формуле В. А. Шубенко:  

а) схема построения графика, б) схема расчета по формуле В. А. Шубенко 
 

Приведенные выше схемы расчета статической механической 
характеристики  ω=f(M) и статической электромеханической характеристики 
ω= f(I1) для асинхронного электродвигателя позволили получить графики 
упомянутых характеристик, которые приведены на рисунке 36.3.  
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а)      б) 

Рис. 36.3. Статическая механическая и статическая электромеханическая характеристики  
асинхронного электродвигателя  

 
На графиках указаны критические и номинальные значения параметров 

асинхронных двигателей с короткозамкнутым ротором. Эти параметры 
входят в список паспортных (справочных) данных асинхронных двигателей и 
являются входными параметрами для приведенных расчетных схем. 
 
 

37.   Эмпирическая зависимость для механической характеристики 
механизма 
 
Количественная характеристика нагрузки на ИМ (исполнительный 

механизм) требует использования механической характеристики механизма, 
которая представляющая собой зависимость момента силы от скорости  
Mc=f(ω), Fс=f(V). Для получения обобщенных результатов воспользуемся 
эмпирической зависимостью: �6(�) = �6q + (�6Н − �6q) @ ��6qA­ ,				(37.1) 

где   МС(ω) – момент сопротивления на исполнительном механизме при 
текущей скорости ωi;  
МС0 – момент сопротивления, обусловленный силами трения в 
исполнительном механизме;  
МСН – момент сопротивления при номинальной скорости ωн;  
ωС0 – угловая скорость при которой, момент сопротивления равен 
номинальному моменту. 
n – показатель степени (возможные значения: n=–1,0,1,2). 
 
 

38.  Типовые механические характеристики производственных 
механизмов 

 
Механические характеристики производственных механизмов  Mс.пол 

=f(ω) с различными типами нагрузки на ЭМС во многих случаях могут быть 
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рассчитаны по формуле (37.1), которая приведена в предыдущем разделе. 
Схема расчета четырех типовых механических характеристик 
производственных механизмов по формуле (37.1) в среде Scilab Xcos 
приведена на рисунках 38.1 и 38.2. 

   

 
Рис. 38.1. Схема расчета статической механической характеристики исполнительного 

механизма  по формуле (37.1). 
 

 
Рис. 38.2. Схема блока расчета механической характеристики при постоянной мощности 

подводимой к механизму 
 

Механические характеристики производственных механизмов  
Mс.пол=f(ω) с различными типами нагрузки на ИМ рассчитаны по 
приведенной выше схеме и приведены на рисунке 38.3. Полученные 
механические характеристики пересекаются в точке (МСН,ωС0), так как имеют 
одинаковые номинальные параметры. Исключением является активная 
механическая характеристика, которая специально смещена. 
 

 
Рис. 38.3. Типовые механические характеристики производственных механизмов:         

1 – вязкого трения; 2 – вентиляторная сухого трения;  
3 – постоянства мощности; 4 – активная 
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Моменты сопротивления Мс.пол  имеют активный или реактивный 
характер. Нагрузки активного характера обусловлены потенциальными 
силами и не меняют своего направления при изменении направления 
движения ИМ. Нагрузки реактивного характера обусловлены силами трения, 
которые всегда действуют в направлении,  противоположном направлению 
движения.  

Механизмы также классифицируются по типу нагрузки на ИМ в 
зависимости от скорости:  
- механизмы  с  нагрузкой,  не  зависящей  от  скорости  n = 0, Мс.пол =const  
(подъемные механизмы лебедок кранов, лифтов, подъемников) с активным 
характером момента;  
- механизмы  с  моментом  сопротивления  типа  сухого  трения n = 0,   

Мс.пол=|Мс.пол|sign(ω). 
       Следует  заметить,  что  коэффициент трения покоя значительно больше 
коэффициента трения при движении,  поэтому  статический  момент  сухого  
трения  в  области  низких скоростей  будет  существенно больше. Такую 
механическую характеристику имеют:  
-  механизмы  с  нагрузкой  реактивного  характера  (механизмы поворота 
передвижения);  
-  механизмы  с  нагрузкой  типа  вязкого  трения  n = 1, Мс.пол=βвтω, где βвт – 
коэффициент вязкого трения; 
- механизмы  с  вентиляторным  характером  нагрузки  n = 2, 
Мс.пол=Mс.н(ω/ωн)

2 центрифуги,  центробежные  насосы  и  вентиляторы, 
гребные установки судов);   
- механизмы  с  нагрузкой  типа  постоянной  мощности  n = –1,  
Мс.пол=Mс.н(ω/ ωн) (механизмы металлорежущих станков, моталки).  
 
 

39.   Статический режим работы ЭМС 
 
Статический режим характеризуется постоянством скорости движения 

элементов механической части ЭМС ω, т.е. dω/dt=0, что соответствует 
равенству электромагнитного момента двигателя и момента сопротивления 
нагрузки 

М = Мс.    
Графически условие определяется точкой пересечения механической 

характеристики двигателя ω=f(M) с механической характеристикой 
исполнительного механизма ω=f(Mс).  

Механической характеристикой асинхронного двигателя (АД) 
называется зависимость частоты вращения двигателя от вращающего 
момента на валу ω=f(M). Она позволяет анализировать поведение  двигателя  
при  изменении  его  механической  нагрузки. Приближенное аналитическое 
описание механической характеристики АД выражается формулой Клосса: 



44 

 

� = 2 ∙ �кр(1 + (Fкр)FFкр + FкрF + 2(Fкр 

где sкр – величина критического скольжения, Mкр – критическое 
(максимальное) значение момента. При анализе данной формулы следует 
учитывать, что ω=ω0

.(1−s). 
Это выражение позволяет получить достаточно точный результат в 

рабочей части механической характеристики. На рисунке 39.1. приведена 
схема расчета в среде Scilab Xcos механической характеристики АД и 
механических характеристик нагрузок различного типа.  

 
 

Рис.39.1. Схема расчета механической характеристики АД  
и  механических характеристик нагрузок различного типа  

(вязкого трения, вентиляторной и активной) в среде Scilab Xcos 
 

Результаты расчета механической характеристики АД и механических 
характеристик нагрузок приведены в виде графиков на рисунке 39.2. На 
графиках обозначены точки статических режимов работы ω1−ω5, АД с 
различными типами нагрузок [2]. 

  
Рис. 39.2. Рабочие точки ЭМС, состоящей из АД и нагрузок различного типа. 
Механические характеристики: 1 – асинхронного ЭД, 2 – вязкого трения;  

3 – вентиляторная  (М-ном=0.4);  4 – постоянства мощности;  
5 – вентиляторная  (М-ном=2.8) 
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40.   Условия устойчивой работы ЭМС. Жесткость статических 
характеристик двигателя  и исполнительного механизма 

 
Точки статических режимов работы ЭМС необходимо проверять на 

устойчивость, которая состоит в том, что при любом возмущении угловой 
скорости или вращающего момента от статической точки система должна 
стремиться вернуться в эту точку. 

Рассмотрим устойчивость активной нагрузки для асинхронного ЭД. 
Этой нагрузке соответствует график 4 на рисунке 39.2, который пересекается 
с механической характеристикой двигателя 1 в двух точках, которым 
соответствуют угловые скорости ω3 и ω4, в которых выполняется условие 
статического равновесия.  

Устойчивой точкой работы ЭМС является только точка для скорости 
ω3. При ω3 динамические моменты, возникающие при любом отклонении 
скорости, направлены на уменьшение отклонения скорости и возвращению 
электропривода в точку устойчивого равновесия. Например, при увеличении 
угловой скорости в точке ω3 вращающий момент M будет уменьшаться 
согласно графику механической характеристики электродвигателя 1. 
Уменьшение вращающего момента M приведет к замедлению вращения, что 
приведет к возврату в исходную точку.  

Точка ω4 не является устойчивой точкой статического режима работы 
ЭМС. Отклонение скорости от ω4 в сторону уменьшения приводит к 
снижению момента M двигателя, что вызовет дальнейшее снижение угловой 
скорости. В этой точке динамический момент 

МДИН=М – МИМ= JƩ·dω/dt 
имеет отрицательный знак. 

Аналогичное отклонение скорости от ω4 в сторону увеличения 
приводит к росту момента M двигателя и появлению положительного 
динамического момента, что ведет к дальнейшему увеличению скорости 
вплоть до точки ω=ω3, являющейся устойчивой точкой. 

Условия возникновения динамического момента при отклонениях от 
точки статического равновесия зависят от вида механических характеристик 
двигателя и исполнительного механизма. Как видно из рисунка 39.2 точка 
пересечения характеристики двигателя 1 с механической характеристикой 5 
механизма с вентиляторным характером момента сопротивления ωс5 
устойчива. Здесь, благодаря более значительным изменениям момента 
нагрузки, чем момента двигателя, возникающие при отклонениях скорости от 
ωс5 динамические моменты возвращают систему в исходное состояние ωс5. 

  
Устойчивость зависит от знака жесткости статических характеристик 

двигателя βст_ЭД = ±²±³ и исполнительного механизма βИМ = ±²´±³ . 

Получение статической устойчивости достигается при выполнении 
условия  βст_ЭД − βИМ < 0. 
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Необходимым и достаточным условием обеспечения устойчивости 
установившихся режимов [1, 5] является противоположность знаков 
приращения скорости и приращения момента, возникающих в 
результате принудительного выведения системы из состояния 
равновесия.  

 
 

41.  Двигательный и тормозной режимы. Статический режим работы 
ЭМС, состоящей из АД и механизма с активной полезной 
нагрузкой 
 
Положение на плоскости точки пересечения статических механических 

характеристик ЭД и исполнительного механизма определяет режим работы 
ЭМС [1, 2]. С энергетической точки зрения эти режимы делятся на 
двигательные и тормозные, отличающиеся направлением передачи потока 
энергии через механическую часть. Смена режима работы ЭМС 
соответствует смене точки статического режима в плоскости механических 
характеристик. 

Наглядным примером переключения двигательного и тормозного 
режимов может служить переключение режимов механизма с активной 
полезной нагрузкой, например, переключение режимов работы подъемной 
лебедки. 

Схема расчета механической характеристики АД и механической 
характеристики механизма с активной полезной нагрузкой в среде Scilab 
Xcos приведена на рисунке 41.1. 

 

 
Рис. 41.1. Схема расчета механической характеристики АД и  

механической характеристики механизма с активной полезной нагрузкой  
для двигательного и тормозного режима в среде Scilab Xcos 

 
Результаты расчета механической характеристики АД и механической 

характеристики механизма с активной полезной нагрузкой для двигательного 
и тормозного режима приведены на рисунке 41.2. Механическая 
характеристика механизма с активной полезной нагрузкой имеет вид 
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ломаной линии, вертикальные участки которой соответствуют 
положительным и отрицательным угловым скоростям. 

 
 

 
Рис. 41.2. Графики механической характеристики АД и  

механической характеристики механизма с активной полезной нагрузкой для 
двигательного и тормозного режима 

 
Положительная величина угловой скорости ω>0 соответствует подъему 

груза, пересечение механической характеристики механизма с механической 
характеристикой двигателя дает точку статического режима ω1, в которой 
двигатель, работая в двигательном режиме, преодолевает активный момент, 
создаваемый грузом, и момент потерь в передаточном механизме.  

При спуске груза имеет место отрицательное значение угловой 
скорости ω<0. Пересечение характеристики механизма  с характеристикой 
двигателя дает точку статического режима ω2. Здесь двигатель работает 
в режиме рекуперативного торможения и его тормозной момент 
совместно с реактивным моментом механических потерь уравновешивают 
движущий момент активной нагрузки. 

В I и III квадрантах, где направления момента и скорости двигателя 
совпадают, M·ω>0 – двигательный режим работы, соответствующий 
прямому направлению передачи энергии от двигателя к исполнительному 
механизму.  

Во II и IV квадрантах знаки моментов и скорости противоположны 
(M·ω<0), что соответствует обратному направлению передачи энергии от 
исполнительного механизма к двигателю, когда последний работает в 
тормозном (генераторном) режиме.  
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42.  Модель двухмассовой упругой ЭМС с зазором  
 

В передаточном механизме ЭМС возможно наличие зазоров (люфтов), 
которые могут прерывать передачу движения при смене величины ускорения 
или направления движения [2]. Для вращательного движения зазор 
характеризуется угловой величиной ∆φЗ. Например, при зубчатой передаче 
зазор является величиной угла относительного поворота входного зубчатого 
колеса до начала сцепления со вторым зубчатым колесом. Процесс движения 
ведущего зубчатого колеса до начала сцепления с ведомым зубчатым 
колесом называется «выбор зазора». В схемах зазор удобно обозначать в виде 
специального модуля, передаточная функция которого приведена на 
рисунке 42.1. 

 
Рис. 42.1. Передаточная функция зазора 

 
В  реальных  механических  передачах  зазор  не  сосредоточен,  а 

складывается из нескольких зазоров в элементах передачи, совершающих 
вращательное и поступательное движения. Величина суммарного углового 
зазора, приведенного к валу двигателя, определяется соотношением:  

∆
�� = ¶ ∆
�"#"­
"·� + ¶ ∆$�"%"

¸
"·� , 

где ∆
�" – исходный зазор, выраженный в угловом перемещении i-го вала; ∆$�" – исходный зазор, выраженный в линейном перемещении j-й массы.  
Динамические нагрузки механического оборудования существенно 

возрастают из-за ударов, возникающих при выборе зазоров в передачах и 
сочленениях рабочего оборудования машин. 

Наличие зазоров делает двухмассовую упругую систему нелинейной, 
так как характеристика зазора представляет собой типичную нелинейность 
(рис.42.1) вида: ��� = P,��(
� − 
� ± ∆
� 2⁄ )		при	|
� − 
�| > ∆
� 2⁄ ;0			при			|
� − 
�| ≤ ∆
�/2.  ��� – момент упругого взаимодействия между взаимодействующими 
движущимися массами. 

Расчетная приведенная схема двухмассовой упругой диссипативной 
системы, которая учитывает зазоры в кинематической цепи, представлена на 
рисунке 42.2. 
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Рис. 42.2. Расчетная схема механической части ЭМС  
с учетом зазоров в передачах 

 
Движение двухмассовой упругой системы с зазором описывается 

системой уравнений [1,2]:  

R��
�S
���
T� − ��� − �6� = )� 7��78��� − �6� = )� 7��787����78� = ,�� @7��78 − 7��78 A

��� = P,��(
� − 
� ± ∆
� 2⁄ )		при	|
� − 
�| > ∆
� 2⁄ ;0			при			|
� − 
�| ≤ ∆
�/2.
			(42.1) 

 
Приведенная система уравнений не учитывает диссипативных потерь в 

ЭМС. Структурная схема механической части, соответствующая (42.1), 
приведена на рисунке 42.3. 

 

 
 

Рис. 42.3. Структурная схема упругой механической части ЭМС  
с учетом зазоров в передачах 

 
Движение двухмассовой упругой диссипативной системы с зазором 

описывается системой уравнений:  
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R��
��S
���
�T� − ��� − �6� = )� 7��78��� − �6� = )� 7��78¾��(
�, 
�, ∆
�) = P(
� − 
� ± ∆
� 2⁄ )		при	|
� − 
�| > ∆
� 2⁄ ;0			при			|
� − 
�| ≤ ∆
�/2.�УС = ,�� ∙ ¾��(
�, 
�, ∆
�)

7�ВТ78 = �ВТ ∙ ¾��(
�, 
�, ∆
�)��� = �УС + �ВТ

							(42.2) 

Приведенная система уравнений учитывает диссипативные потери в 
ЭМС. Структурная схема механической части, соответствующая (42.2), 
приведена на рисунке 42.4.  

 
Рис. 42.4. Структурная схема упругой диссипативной механической части ЭМС с учетом 

зазоров в передачах 
 

Следует заметить, что учет диссипативных потерь может быть 
реализован по несколько иной схеме, в которой разность угловых скоростей 
для вычисления момента вязкого трения берется сразу после второго 
сумматора, а не вычисляется дифференцированием. 

 
 

43.  Модель двухмассовой диссипативной упругой ЭМС с зазором 
 
Модель двухмассовой, упругой, диссипативной ЭМС с зазором, 

реализованная в среде Scilab Xcos, приведена на рисунке 43.1. Расчетная 
схема дополнена линейной моделью электродвигателя, что обеспечивает 
возможность получения более реалистичной и более устойчивой модели 
ЭМС. Начальные значения переменных системы заданы нулевыми. 
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Рис. 43.1. Схема расчета двухмассовой, упругой, диссипативной ЭМС  

с зазором:  первая масса – ЭД,  вторая масса – нагрузка 
 

Модуль расчета величины вязкого трения подключен параллельно 
модулю расчета упругой составляющей. Расчетный модуль зазора 
DEADBAND является стандартным модулем среды моделирования.  
Результаты моделирования в виде графиков переходных функций приведены 
на рисунках 43.2.-43.2.  

 
Рис. 43.2. Графики переходных функций по угловым скоростям вращения ��, �� масс 

ЭМС, состоящей из ЭД и двухмассовой, упругой,  
диссипативной механической части с зазором 

 

 
Рис. 43.3. Переходные функции вращающего момента M электродвигателя и вращающего 

момента второй массы M12 для двухмассовой ЭМС с упругой, диссипативной 
механической частью с зазором 

 

 
Рис. 43.4. Переходная функция разности 
� − 
� углового положения ЭД и второй массы 

для двухмассовой ЭМС с упругой, диссипативной механической частью с зазором 
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Рис. 43.5. Переходная функция разности �� − �� угловой скорости валов ЭД и второй 

массы ЭМС с упругой, диссипативной механической частью с зазором 
 

Полученные результаты моделирования указывают на то, что для 
модели механической части упругой диссипативной ЭМС с зазором, 
дополненной линейной моделью ЭД в виде апериодического звена первого 
порядка, свойственно повышение степени колебательности переходного 
процесса. Указанный факт следует из сравнения полученных графиков 
рисунков 43.2-43.5 с результатами моделирования на рисунках 25.2-25.5 для 
идентичной ЭМС, отличающейся только наличием зазора. Причиной 
повышения колебательности служит удар в зазоре в процессе начала 
движения ЭМС. 

Кроме того, на интервале времени с 18-25, имеет место 
кратковременная смена знаков вращающих моментов, что сопровождается 
сменой знака разности углового положения первой и второй масс. Указанные 
факты являются проявлением второго удара в зазоре. 
 
 

44.  Расчетная схема модели ЭМС с переменным передаточным 
числом и учетом жесткости, зазора и диссипативных потерь 

 
Реальные передачи всегда имеют ряд погрешностей, связанных с 

ограниченной точностью изготовления и их износом. Поэтому 
равномерность движения, связанных ими масс, всегда в той или иной 
степени нарушается неточностью изготовления зубьев  передач,  наличием  
эксцентриситетов зубчатых колес, фрикционных передач или ведущих колес 
механизмов передвижения, неравномерностью движения цепи по зубьям 
звездочки в цепной передаче. Поэтому «передаточное число не остается 
постоянным, а испытывает  при работе малые периодические изменения  
относительно среднего значения» [2], вызывающие соответствующие  
пульсации скоростей и ускорений, связанных передачей валов и, как 
следствие, появление дополнительных динамических нагрузок.  
 

Для редукторной передачи частота циклической погрешности совпадает 
с частотой перехода зацепления с зуба на зуб: 

Ω = ωВ· z 
где  ωВ – скорость вращения вала; z – число зубьев шестерни. 

В многоступенчатой передаче каждый вал является источником 
возмущений  с  частотой,  пропорциональной  скорости  его  вращения. 
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Поэтому в общем случае выражение для мгновенного значения 
передаточного числа i принимает следующий вид: #(8) = #q ¿1 + ¶ ∆#[.�>ÀFΩ�8­

�·� Á 

где  i0 – конструктивное (общее) передаточное число;  
∆iМ.k – максимальное отклонение передаточного числа от среднего значения 
k-й составляющей;  
Ωk – спектр  частот  возмущений  передаточного  числа,  обусловленных 
погрешностями различных элементов передачи;  
n – число валов в зацеплении в кинематической цепи.  

Следовательно,  механическая  часть  при  работе  испытывает  со 
стороны передач внутренние возмущения различной частоты. Однако из 
всего спектра возмущений, источником которых является передаточный  
механизм,  заслуживают  внимание  возмущения,  имеющие  в приведенной 
схеме наибольшую величину, и частота которых наиболее близка к частоте 
собственных колебаний механической системы. Наиболее вероятно, что одно 
возмущение является определяющим.  

Полагаем, что пульсации передаточного числа, связанные зацеплением  
валов,  изменяются  по  косинусоидальному  закону  и  являются функцией 
угла поворота. Обычно характер пульсаций имеет сложную периодическую 
зависимость, но представление ∆i=f(φ) в виде косинусоидальной  
зависимости  удобнее,  так  как  любую  периодическую функцию можно 
привести к данному виду разложением ее в ряд Фурье. 

Расчетная  схема  двухмассовой механической  части  с переменным 
передаточным числом и с учетом упругости и естественного механического 

демпфирования представлена на рисунке 44.1. 

 
Рис. 44.1. Расчетная схема механической части с вращательным движением  

исполнительного механизма 
 
Движение такой системы с учетом погрешности передачи и наличия 

зазора в кинематической цепи описывается системой уравнений: 
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							(44.1) 

где  С12,  J1,  J2 –  приведенные суммарная жесткость,  моменты инерции 
привода и исполнительного механизма;  
М12, Мвт – момент в упругой связи и момент вязкого трения.  

Эквивалентная передача имеет передаточное число [2]: 
i=1+∆iM·cos(Ωt),                                                                                             (44.2) 
 где  ∆iM –  максимальное  отклонение  передаточного  числа  от  среднего 
значения;  
Ω – частота возмущений передаточного числа передачи.  

Структурная  схема,  которая  соответствует  системе  уравнений (44.1),  
приведена  на  рисунке 44.2.  В данной  схеме система  уравнений (44.1) 
дополняется парой уравнений: PΔω� = ω� ∙ Δ#[>ÀFω�8ΔM�� = M��Δ#[>ÀFω�8 .					(44.3) 

Система уравнений (44.2), из-за наличия произведения переменных, 
является нелинейной. 

 

 
Рис. 44.2. Структурная схема механической части ЭМС  

с непостоянством передаточного числа [2] 
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Модель двухмассовой, упругой, диссипативной ЭМС с зазором и с 
непостоянством передаточного числа, реализованная в среде Scilab Xcos, 
приведена на рисунке 44.3. Как и в предыдущих аналогичных моделях, 
расчетная схема ЭМС дополнена линейной моделью электродвигателя. 
Расчетная модель полностью соответствует системе дифференциальных 
уравнений (44.1, 44.3) и отличается от структурной схемы на рисунке 44.2 в 
части ветви алгоритма вычисления момента, создаваемого внутренним 
вязким трением.   

 
Рис. 44.3. Схема расчета двухмассовой, упругой, диссипативной ЭМС 

с зазором и с непостоянством передаточного числа 
 

Результатом моделирования, как и в разделах 25 и 43, являются 
графики переходных функций для угловых скоростей, угловых координат и 
вращающих моментов. Полученные графики приведены на рисунках 44.3-
44.6. 
 

 
Рис. 44.4. Графики результатов моделирования переходной функции по частоте вращения 

ЭМС с зазором и с непостоянством передаточного числа 
 

 
Рис. 44.5. Переходная функция разности �� − �� угловой скорости валов ЭД и второй 

массы ЭМС с зазором и с непостоянством передаточного числа 
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Рис. 44.6. Переходные функции моментов ЭД M и второй массы M12 ЭМС с зазором и с 

непостоянством передаточного числа 
 

 
Рис. 44.7. Переходная функция разности 
� − 
� углового положения ЭД и второй массы 

ЭМС с зазором и с непостоянством передаточного числа 
 
Полученные графические зависимости во многом аналогичны 

зависимостям, полученным в разделах 25 и 43, однако общее отличие 
является очевидным: уровень колебаний перечисленных выше функций 
вырос, что объясняется введенным непостоянством передаточного числа.  
 
 

45.  Электромеханическая система с линейной механической 
характеристикой электропривода и жесткой механической связью 

 
Уравнения движения электромеханической системы при С12=∞ при 

линейной механической характеристике двигателя имеют вид �z�ЭДÃ + 1{ = �(�q − ��)� − �� = )��Ã Ä		 
Данной  системе  уравнений  соответствует  структурная  схема [2], 

приведенная на рисунке 45.1. 
 

 
Рис. 45.1. Структурная схема электропривода с линейной  

механической характеристикой при С12=∞ [2] 
 



57 

 

 Анализ  динамических  свойств ЭМС с жесткой механической 
характеристикой можно провести на основе исследования передаточных 
функций системы. Передаточная функция по управляющему воздействию �q 
имеет вид: E\(Ã) = �(Ã)�q(Ã) = 1�ЭД�мÃ� + �мÃ + 1,						(45.1)			 
где  ТМ=JƩ/β  – электромеханическая постоянная времени.  

Выражение для передаточной функции по возмущающему 
воздействию момента сопротивления МС E′\(Ã) = �(Ã)��(Ã) = �эÃ + 1�(�ЭД�МÃ� + �МÃ + 1).						(45.2)				 

Характеристическое уравнение системы (6.7) �ЭД�МÃ� + �МÃ + 1 = 0 . 
Корни характеристического уравнения 

Ã�,� = − 12�ЭД ± � 14�ЭД� − 1�ЭД�м = 1�м È− *2 ± �*�4 − *É, 
где  m=ТМ/ТЭД  – отношение постоянных времени.  

Отношение постоянных времени m определяет колебательность 
электромеханической системы.  

При  m>4  корни  характеристического  уравнения  действительные 
отрицательные: p1=– α1;   p2=– α2; 

В данном случае передаточную функцию (45.1) можно преобразовать к 
виду: E\(Ã) = 1(��Ã + 1)(��Ã + 1),		 
где  Т1=1/α1; Т2=1/α2 .  

Поэтому при m>4 электромеханическую систему можно представить  в  
виде последовательного соединения двух инерционных звеньев с 
постоянными Т1 и Т2. Частотные характеристики при таком сочетании 
параметров [2] имеют вид, показанный на рисунке 45.2.а. 

 
а)    б) 

Рис. 45.2. Частотные (а) и временные (б) характеристики электромеханической 
системы при m > 4 [2] 
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 Реакцию системы на скачок управляющего воздействия при нулевых 
начальных условиях и МC=0 характеризует соответствующая переходная 
функция (см. приложение) ℎ(8) = 1 + c�c� − c� y!Ê`Ë − c�c� − c� y!Ê]Ë 
и весовая функция h'(t) ℎ′(8) = 1 + 1c� − c� (y!Ê]Ë − y!Ê`Ë) 

Зависимость h(t) дает представление о законе изменения скорости  
электропривода  при  задании  скачком  ω0. При  МC=0,  согласно уравнению 
движения �(8) = )� 7�(8)78 , 
весовая функция h'(t) в соответствующем масштабе определяет закон 
изменения электромагнитного момента М(t). Максимум момента Мmax 
соответствует h'max.  

Когда  m=4  характеристическое  уравнение  системы  имеет  два 
равных отрицательных корня 

p12= –α=–1/2TЭ. 
В данном случае передаточная функция (45.1) преобразуется к виду E\(Ã) = 1(�Ã + 1)�,		 

где T=1/–α. 
При этом, как можно убедиться при сравнении приведенных на 

рисунке 45.3 частотных, переходных и весовых характеристик, они 
аналогичны характеристикам при m>4. 

 

 
а)    б) 

Рис. 45.3. Частотные (а) и временные (б) характеристики системы при m=4 [2] 
 
При m < 4 корни характеристического уравнения комплексные Ã�,� = c ± eΩÌ 

где c = − ��ÍЭ ; 					ΩÌ = √|¸!¸`�ÍÎ . 
Передаточная функция по угловой частоте для случая, когда её корни 

соответствуют колебательному  звену, целесообразно записать в следующем 
виде: 
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E\(Ã) = 1�Э�[Ã� + �[Ã + 1 = 1���Ã� + 2Ï��Ã + 1,						(45.3)	 
Из  (45.2)  вытекает  связь  между  параметрами  электромеханической 

системы и колебательного звена �� = Ð�Э�[; 					2Ï�� = �[; 					Ï = �[2�Э = √*2 , 
где  ξ – параметр затухания, лежащий в пределах 0 < ξ< 1. 

Анализ установившихся колебательных процессов, вызываемых 
периодическими составляющими управляющего ω0 и возмущающего МC  
воздействий, целесообразно провести путем вычисления амплитудно-
частотной  и  фазо-частотной  характеристик  ЭМС в соответствии с 
формулой (45.3). 

 Амплитудно-частотная и фазо-частотная характеристики для 
рассматриваемой системы имеют вид: Ñ\(Ω) = 1Ð(1 − �Э�[Ω�) + (�[Ω)� ; 

Ψ\(Ω) = −(Ò>8Ó @ �[Ω1 − �Э�[Ω�A ; 
При совпадении частоты вынужденных колебаний Ω с частотой 

электромеханического недемпфированного резонанса ΩЭМ = �Í] = 1/Ð�Э�[ в 

системе возможны резонансные явления, обусловленные обменом 
кинетической  и  электромагнитной энергиями инерционных масс и 
индуктивностей силовых цепей. 

Частотные  характеристики  колебательного  звена  при m = 0,5; 2; 4 
(ξ=0,35; 0,71; 1) приведены на рисунке 45.4. 

 
а)    б) 

Рис. 45.4. Частотные характеристики ЭМС  при  m ≤ 4 [2] 
 
При работе на естественных характеристиках двигателей ТЭ лежит  в  

пределах Тэ = 0,01–0,1 с. Электромеханическую постоянную привода ТМ 
можно выразить через электромеханическую постоянную самого двигателя, 
и отношение моментов инерции электропривода JƩ и двигателя JД – через 
соотношение инерционных масс системы: Ô = )�)Д. 
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Электромеханическая постоянная времени привода определяется по 
формуле: �М = Ô ∙ �М.Д. 

Для двигателей РН > 10 кВт, ТМ.Д = 0,01–0,1 с, т. е. ТМ.Д соизмерима или 
близка ТЭ.  

В малоинерционных электроприводах с γ < 1,5 значения m лежат в  
пределах  0,5 < m < 2,  а  в  инерционных  электроприводах  с  γ  > 2, m > 2.  
Поэтому резонансное усиление  колебаний невелико и  ЭМС электропривода 
представляют собой высокодемпфированные колебательные звенья с 
коэффициентом демпфирования ξ ≥ 0,4. 

 
  

46.  Переходные процессы в электромеханических системах с 
линейной механической характеристикой электропривода при 
скачкообразном изменении задающих и возмущающих 
воздействий  
  
В типичных нерегулируемых приводах с двигателями постоянного и 

переменного тока при питании от сетей с постоянным напряжением и 
частотой переходные процессы протекают при постоянстве скорости 
ω0=const, значение которой изменяется скачком. К таким переходным 
процессам относятся:  
• пуск  двигателя,  при  этом  ω0 скачком изменяется  от  нуля до ω0Н;  
торможение  двигателя  противовключением,  реверс,  когда ω0Н скачком 
изменяется от ω0Н до – ω0Н;  

• отключение двигателя от сети, перевод в режим динамического 
торможения, при котором ω0Н скачком изменяется от ω0Н до нуля;  

• изменение скорости привода путем изменения сопротивления силовых 
цепей – якорной RЯƩ или роторной R'2Ʃ при МС = const;  

• при скачкообразном изменении нагрузки на валу двигателя. 
 
При жестких механических связях С12=∞ движение обобщенной 

электромеханической системы привода с линейной механической 
характеристикой описываются уравнениями:  � = �(�q − ��) − �ЭД 7�78� − �� = )� 7�78 Õ	.							(46.1)	 

Моделирование рассматриваемого процесса выполнялось в среде Scilsb 
Xcos. Схема модели приведена на рисунке 46.1. Модель позволяет вычислять 
динамические механические характеристики и переходный процесс при 
ударном приложении нагрузки. 
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Рис. 46.1. Сема модели переходного процесса в ЭМС  

при скачкообразном изменении задающих и возмущающих воздействий 
 
Для конкретного случая ударного приложения нагрузки – в момент 

времени t=0 нагрузка скачком увеличивается от МС.НАЧ до МС – рассмотрим  
случай, когда m<4, что соответствует комплексным корням 
характеристического уравнения. Так как  предшествующий режим был 
установившимся ωНАЧ = ωС.НАЧ и МНАЧ = МС.НАЧ.  
 

 
а)    б) 

Рис. 46.2. Динамическая механическая характеристика (а)  
и переходный процесс ударного приложения нагрузки (б) [1] 

 
Вводя обозначения параметров системы уравнений: �С.НАЧ − �С�С.НАЧ − �С = −�;					�[ = )�� , 

можно получить решения уравнения (46.1), которые имеют следующий вид: � = �С + (�С.НАЧ − �С)y!ÊË U>ÀFΩ�8 + c�[ − 1Ω��[ F#�Ω�8V.			(46.2) 

� = �С + (�НАЧ − �С)y!ÊË U>ÀFΩ�8 + cΩ� F#�Ω�8V.				(46.3) 

На  рисунке 46.2б  приведены  зависимости  ωНАЧ=f(t)   и  М= f(t)  при m 
= 1.  Сравним  естественную  механическую  характеристику 1 (рис. 46.2а) с 
построенной с помощью графиков переходных процессов на рисунке 46.2б 
динамической механической характеристикой 2 (рис. 46.2а).  
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При приложении скачком момента нагрузки идет процесс снижения 
скорости, приводящий, в свою очередь, к росту момента двигателя. Однако 
вследствие наличия индуктивности силовой цепи нарастание момента  
двигателя  идет  медленнее,  и  скорость  снижается  в большей степени, чем 
это определяется статической характеристикой 1. При достижении М 
момента МC скорость ω<ωC, что ведет к дальнейшему росту момента до Мmax. 
Колебания затухают, и достигается установившийся режим М=МC, ω=ωC.  

Максимальное динамическое падение скорости ∆ωд.max при этом 
превышает  статическое  падение  ∆ωC  тем  в  большей  степени,  чем больше  
жесткость  статической  характеристики β,  и  чем  больше  ТЭ.  

Отклонения скорости от требуемого значения из-за электромагнитной 
инерции существенно увеличиваются, что для ряда механизмов с ударной 
нагрузкой по условиям технологического процесса является 
неблагоприятным.  
 

При  работе  приводов  на  реостатных  характеристиках,  когда 
(RЯ.ДОБ≠0  или  R2.ДОБ≠0)  значения  ТЭ  в  сравнении  с  ТM  невелики,  ТЭ 
можно пренебречь.  

В  этом  случае  система  уравнений  движения  электромеханической 
системы при С12=∞ примет вид: � = �(�q − ��)� − �� = )� 7�78 Ø		 

Решив данную систему уравнений относительно угловой скорости, 
получим дифференциальное уравнение: �[ 7�78 + � = �6 .							(46.4) 

Характеристическое уравнение дифференциального уравнения (46.4) 
имеет вид: �[Ã + 1 = 0 

Характеристическое уравнение имеет один действительный 
отрицательный корень: Ã = −1/�[. 

Решение уравнения (46.4) запишется в виде:  � = �С + Ñy!Ë/ÍÎ . 
При t=0, ω=ωнач, отсюда А = ωнач – ωС.  
Тогда  уравнения  переходного  процесса  изменения  во  времени 

скорости и момента двигателя примут вид: � = �С + (�НАЧ − �С)y! ËÍÎ; 					(46.5) � = �С + (�НАЧ − �С)y! ËÍÎ; 					(46.6) 
Продифференцировав уравнение (46.5), получим зависимость 

ускорения от времени  
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' = 'НАЧy! ËÍÎ; 						(46.7)				 
где 'НАЧ = (�С − �НАЧ)/�[ – начальное ускорение привода.  

На рисунке 46.3 приведены  графики  переходного  процесса,  
соответствующие (46.5) и (46.6). 

 
а)    б) 

Рис. 46.3. Механические характеристики (а) и  
графики изменения во времени ω  и  М  (б) [2] 

 
Рисунок 46.3 показывает, что уменьшение ускорения в соответствии с 

формулой (46.7) вызвано уменьшением динамического момента МДИН=М–МС 
от МДИН.НАЧ=МНАЧ –МС  до нуля по мере роста скорости от ωНАЧ до ωС.  

В случае  постоянства  динамического  момента  при  пуске  и  равного 
МДИН.НАЧ=МНАЧ=const,  скорость  ω  изменялась  бы  по  линейному  закону,  
на рисунке 46.3б показано пунктирной касательной к начальной точке 
кривой скорости ω(t).  В  этом  случае  время  переходного  процесса  было  
бы равно  ТМ. Фактическое  время  переходного  процесса  tПП≈(3-4)ТМ, при 
котором скорость достигает значений ω≈(0,95-0,98)ωС.  

При реостатном пуске электропривода с линейной механической 
характеристикой в случае автоматического переключения системой 
управления ступеней пускового реостата при неизменных значениях 
начального  и  конечного  значений  момента  (рис. 46.4)  с  учетом формулы  
(46.5) движение  электропривода  на  каждой  ступени управления  можно  
описать  соотношениями � = �С + (�НАЧ − �С)y! ËÍÎ; 					(46.7) � = �С + (�НАЧ − �С)y! ËÍÎ; 					(46.8) 
где TMi=JƩ/βi; βi – модуль жесткости i-й пусковой механической 
характеристики. 
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а)    б) 

Рис. 46.4. Механические характеристики (а) и переходный процесс (б) при реостатном 
пуске электропривода с линейной механической характеристикой [2] 

 
В начальный момент пуска в силовую цепь введено полное 

сопротивление пускового реостата, ограничивающее пусковой момент 
значением  М1  (характеристика  1).  При  росте  скорости  до  величины 
ω1КОН выводится первая ступень пускового реостата, при этом момент вновь 
возрастает до М1, идет пуск по характеристике 2 и т.д.  

Зависимости ω(t) и М(t) при реостатном пуске приведены на рисунке 
46.4б.  Время  работы  на  каждой  пусковой  характеристике  можно найти, 
подставив в (46.7) или (46.8) значения ωКОНi или МКОНi и решив уравнение 
относительно времени 8M = �[MÙ� �6M − �НАЧM�6M − �КОНM �M = �[MÙ� �� − �6�� − �6 

По  мере  разгона  и  перехода  от  ступени  к  ступени  добавочное 
сопротивление  RДОБ  уменьшается  и  растет  модуль  жесткости  βi,  что 
приводит к уменьшению времени работы на последующих пусковых 
ступенях (рис. 46.4).  

При  реверсе  электропривода  с  активным  характером  момента 
сопротивления Мс = const изменение ω, М = f(t) описываются уравнениями 
(6.64) и (6.65), при подстановке в которые начальных и установившихся 
значений скорости и момента они приводятся к виду � = −�С + (�НАЧ + �С)y! ËÍÎ; 					(46.9) � = �С − (�� + �С)y! ËÍÎ; 										(46.10) 

Механические  характеристики  для  данного  случая  реверса  и 
графики изменения во времени ω(t), М(t)=f(t)  приведены на рисунке 46.5. 
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Рис. 46.5. Механические характеристики (а) и зависимости ω(t), М(t)=f(t) (б) при реверсе с 

активным характером нагрузки [2] 
 
Установившаяся скорость при реверсе – ωC при активном характере  

момента  сопротивления  значительно  превышает  скорость  идеального 
холостого хода. В случаях, когда торможение противовключением  
используется  для  остановки  электропривода,  двигатель  при скорости ω=0 
от сети отключается.  

В  случае  реверса  с  реактивным  характером  нагрузки  (рис. 46.6) при  
переходе  скорости  через  ноль  момент  нагрузки  изменяет  свой знак  на  
противоположный.  Поэтому  до  ω=0  процесс  торможения идет так же, как 
и при активном моменте.  

 
Рис. 46.6. Механические характеристики (а) и зависимости ω=f(t) и М=f(t) (б) при реверсе 

с реактивным характером нагрузки [2] 
 
При изменении направления вращения реактивный момент изменяет 

свой знак, и процесс пуска в противоположном направлении описывается 
уравнениями (46.5) и (46.6) при других значениях начальной и 
установившейся скорости и момента  
(ωНАЧ=0; ωС = –ωС), (МНАЧ=–МС; МС = – МС): � = −�6̈ @1 − y! ËÍÎA ;			 
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� = −�С − (�q − �С)y! ËÍÎ;		 
Зависимости ω = f(t) и М = f(t) при реверсе с реактивным характером 

момента приведены на рисунке 46.6б.  
Следует отметить, что при переходе скорости через ноль ускорение 

также скачком меняет свой знак от dω/dt=–(М0+МC)/JƩ до dω/dt=–(М0-МC)/JƩ, 
вследствие изменения величины динамического момента, чем  и  объясняется  
излом  в  зависимостях  ω(t), М(t)=f(t)  при ω=0. 

Механические  характеристики  и  зависимости  ω=f(t) ,  М=f(t)  при 
переходных режимах динамического торможения представлены на рисунке 
46.7. 

 
Рис. 46.7. Механические характеристики (а) и зависимости ω(t), М(t)=f(t) (б) 

процессов при динамическом торможении [2] 
 
Модуль жесткости механической характеристики при динамическом 

торможении β=М1/ωНАЧ. После нахождения TM=JƩ/β и подстановки 
установившихся и начальных значений ω и М для активного характера 
нагрузки (рис. 46.7а), выражения для ω и М при динамическом торможении 
запишутся в виде: � = −�С + (�НАЧ + �С)y! ËÍÎ;					 � = −�С − (�� + �С)y! ËÍÎ . 

Из  графиков  рисунка 46.7б  видно,  что  при  активном  характере 
нагрузки двигатель разгоняется в обратном направлении до скорости –ωC, а 
при реактивном характере нагрузки – останавливается (пунктирные прямые).  

Следует отметить, что режимы пуска и торможения электропривода 
при ω0=const зависимости ω(t), М(t)=f(t)  не являются оптимальными. 
Увеличить степень оптимальности режимов по быстродействию можно при 
реостатном пуске за счет увеличения количества пусковых ступеней. 
Плавность нагружения упругих электромеханических систем можно 
увеличить путем введения предварительных  пусковых  и  тормозных  
ступеней  с  меньшим  начальным  моментом,  чем  М1. Такой  способ  
обычно используют в подъемно-транспортных  машинах в целях снижения  
динамических нагрузок при выборе слабины канатов и выборе зазоров в 
передачах. 
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47.   Механическая часть ЭМС с поступательным движением 
исполнительного механизма  

  
В состав ряда машин и механизмов с поступательным движением  

исполнительного  механизма  входят  кривошипно-шатунные (рис. 47.1а) и 
эксцентриковые (рис. 47.1б) механизмы с переменным радиусом приведения. 

 
а)         б) 

Рис. 47.1. Передаточные механизмы: кривошипно-шатунный механизм (а), 
эксцентриковый механизм (б) [2] 

 
Для  кривошипно-шатунного  механизма  выражение  для  линейного 

перемещения исполнительного механизма имеет вид: 

$ = Ù �1 − �1 − x�Ù� F#��
 + x(1 − >ÀF
)Ø,					(47.1) 

где  R – радиус кривошипа; l – длина шатуна.  
Так как на практике l >> R при разложении в ряд подкоренного 

выражения (47.1) и учете первых двух членов разложения получим: $ = x(1 − >ÀF
) + x�Ù� F#��
, 
или еще более приближено $ = x(1 − >ÀF
) 

Линейная скорость перемещения исполнительного механизма & = 7F78 = x��F#���8, 
В соответствии с кинематической схемой эксцентрикового механизма 

(рис. 47.1б), при профиле эксцентрикового преобразователя с 
синусоидальным законом перемещения исполнительного механизма $ = ℎ(1 − >ÀF
) 
где  φ = ω1t – угол поворота эксцентрика.  

Тогда  линейная  скорость  перемещения  исполнительного  механизма & = ℎ��F#���8, 
Следовательно, с учетом принятых допущений, движения кривошипно-

шатунных и эксцентриковых механизмов описываются аналогичными 
соотношениями и могут быть представлены обобщенной расчетной схемой 
(рис. 47.2). Радиус приведения в механических системах с кривошипно-
шатунными и эксцентриковыми передаточными механизмами зависит от их 
углового положения. 
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Для  получения  дифференциальных  уравнений,  описывающих 
движение механических систем с переменным радиусом приведения, 
используем  уравнения  движения  в  обобщенных  координатах. 

 

 
Рис. 47.2. Обобщенная полная расчетная схема  

(1 – электродвигатель; 2 – редуктор; 3 – кривошип; 4 – рабочий орган) [2] 
 
Система дифференциальных уравнений для двухмассовой 

механической части с поступательным движением рабочего органа может 
быть построена на основе расчетной схемы, приведенной на рисунке 47.3. 

 

 
Рис. 47.3. Расчетная схема двухмассовой механической части 

с поступательным движением рабочего органа [2] 
 
Уравнения, которые описывают движение приведенной  двухмассовой 

расчетной схемы (рис. 47.3) при ∆φ3 = 0, запишутся в виде [2]: 

RS
T� − ���¨ (8) − �ВТ.ЭКВ(8) − �6� = )� 7��78���¨ (8) + �ВТ.ЭКВ(8) − (
� − 
�)�2��

7[,ЭКВ(8)]78 − �� 7[)�(8)]78 = )� 7��78  

где ���¨ (8) = ,ЭКВ(8)(
� − 
�);   �ВТ.ЭКВ(8) = �ВТ.� + �ВТ.�x�F#����8; �6�(8) = +6x ∙ F#���8;   )�(8) = )q + *x�F#����8;   % = x ∙ F#���8; ,ЭКВ(8) = 11,� + 1,�x�F#����8. 
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48.   Линеаризация уравнений движения механических систем при 
параметрических возмущениях 

 
Количественные оценки возможных отклонений передаточного числа 

от среднего значения для применяемых в передаточных механизмах 
зубчатых колес могут быть произведены с помощью соответствующих  
допусков  на  их  изготовление,  регламентированных  ГОСТ  1643-81  
«Основные нормы взаимозаменяемости. Передачи зубчатые  
цилиндрические.  Допуски».  Оборотные  пульсации  при восьмой  степени  
точности  оцениваются  ∆iM = 0,0007–0,003,  причем уменьшаются с ростом 
диаметра колеса. Зубцовые пульсации передаточного числа при данном 
диаметре колеса быстро возрастают с увеличением модуля зацепления. Для 
крупных модулей (m > 25 мм) допуски на погрешность обката δφ∑ и 
отклонения профиля зуба от идеального δf ГОСТом не ограничиваются. 
Наиболее значительные зубцовые пульсации передаточного числа 
характерны для открытых зубчатых  пар,  имеющих  m ≥ 25 мм  и  
подверженных  быстрому  износу, приводящему к дополнительному 
увеличению погрешности зацепления в несколько раз. Для таких передач при 
m = 50 неравномерность хода  для  малоизношенных  передач  оценена   
пределами ∆iM = 0,025–0,05. С увеличением износа неравномерность хода 
таких передач может достигать величины ∆iM = 0,1. Погрешности цепных и 
ременных передач могут достигать значений ∆iM = 0,015.  
  Учитывая, что в большинстве случаев пульсации передаточного числа 
не превышают двух процентов от среднего значения, в  (44.2)  для  ���¨   
можно  пренебречь  вторым  членом  вследствие  его малости. Частота 
пульсаций передаточного числа Ω пропорциональна скорости ω2, т.е. 
непостоянна. Однако изменением ω2 в течение периода  можно  пренебречь.  
Если  считать  кинематическую  связь  приближенно интегрируемой [2] ��̈(8) = �� + ω�	Δ#[>ÀFΩ8, 
то по угловой скорости можно вычислить угловую координату: 


�̈(8) = Ú ��̈78 = 
� +Ë
q Δ
¸ÛÜF#�	Ω8, 

где Δ
¸ÛÜ = ω�	Δ#[/Ω – максимальная угловая погрешность передачи.  
С  учетом принятых допущений система уравнений (44.2) при ∆φ3=0 

становится линейной [2] 

R�S
�T� − ��� − �ВТ − ∆�В = )� 7��78 ;

��� + ∆�В − �6� = )� 7��78 ;���(8) = ,��(8)(
� − 
�);
					(48.1) 

где ∆�В = С��∆
¸ÛÜ ∙ F#�Ω8 – внутреннее возмущение, приложенное к обеим 
массам в противофазе и изменяющееся по синусоидальному закону [2].  
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Структурная  схема  линеаризованной  механической  системы при 
вращательном движении с учетом внутренних возмущений при 
пренебрежении естественным механическим демпфированием приведена на 
рисунке 48.1. 

 
Рис. 48.1 Структурная схема линеаризованной механической системы 

при вращательном движении исполнительного механизма 
 
 Система  (48.1),  в  отличие  от  (44.2),  не  содержит  переменных 

коэффициентов и является линейной системой с постоянными по амплитуде  
возмущениями ∆�В = С��∆
¸ÛÜ, приложенными к обеим массам в 
противофазе и изменяющимися по синусоидальному закону с частотой Ω, 
пропорциональной средней угловой скорости движения механической части. 
Однако во избежание принципиальных ошибок, следует  иметь в виду, что 
указанное возмущение в виде самостоятельных моментов в системе 
отсутствует [2].  

Уравнение движения расчетной схемы на рисунке 47.3 при  ∆φ3=0, 
С2=∞, i0=1 для механических систем с кривошипными и эксцентриковыми 
механизмами имеет вид:  

R��
S�
�T� − ��� − �ВТ − �6� = )� 7��78��� − +6xF#���8 + �ВТ ���2 *x� sin(2��8) = ()� + *x�F#����8) 7��78 ; (48.2)7���78 = ,��(�� − ��)�ВТ = �ВТ(�� − ��)

 

Для линеаризации системы уравнений (48.2) заменим пульсирующую 
составляющую в приведенном моменте инерции поступательно  движущейся 
массы её средним значением при  ω2 = const,  тогда  момент инерции второй 
массы [2] 

)�_6� = )q + 1�Ц Ú *x�F#����878 = 2)q + *x�ÍЦ
q , 

В результате система уравнений (46.2) примет вид: 
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R��
S�
�T� − ��� − �ВТ − �6� = )� 7��78��� − +6xF#���8 + �ВТ ���2 *x� sin(2��8) = )�СР 7��78 ;					(48.3)7���78 = ,��(�� − ��)�ВТ = �ВТ(�� − ��)

 

Структурная  схема  линеаризованной  модели  приведена на рисунке 
48.2.  

 
Рис. 48.2. Структурная схема линеаризованной механической системы 

с кривошипным и эксцентриковым передаточным механизмом 
 
В рассматриваемой механической системе имеют место два 

параметрических возмущения:  со  стороны  нагрузки  на  исполнительном  
механизме внутренне возмущение. �С = +6xF#���8 �В = ���2 *x� sin(2��8) 

Уровень  отклонения  максимума  пульсирующей  составляющей к 
среднему значению приведенного момента инерции на валу кривошипа в 
зависимости от параметра a вычисляется по формуле: )�_¸ÛÜ	 − )�_6�	)�_6�	 = 1 − 2 + (2(1 + (), 
где )�_¸ÛÜ = )q + *x�,			( = ¸à`_á . 

Следует иметь в виду, что использование линеаризации приводит  к   
уменьшению точности расчетов и к потере достоверности  информации.  
 
  



72 

 

49.   Переходные процессы при плавном изменении управляющего 
фактора с линейной механической характеристикой 
электропривода  

  
В разомкнутых и замкнутых системах регулируемого электропривода 

имеется возможность формирования переходных процессов, близких к 
оптимальным, за счет изменения по заданному закону напряжения в  
электроприводе постоянного тока или частоты двигателей переменного тока, 
т.е. задавать закон изменения ω0(t).  

Наиболее часто при использовании задатчиков интенсивности 
формируется линейный закон изменения управляющего воздействия ω0 во 
времени [2]: 

ω0(t)= ω0_НАЧ+ ε0t,        (49.1) 
где ε0 – заданная величина ускорения. 

При подстановке (47.1) в правую часть уравнения (6.28) получим  �Э�М 7��78� + �М 7�78 + � = �q_НАЧ + 'q8 − Δ�� , 
где Δ�� = â\ãb .  
При m > 2 и плавном изменении  ω0 влияние электромагнитной инерции  на  
характер  переходного  процесса незначительно, поэтому при ТЭ = 0 
уравнение (47.1) примет вид TМ dωdt + ω = ωq_НАЧ + εqt − Δωç,					(49.2) 

Итак,  необходимо  решить  при  ненулевых  начальных  условиях 
дифференциальное уравнение с правой частью, линейно зависящей от 
времени. Решение будем искать в виде суммы свободной ωСВ и 
принужденной ωПР составляющих: � = �СВ + �ПР 

Свободная составляющая, т.е. решение однородного уравнения, 
полученного из (49.2), имеет вид: �СВ = Ñy!Ë/ÍÎ . 

Принужденную составляющую решения определим, исходя из 
следующих  соображений.  В  установившемся  режиме  скорость  линейно 
изменяется во времени �ПР = ( + �8.					(49.3) 

Подставив (49.3) в (49.2), получим  
bTM+a+bt=ω0НАЧ+ε0t-∆ωС, 

откуда � = �q_НАЧ − 'q�М − Δ�� + 'q8 + Ñy!Ë/ÍÎ , 
Постоянную А найдем, используя начальные условия при  

t = 0, �(0) = �НАЧ Ñ = �НАЧ + 'q�М + Δ�� − �qНАЧ .					(49.4) 
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Подставив (49.4) в (49.2), получим решение для угловой скорости ω в 
общем виде: � = 'q8 + z�q_НАЧ − 'q�М − Δ��{ @1 − y! ËÍÎA + �НАЧy! ËÍÎ ,					(49.5) 

Решение для момента двигателя имеет вид: � = �6 + �'q�М + (�НАЧ − �6 − �'q�М)y! ËÍÎ .					(49.6) 
Кривые ω, М=f(t), соответствующие формулам (49.5) и (49.6), когда 

предшествующий  режим  работы  был  неустановившимся  и  МC≠0, 
приведены на рисунке 49.1. 

 
а)         б) 

Рис. 49.1. Механическая характеристика (а) и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) [2] 
 
Формулы (49.5) и (49.6) являются удобным инструментом для анализа 

переходных процессов электропривода с линейной механической 
характеристикой.  

При  реактивном  характере  нагрузки  переходный  процесс  пуска 
распадается на три этапа. На первом этапе возрастание ω0 вызывает линейное 
возрастание момента короткого замыкания двигателя по закону: �КЗ = ��q = �'q8,					(49.7) 
до тех пор, пока МКЗ⩽МС, скорость остается равной нулю, поскольку 
электропривод  заторможен  реактивной  нагрузкой.  Первый  этап  
заканчивается  при  МКЗ=МС,  это  условие  позволяет  с  помощью  (49.7) 
определить время запаздывания начала пуска: 	8З = �КЗ�'q = �6�'q. 

На втором этапе при начальных условиях МНАЧ=МС, ω0НАЧ=∆ωС, ωНАЧ=0 
и принятом новом отсчете времени, начиная с t=tЗ, движение электропривода 
определяется соотношениями (49.5) и (49.6) � = 'q8 − 'q�М @1 − y! ËÍÎA ; 

� = �6 + �'q�М @1 − y! ËÍÎA.					(49.8) 

Каждому  текущему  значению  ω0  соответствует  определенная 
механическая  характеристика  двигателя.  В  исходном  положении 
(рис.47.9)  двигатель  имел  характеристику  1,  в  конце  первого  этапа 
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ω0=∆ωС,  характеристика  2.  Момент  двигателя  на  первом  этапе нарастает 
при ω=0 до значения МС (рис. 49.2). Зависимости ω, М=f(t) для  первого  
этапа  переходного  процесса  показаны  на  рисунке 49.2б  на участке 0<t⩽tЗ.   

 

 
а)         б) 
Рис. 49.2. Механические характеристики (а) и  
зависимости ω0(t), ω(t) и М(t)  (б) при пуске   

с реактивным характером момента сопротивления [2] 
 
На  втором  этапе  в  соответствии  с формулой (49.8)  момент  

двигателя нарастает от М=МС до  МУСТ.П=МС+TMε0β по экспоненте за время 
3TM, и далее вплоть до t0 скорость нарастает по линейному закону, отставая 
от ω0 на величину ∆ωС+TMε0, а момент имеет постоянную величину МУСТ.П. 

Второй этап заканчивается в момент времени t0, когда управляющее  
воздействие  достигает  требуемого  установившегося  значения ω0УСТ.  

На третьем этапе двигатель выходит на естественную характеристику 3, 
и в дальнейшем имеет место процесс, описываемый формулами (49.5) и 
(49.6) при соответствующих начальных условиях.  

Рассмотрим процесс реверса при активном характере нагрузки и 
плавном изменении скорости идеального холостого хода по закону �q = �qН − 'q8					(49.9) 
от -ω0УСТ до ω0УСТ. Начальные и конечные значения скорости определяются 
по механическим характеристикам 1 и 2 (рис. 49.3а).  

 
а)         б) 

Рис.49.3. Механические характеристики (а) и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) при 
реверсе с активным характером нагрузки [2] 
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Подставляя в (49.5) и (49.6) значения  ω0НАЧ=ω0УСТ,  ωНАЧ=ωС, МНАЧ=МС 
и учитывая, что ускорение ε0 в (49.9) отрицательно, получим: � = �Сy! ËÍÎ − 'q8 + z�q_НАЧ − 'q�М − Δ��{ @1 − y! ËÍÎA,					(49.10) 

� = �6 − �'q�М @1 − y! ËÍÎA.					(49.11) 

Зависимости (49.10) и (49.11) определяют характер изменения скорости 
и момента на первом этапе реверса, который заканчивается в момент  t0Р,  
когда  ω0  достигает  установившегося  значения ω0УСТ.  

Графики  ω(t),  М=f(t)  и  механические  характеристики  приведены  на 
рисунке 49.3.  Поскольку  в  процессе  реверса  ускорение  и  динамический 
момент JƩε0 отрицательны, суммарный установившийся момент при реверсе  
МУСТ.Р равен разности M-TMε0β. Поэтому ошибка, с которой  скорость  ω  
следит  за  изменением  ω0,  уменьшается, ∆ωƩ= ∆ωС - TMε0. 

 
В  зависимости от МС, ε и TM ошибка угловой скорости может быть 

равна (∆ωС =TMε0)  или  изменить  свой  знак  (∆ωС<TMε0).  При  этом  и  
момент двигателя МУСТ.P также становится равным нулю или изменяет знак.  

Если ∆ωƩ>0, т.е. ∆ωС>TMε0, двигатель при снижении скорости  
продолжает  работать  в  двигательном  режиме,  а  при  изменении знака  
скорости  переходит  в  тормозной  режим  с  тем  же  моментом М=Муст.р. 
При  ∆ωƩ<0 и  МС<TMε0β двигатель при снижении скорости работает в 
тормозном режиме, а при пуске в противоположном направлении переходит 
в двигательный режим.  

Второй этап реверса протекает при ω0=ω0УСТ=const, начинается в 
момент времени t0P  и определяется соотношениями (46.5), (46.6). Здесь 
момент двигателя нарастает по экспоненте с постоянной TM до значения 
M=МС, а скорость – до значения ω = –ω'C.  

При реверсе с реактивным характером момента сопротивления 
изменение знака МС при ω=0 приводит к весьма сложному виду 
зависимостей ω(t), М(t)=f(t). Переходный процесс в этом случае распадается 
на три или четыре этапа, причем граница между первым и вторым  этапами  
подвижна  и  определяется  достижением  скоростью  ω нулевого  значения  
(механические  характеристики  и  кривые ω(t), М(t)=f(t) приведены на 
рисунке 49.4). На первом этапе до достижения скоростью значения ω=0 
электропривод движется по тому же закону, что и при активном характере 
нагрузки. 
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а)         б) 

Рис. 49.4. Механические характеристики (а) и зависимости ω0(t), ω(t) и М(t) (б) при 
реверсе с реактивным характером нагрузки [2] 

 
При  достижении  скоростью нулевого значения момент  сопротивления 

скачком изменяет свой знак от МС до – МС. Пусть в этот момент  |М| < |МС|.  
Для  того  чтобы  начался  пуск  в  противоположном направлении, 
необходимо увеличение момента двигателя по модулю (а в некоторых 
случаях, как показано на рисунке 49.4, и изменение его знака) до значений, 
превышающих модуль МС. При этом появляется пауза в движении,  
аналогичная  времени  запаздывания  пуска  (рис.49.2), которую  обозначим 
через tЗП. Во время паузы момент двигателя нарастает по линейному закону 
М=МУСТ.P –ε0βt.  

Пауза  заканчивается  тогда,  когда  момент  двигателя  достигает 
значения МС= – МС. Время запаздывания равно 8ЗП = �УСТ.Р − �6

�'q
.					(49.2) 

На  третьем  и  четвертом  этапах  идет  пуск  в  противоположном 
направлении (рис. 49.4). При увеличении темпа изменения ω0 вследствие 
роста динамического момента при торможении момент МУСТ.P=МС–M  
вначале уменьшается до нуля, т.е. при достижении скоростью нулевого 
значения |М| = |Mс|. Привод останавливается и сразу же начинает разбег в 
противоположную сторону. Поэтому интервал нулевой скорости, 
соответствующий второму этапу, вырождается здесь в одну точку.  

Когда  темп  изменения  ω0  достаточно  высок  при  достижении ω=0 
|М|>|Mс|, скорость при реверсе изменяется непрерывно и влияние  
реактивного  момента  сказывается  лишь  на  изменении  скачком ускорения 
при переходе скорости через нуль (кривая 4 на рис. 49.4а).  

Следовательно, изменение управляющего фактора ω0 во времени 
определяет характер изменения скорости в переходном процессе с тем 
большей точностью, чем меньше электромеханическая постоянная времени 
привода TM. При этом ускорение привода во всех режимах не превышает 
значение ε0, а величина момента двигателя – значения  М= JƩε0+ МС,  т.е.  



77 

 

одновременно с формированием закона изменения  скорости  обеспечивается  
ограничение максимальной величины момента двигателя в переходных 
режимах.  

Время переходного процесса электропривода при линейном или другом 
законе изменения ω0(t) мало зависит от величины нагрузки на валу 
электропривода. Как видно из рисунка 49.4б, несмотря на изменение 
реактивного момента при реверсе от +МС до –МС, ускорения при торможении 
и пуске одинаковы. Данное обстоятельство сохранения постоянства ε0 
особенно важно для электроприводов, требующих ограничения ускорений.  

Процессы  при  линейном  нарастании  ускорений  получаются 
близкими к оптимальным по быстродействию при ограничении ускорений и 
рывка. Возможность получения оптимального характера переходных 
процессов путем  формирования соответствующей зависимости  ω0(t)  
широко  используется  для  управления  электромеханическими системами. 

 
 

50.  Расчет переходных процессов при нелинейных механических 
характеристиках двигателя и момента сопротивления  
  
Рассмотрим метод конечных приращений. При достаточной малости 

участка изменения скорости ∆ωi = ∆ωiКОН – ∆ωiНАЧ момент двигателя  Mi  и  
момент  сопротивления  MСi  могут  быть  приняты  равными средним 
значениям  МСPi  и  МС.CPi  на  этих  участках  (рис. 50.1).   

 
а)         б) 

Рис. 50.1. Расчет переходных процессов методом конечных приращений (механические 
характеристики (а), графики переходных процессов (б)) [2] 

 
Тогда, в соответствии  с  уравнением  движения  (12.1),  заменив  

производные приращениями, определим время ∆ti, за которое скорость 
изменяется на величину ∆ωi: ∆8M = )�Δ�M�6РM − �6.6�M = )�Δ�M�éM .					(50.1) 

Вычисляя для каждого из участков, начиная с первого, и суммируя при 
переходе от интервала к интервалу ∆ωi и ∆ti, строим кривую ω(t) (рис. 50.1б). 
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Полное время пуска ∆tП=Ʃ∆ti. Зависимость M(t) строится с помощью 
статической механической характеристики двигателя по зависимости ω(t).  

Точность метода зависит от количества выбранных интервалов и 
возрастает при уменьшении ∆ti. 

  
 

51.  Методы синтеза и выбора параметров ЭМС с упругими связями, 
обеспечивающих оптимизацию демпфирующих свойств 
электропривода 
 
Получение  информации  о  труднодоступных  для  измерения  

величинах ω2 и M12 осуществляется в наблюдающих устройствах (НУ) или  
наблюдателях. Наблюдающее устройство выполняет «функцию 
идентификации всего объекта управления или его части и представляет 
собой его математическую модель» [1-3].  

Наблюдающие  устройства  являются  неотъемлемой  частью  систем 
модального управления, при котором объект управления замыкается 
обратными связями по всем координатам (переменным состояния),  
характеризующим  его  состояние  в  любой  момент  времени.  В этом 
случае, при соответствующих коэффициентах обратных связей, можно 
получить желаемые показатели регулирования выходных координат ЭМС.  

Функциональная схема системы модального управления скоростью с 
подчиненным контуром регулирования тока замкнутой по вектору состояния 
[ω1, М12, ω2] показана на рисунке 51.1.  

Здесь токовый контур замкнут через РТ. Блок ограничения (БО) 
определяет стопорный ток двигателя. В режимах малых отклонений его 
коэффициент усиления равен единице. При доступных для измерения  
скорости  ω1  и  тока  iя  в  наблюдателе  определяются  значения �ê��, �ë��, 
подаваемые на вход модального регулятора (МР).  

Коэффициенты обратных связей МР K1, K2, К3 определяются на 
основании приравнивания правых частей характеристического полинома 
объекта управления (ОУ), замкнутого МР, и характеристического полинома, 
определяющего желаемый характер распределения корней. В режимах 
больших отклонений при работе БО в зоне насыщения обратные связи 
разрываются, и наличие упругости может привести к возникновению 
колебаний скоростей ω1 и ω2. Для исключения насыщения БО в переходных 
режимах на вход системы устанавливается задатчик интенсивности. 
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Рис. 51.1. Структура двухмассовой системы электропривода постоянного тока с 

модальным регулятором: PC – регулятор скорости; БО – блок ограничений; ОУ – объект 
управления: МР – модальный регулятор; ТГ – тахогенератор; 

ДТ – датчик тока;  РТ – регулятор тока [2] 
 
К достоинствам модального управления можно отнести:  
- возможность получения любого демпфирования и быстродействия в 

«малом» в линейных системах ЭП;   
- робастность системы управления;   
- простоту синтеза сложных линейных систем.  
Недостатки модального управления: желаемый  характер переходных 

процессов достижим при малых отклонениях; большое число измеряемых 
координат, т.е. повышенная потребность в датчиках.  

Следовательно, за счет рационального выбора структуры системы 
«управления и параметров электрической и механической части удается  
значительно  снизить  или  полностью  устранить  негативное влияние 
упругих механических связей, зазоров кинематической цепи и  
параметрических  возмущений  на  работу  ЭМС»  [2],  что  способствует  
повышению  точности  регулирования,  надежности  и  долговечности  
работы  машины  и  механизмов  технологического  оборудования. 
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