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Предисловие 

В настоящем пособии рассматриваются вопросы основ сопротивления 

материалов – внутренние усилия в сечениях стержней, напряжения и 

деформации при растяжении, сжатии, сдвиге, кручении и динамическом 

нагружении. Даны примеры расчета на жесткость, прочность, устойчивость, а 

также приведены методы расчета различных конструкций, критерии прочности. 

Представлены основы опытного определения напряжений и деформаций, а 

также методики экспериментального исследования и механических испытаний 

образцов и конструкций на различные виды нагружения и нагрузки. 

Знание сопротивления материалов в инженерном образовании 

необходимо как при проектировании различных конструкций, так и для 

понимания основных видов деформаций, таких как растяжение, сжатие, 

кручение, изгиб стержней, а также механики развития этих деформаций и 

приемов оценки прочности. В конечном итоге это позволяет правильно и 

грамотно построить расчетные модели для решения практических инженерных 

вопросов: дать оценку прочности существующей или проектируемой 

конструкции; определить предельно допустимые нагрузки; подобрать 

необходимые размеры элементов и выбрать необходимые материалы, 

обеспечивающие их прочность и т.д. 

Пособие содержит приложения, которые включают в себя примеры и 

решения различных задач по курсу «Сопротивление материалов», которые 

помогают освоить изучаемый материал на теоретических и практических 

занятиях. Включены и отдельные справочные таблицы, например, для 

определения моментов генерации, опорных реакций и др. 

Весь материал в данном пособии расположен в алфавитном порядке для 

облегчения поиска необходимой информации и быстрого получения  основных 

знаний по изучаемой дисциплине. В таком виде учебное пособие может 

использоваться не только в учебном процессе, но и в качестве 

терминологического словаря – справочника для широкого круга специалистов. 
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А 

Абсолютное удлинение стержня. Считая материалы стержней 

подчиняющимися закону Гука, определяют по формуле: ∆� = ����/(
�), где 

N – продольная сила; Е – модуль продольной упругости; А – площадь сечения 

стержня. Интегрирование производится по длине каждого участка, а 

суммирование – по всем участкам стержня. Если на длине l стержня N и А 

постоянны, то ∆� = ��/(
�). 
 

Аксиомы статики – это несколько исходных положений теорем и 

уравнений статики, принимаемых без математических доказательств. Известны 

четыре основные аксиомы. Аксиома 1 гласит, что абсолютно твердое тело 

находится в равновесии под действием двух сил, когда эти силы равны по 

модулю и направлены по одной прямой в противоположные стороны. 

Аксиома 2 утверждает, что, не нарушая действия данной системы сил на 

абсолютно твердое тело, можно добавить к этой системе сил или исключить из 

нее любую уравновешенную систему сил. Эта аксиома устанавливает, что две 

системы сил, отличающиеся на уравновешенную систему, эквивалентны друг 

другу. Следствие из аксиом 1 и 2: действие силы на абсолютно твердое тело не 

изменится, если перенести точку приложения силы вдоль ее линии действия в 

любую другую точку тела. Аксиома 3 гласит, что одна сила, эквивалентная 

данной системе сил, называется равнодействующей этой системы. Аксиома 4 

утверждает, что равновесие деформируемого тела, находящегося под действием 

данной системы сил, не нарушается, если считать тело абсолютно твердым. Эту 

аксиому называют принципом отвердевания, что позволяет применить к 

любому телу и к любой изменяемой конструкции условия равновесия, 

устанавливаемые методами статики для абсолютно твердого тела. 

 

Амплитуда напряжений цикла, изменяющихся во времени, – это 

наибольшее (положительное) значение переменной составляющей цикла 
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напряжений. Амплитуда напряжений цикла определяется по формуле 
� =
(
��� − 
���)/2, где 
��� – максимальное по алгебраическому значению 

напряжение цикла; 
��� – минимальное по алгебраическому значению 

напряжение цикла. В случае переменных касательных напряжений остаются в 

силе все приведенные здесь термины и соотношение с заменой σ на τ. 

 

Анизотропные материалы – материалы, свойства которых неодинаковы 

по различным направлениям. К ним можно отнести железобетон, пластмассы 

со слоистыми наполнителями, композиционные материалы и др. 

Использование таких материалов сокращает расход  композитов  и улучшает 

качество конструкций. 

 

Арка – конструкция в форме кривого бруса для перекрытия проемов в 

стене или пролетов между опорами мостов, зданий и других сооружений. Арка 

работает в основном на сжатие, вызывает в опорах не только вертикальные, но 

и горизонтальные реакции (распор). 

 

Арутюнян Н. Х. – российский инженер и ученый, в 40-х годах ХХ 

столетия совместно с Масловым Г. Н. предложил уравнения теории 

наследственного старения, т.е. теории ползучести, в основу которой положена 

зависимость �~
 для «стареющего» вязкоупругого материала. 

 

Ассиметричный цикл напряжений можно 

представить как сумму симметричного цикла с 

максимальным напряжением, равным амплитуде 

заданного цикла, и постоянного напряжения, 

равного среднему напряжению заданного цикла 

(рис. 1). Цикл переменных напряжений 

характеризуется: 1) максимальным по алгебраическому значению напряжением 

цикла 
���; 2) минимальным по алгебраическому значению напряжением 

Рис. 1 
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цикла 
���; 3) средним напряжением цикла 
� = (
��� + 
���)/2; 

4) амплитудой напряжений цикла 
� = (
��� − 
���)/2; 5) коэффициентом 

асимметрии цикла напряжений �� = 
���/
���. Циклы, имеющие одинаковые 

значения ��, называют подобными. 

Б 

Балками в технической литературе часто называют стержни, 

работающие на изгиб. Особенно такое наименование распространено в 

судостроении, строительной технике и в других областях. Балки подразделяют 

по следующим признакам: по типу опор балок; по возникающим опорным 

реакциям в балках; по форме конструкции балки; по виду прокатных сечений 

балок. Опоры балок, рассматриваемых как плоские системы, бывают трех 

основных типов: подвижная шарнирная опора; неподвижная шарнирная опора 

и жесткая заделка или защемление. Балка с одним заделанным концом 

называется консольной балкой или просто консолью. В зависимости от типа 

опор и их сочетаний различают следующие виды балок: двухопорные, 

двухпролетные, консольные. По опорным реакциям балки подразделяются на 

статически определимые и статически неопределимые. По форме конструкции 

балки бывают рациональные, ломаные, неразрезные, перемеченного сечения. 

По виду прокатных сечений балок различают двутавровые, швеллерные, 

уголковые равнобокие или неравнобокие и др. Балки на упругом основании 

условно подразделяют на бесконечные (длинные и короткие); 

полубесконечные. 

 

Балки переменного сечения – это балки равного сопротивления, у 

которых в крайних волокнах каждого поперечного сечения нормальные 

напряжения одинаковы. В общем случае изгиба балка равного сопротивления 

имеет переменное сечение, изменяющееся соответственно следующему 

уравнению �� = |��|/�
�, где �� – изгибающий момент в произвольном 
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сечении; �� – момент сопротивления этого сечения. Если в каком-нибудь 

поперечном сечении балки изгибающий момент равен нулю или имеет малое 

числовое значение, а поперечная сила, соответственно, отлична от нуля или 

имеет большую величину, то форма балки равного сопротивления 

корректируется по условию прочности по касательным напряжениям по 

формуле ���� =  ���!"/#"$ ≤ ���, где  ��� – максимальная поперечная сила в 

рассматриваемом сечении; !" – статический момент относительно нейтральной 

оси части поперечного сечения, лежащей по одну сторону линии действия 

����. Допускаемое касательное напряжение ��� обычно берут равным 0,5÷0,7 

от �
�. Перемещения в балках переменного сечения можно определять 

аналитическим и графоаналитическим методами. 

 

Балки рационального сечения рассматриваются и проектируются с 

точки зрения расхода материала. Расход материала будет тем меньше, чем 

большая часть сечения удалена от нейтральной оси и находится в области 

действия наибольших напряжений σ. Снижение веса балки можно добиться 

также путем изменения размеров сечения по ее длине в соответствии с эпюрой 

изгибающих моментов, увеличивая сечение там, где моменты больше. 

Применение балок со ступенчатым изменением сечения экономит расход 

материала. Балкой равного сопротивления называется такая балка, для которой 

в каждом сечении соблюдается следующее условие: 
��� = &'(())'(() = � =
*+,-.,где �� – эпюра моментов; �� – момент сопротивления сечения; R – 

расчетное сопротивление  материала. В большинстве случаев закон изменения 

сечения балки равного сопротивления имеет лишь теоретическое значение. 

Однако это является той идеальной моделью, на которую может 

ориентироваться инженер в случае необходимости при реальном 

конструировании. 
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Балки равного сопротивления изгибу – это балки, имеющие такие 

формы, при которых напряжения во всех поперечных сечениях будут равны 

допускаемому. Для примера рассмотрим произвольное сечение балки равного 

сопротивления изгибу, в котором действует изгибающий момент Ми, а момент 

сопротивления �/. Тогда должно выполняться условие 
&и1)1 = &и	34') = �
� =

*+,-.. Отсюда следует, что в таких балках моменты сопротивления сечений 

должны быть прямо пропорциональны изгибающим моментам: 
&и1&и	34' = )1

) . 

Пусть балка прямоугольного сечения жестко защемлена одним концом, а к 

другому концу ее приложена сосредоточенная сила F. Необходимо установить: 

1) как меняется высота h балки при постоянной ширине b; 2) как меняется 

ширина балки при постоянной высоте. В первом случае, когда ширина балки 

постоянна, изгибающий момент в произвольном сечении, отстоящем на 

расстоянии Z от свободного конца, �и/ = −56, соответствующий момент 

сопротивления �/ = #78/6, здесь # = *+,-., а 7 – меняется. Максимальный 

изгибающий момент будет в защемлении: �и	��� = −5�, где l – длина балки. 

Момент сопротивления изгибу в защемлении � = #ℎ8/6. Условие 

пропорциональности изгибающих моментов и моментов сопротивления изгибу: 

−56/−5� = (#78/6)/(#ℎ8/6), откуда 78 = ℎ86/�. Это уравнение параболы. 

Необходимо отметить, что объем такой балки равного сопротивления изгибу 

будет составлять 2/3 объема балки постоянного сечения b×h, что дает 

экономию материала в 33 %. Во втором случае, когда высота балки постоянна, 

условие пропорциональности изгибающих моментов и моментов 

сопротивлению изгибу: −5�/−5� = (�ℎ8/6)/(#ℎ8/6),откуда � = #6/�, где х – 

переменная ширина; b – ширина балки в защемлении; h – высота балки h=const; 

l – длина балки. В данном случае видно, что ширина балки изменяется по 

линейному закону. По сравнению с призматической балкой постоянного 

сечения экономия материала достигает 50 %. Прогиб свободного конца балки 

равного сопротивления изгибу ;���/ = −5�</(2
�), а прогиб конца балки 

постоянного сечения ;��� = −5�</(3
�), т.е. в 1,5 раза меньше. Такое свойство 
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балок равного сопротивления изгибу используется для смягчения ударной 

нагрузки. 

 

Барре де Сен-Венан (1797 – 1886) – французский ученый в области 

механики, его основные труды посвящены теории упругости, сопротивлению 

материалов и гидродинамике. Принцип Сен-Венана гласит, что «способ 

приложения и распределения сил по концам призм безразличен для эффектов, 

вызванных на остальной длине, так что всегда возможно с достаточной 

степенью приближения заменить приложенные силы статически 

эквивалентными силами, т.е. имеющими тот же полный момент и ту же 

равнодействующую, но с распределением точно таким, какое требуют формулы 

растяжения, изгиба и кручения для того, чтобы стать совершенно точными». 

Применительно к стержням этот принцип может быть сформулирован так: 

распределение напряжений существенно зависит от способа приложения 

внешних сил лишь вблизи места нагружения, а в частях, достаточно удаленных 

от места приложения сил, распределение напряжений практически зависит 

только от статического эквивалента этих сил. 

 

Бернулли гипотеза – см. Гипотеза плоских сечений. 

 

Бетти теорема – см. Теорема Бетти. 

 

Болтовые соединения – см. Расчет болтовых соединений. 

 

Бринелля метод для определения твердости материала образца 

использует стальной закаленный шарик диаметром 2,5; 5; 10 мм. Толщина 

испытуемого образца должна быть не менее десятикратной глубины отпечатка. 

Толщину образца и время выдержки при нагружении выбирают в зависимости 

от свойств материала. Испытания проводят с помощью специального прибора 

(например, прибора ТП-2), соблюдая рекомендации по установке шарика 
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относительно поверхности образца, величины и скорости приложения нагрузки, 

времени выдержки нагрузки. Измеряют полученный отпечаток в двух взаимно 

перпендикулярных направлениях с помощью микроскопа или специального 

шаблона. Мерой твердости при вдавливании шарика является величина, 

обозначаемая НВ и равная НВ=F/S, где F – нагрузка; S – площадь поверхности 

сферического отпечатка, которую можно вычислить по формуле ! = 0,5AB8 −
0,5AB√B8 − �8, где D – диаметр шарика; d – диаметр отпечатка. Подставив 

выражение площади в формулу для меры твердости, получим DE =
F G 8H

IJKIJ(L/M)NO, где F = 5/B8. Твердость материала образца при измерении 

шариками разных диаметров будет неизменна, если F = *+,-.. Меру твердости 

НВ используют для определения предела прочности при растяжении 
P ≅
0,35DE. 

 

Брус – элемент конструкции, у которого один размер (длина) во много 

раз больше двух других размеров (ширины и высоты). Геометрическое место 

центров тяжести его поперечных сечений является осью бруса (более 

подробные сведения см. Стержень). В зависимости от формы оси бруса и от 

того, как изменяется его поперечное сечение, различают прямые и кривые 

брусья, с постоянным, непрерывно или ступенчато изменяющимся поперечным 

сечением. Примерами прямых брусьев являются балки, колонны; кривых – 

арки. Следует отметить, что термин «брус», используемый вместо термина 

«стержень», в настоящее время практически вышел из употребления. 

Брусья большой и малой кривизны различаются друг от друга 

значениями соотношения радиуса R кривизны к высоте h сечения. При 

0 < (R/h) < 5÷8 кривые стержни относят к брусьям большой кривизны, которые 

надо рассчитывать по формулам для кривого бруса. При 5÷8 < (R/h) < ∞ 

стержни называют брусьями малой кривизны, в которых практически 

нормальные напряжения можно определять, как в прямых брусьях. 
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В 

Валы – это стержни, которые нагружены моментами, действующими в 

плоскостях, перпендикулярных их продольным осям, испытывают кручение. 

При этом в поперечных сечениях вала возникает только одно внутреннее 

усилие – крутящий момент, остальные силовые факторы равны нулю. 

 

Вероятностно-статистический метод расчета конструкций является 

принципиально новым методом, практическому применению которого должна 

предшествовать обширная исследовательская работы по изучению кривых 

распределения нагрузок, характеристик прочности материалов и других 

величин, влияющих на прочность и надежность сооружений. Основная идея 

этого метода состоит в следующем. Величины, входящие в уравнения 

прочности, жесткости и устойчивости, рассматриваются как случайные 

величины, обладающие известной 

изменчивостью (рассеянием). Изучение 

таких величин ведется на основе методов 

теории вероятностей. Степень рассеяния 

той или иной величины характеризуется 

соответствующей кривой распределения. В 

качестве примера на рисунке приведена 

кривая распределения предела текучести 

малоуглеродистой стали. Кривые распределения могут быть построены по 

опытным данным или в некоторых случаях по теоретическим законам, 

отвечающим существенным признакам данной статистической совокупности. 

Наиболее распространенной теоретической кривой является кривая Гаусса, 

называемая также нормальной кривой. На рисунке 2 по вертикальной оси 

отложены значения плотности вероятности распределения функции D, по 

горизонтальной – значения самой функции D. Площадь всей кривой равна 

единице. Положительные значения функции D (отрезок ОD) соответствует 

Рис. 2 
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безопасным случаям нагружения, отрицательные значения (отрезок ОС) 

соответствуют случаям разрушения детали или появлению недопустимых 

деформаций. Вероятность Q разрушения детали характеризуется площадью 

кривой распределения функции в пределах от минус бесконечности до нуля: 

 = � RM�B"JS . Для вычисления интеграла имеются в справочниках таблицы. 

Вычисленная вероятность разрушения не должна превосходить некоторую 

малую величину, которую называют допускаемой вероятностью разрушения 

конструкции. Такая вероятность должна приниматься в зависимости от 

характера последствий, вызываемых разрушением детали. Если разрушение 

детали повлечет за собой человеческие жертвы, то вероятность разрушения 

должна приниматься весьма малой, практически равной нулю. В строительном 

производстве вероятность разрушения ответственных зданий и сооружений 

колеблется в пределах 1·10-5 ÷ 1·10-7, т.е. в среднем из 1 млн сооружений 

допускается возможность разрушения одного. Если разрушение конструкции 

не влечет за собой человеческих жертв, а вызывает только необходимость 

ремонта или замены детали, то допускаемая вероятность разрушения может 

быть определена из чисто экономических соображений, а именно из условия 

минимума суммарной стоимости детали, учитывая стоимость изготовления и 

стоимость ремонта (дополнительно см. Вероятностный метод расчета на 

прочность). 

 

Вероятностный метод расчета на прочность используется в тех 

случаях, когда, например, пределы прочности, текучести, упругости и других 

механических характеристик материалов имеют весьма значительный разброс 

при экспериментальных исследованиях их образцов. Известно, что для 

описания случайных величин используются различные вероятностные 

характеристики, которые определяются в результате статистического анализа 

опытных данных, получаемых в процессе массовых испытаний. Простейшими 

из них являются математическое ожидание и коэффициент вариации, иначе 
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называемый коэффициентом изменчивости. Наиболее полную информацию о 

случайной величине содержит функция распределения или закон 

распределения. Часто в качестве распределения прочности материала 

используется нормальный закон (закон Гаусса). Другим законом, широко 

используемым для описания распределения предела прочности материала, 

является распределение Гумбеля – Вейбулла. Используются и другие законы 

распределения предела прочности материалов: распределение Пирсона III типа, 

логарифмически нормальное распределение и др. Обычно та или иная функция 

распределения выбирается либо на основании накопленного опыта, либо из 

других соображений. Проверка гипотезы о приемлемости принятой функции 

распределения для описания случайной величины производится на основании 

специальных критериев согласия (см. Вероятностно-статистический метод 

расчета конструкций). 

 

Виды испытаний для определения напряжений и деформаций при 

опытном исследовании прочности материала подразделяются на 

неразрушающие и разрушающие. При неразрушающих испытаниях образец 

нагружают до некоторых, заранее установленных уровней нагружения, а при 

разрушающих испытаниях – до полного его разрушения. Для установления 

основных характеристик конструкционных материалов применяют в основном 

разрушающий метод испытаний. Разрушающие испытания образцов 

подразделяют по виду нагружения: испытания на сжатие, растяжение, изгиб, 

кручение, срез, испытания на удар, разрыв, ползучесть, выносливость 

(усталость), жаропрочность, изнашивание, истирание. Различают при этом 

статические, динамические и специальные испытания материалов и 

конструкций. 

 

Виды нагружения, при которых под действием нагрузки в поперечных 

сечениях стержня возникает только один внутренний силовой фактор, 

включают в себя: растяжение, сжатие, сдвиг, кручение, изгиб. Растяжение и 
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сжатие стержня возникают при действии внешних нагрузок, направленных 

вдоль продольной оси стержня, в поперечных сечениях которого возникает 

только один силовой фактор – продольная сила. Сдвиг (срез) возникает при 

действии сил поперек оси стержня. При сдвиге в поперечном сечении 

возникает перерезывающая сила. При кручении стержня (вала) возникает 

единственный внутренний силовой фактор – крутящий момент, действующий в 

плоскости поперечного сечения. Изгиб отличается от рассмотренных выше 

видов нагружения тем, что в этом случае появляются два внутренних силовых 

фактора: поперечная сила, как при сдвиге, и изгибающий момент. Изгиб бывает 

прямым, чистым, поперечным. Вид изгиба, при котором поперечная сила равна 

нулю, называется чистым изгибом. Изгиб, при котором плоскость изгибающей 

нагрузки совпадает с одной из главных осей инерции поперечного сечения, 

называется прямым. Изгиб, при котором поперечная сила не равна нулю, 

называется поперечным. Следует также отметить, что кроме простых видов 

нагружения, описанных выше, существуют и сложные виды нагружения 

конструкции. Сложные виды нагружения отличаются комплексным 

воздействием двух и более нагрузок, например, сжимающей нагрузки и 

крутящего момента. 

 

Виды напряженного состояния включают в себя линейное, плоское и 

объемное напряженные состояния. Если рассмотреть длинный стержень 

постоянного поперечного сечения, растягиваемый (или сжимаемый) силами, 

действующими вдоль оси стержня, то в нем возникает линейное напряженное 

состояние. Плоское напряженное состояние возникает в теле, испытывающем 

растяжение (сжатие) в двух взаимно перпендикулярных направлениях. При 

объемном напряженном состоянии по всем граням элемента, выделенного из 

нагруженного внешними силами тела, действуют и нормальные 
�, 
T, 
U, и 

касательные напряжения: ��T, ��U, �T�, �TU, �U�,	�UT. 
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Виды опор балок подразделяются на шарнирно-подвижную, шарнирно-

неподвижную опоры и жесткую заделку, или защемление. На рисунке 3 

представлены эти виды опор. 

 
Рис. 3 Виды опор балок: шарнирно-подвижная (а, б); 

шарнирно-неподвижная (в); жесткая заделка, или защемление (г) 

 

В опорах возникают силовые факторы, называемые реакциями опор. 

Подвижная шарнирная опора допускает свободное осевое перемещение балки 

на катках, поэтому в ней возникает только одна опорная реакция. В 

неподвижной шарнирной опоре возникает реакция под углом α к 

горизонтальной оси, эта реакция может быть разложена на две реакции – в 

горизонтальном и вертикальном направлениях. Жесткая заделка, или 

защемление, дает три реакции: Rx, Ry, M. 

 

Виды основных элементов конструкций включают в себя: стержень, 

или брус; пластину; оболочку; массивное тело. Из этих основных форм и 

элементов состоят все конструкции. С механической точки зрения 

деформирования указанных выше видов элементов настолько отличаются друг 

от друга, что требует получения своих уравнений и зависимостей, 

составляющих математическую модель этих элементов. Ниже на рисунке 

показаны основные типы элементов конструкций. 
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Рис. 4 Схемы элементов конструкций: 

1 – стержень (брус); 2 – пластина; 3 – оболочка; 4 – массивное тело 
 

Виккерса метод для измерения твердости материалов основан на 

вдавливании наконечника в форме четырехгранной алмазной пирамиды в 

испытуемый образец. Алмазная пирамида имеет угол между гранью и 

поверхностью плоского образца β=22° и угол между противоположными 

гранями α=136°. Испытания на твердость проводят на приборе ТП-2 в 

стационарных условиях, а для цеховых условий используют переносной прибор 

ТПП-10. При измерении диагонали отпечатка после снятия нагрузки 

совмещают ось микроскопа с центром ромбического отпечатка и для 

соответствующей нагрузки определяют число твердости по таблицам, 

прилагаемым к прибору. Твердость по Виккерсу HV вычисляют по формуле 

H=F/S, где F– нагрузка; S – площадь отпечатка пирамиды, ! = �8/2 sin Y8, где d 

– среднее арифметическое значение длин диагоналей отпечатка; α – угол при 

вершине пирамиды. Подставив значение площади отпечатка и значение угла α 

в формулу для определения HV, получим HV=0,189F/d2. 
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Винклеровское основание используется при расчетах балки на упругом 

основании. Одним из первых, введшим ее в расчетную практику, был немецкий 

ученый Э. Винклер, который предложил реальное основание заменять 

бесконечным числом упругих, не связанных между собой пружин так, что 

реакция в каждой точке подошвы балки будет пропорциональна прогибу в этой 

точке, равному осадке основания. 

 

Влияние высоких и низких температур на механические свойства 

материалов. В конструкторской документации на изделие указан рабочий 

диапазон температур работы изделия. Например, для транспортных машин 

установлен диапазон температур от +40 до -50 °С. Лопатки газовых турбин 

работают при температуре несколько сотен градусов, а детали криогенных 

установок – при температуре до -200 °С. Изменение температурного диапазона 

ведет к изменению механических свойств материала. Кроме этого, изменение 

температурного поля приводит к изменению формы и размеров деталей. С 

повышением температуры уменьшаются пределы прочности, 

пропорциональности, текучести, модуль упругости, а деформация образца 

увеличивается. При этом повышается пластичность материала, что приводит к 

его ползучести. При очень низких температурах прочность металлов 

повышается, но снижается их пластичность, что приводит к хрупкому 

разрежению. При пониженных температурах усиливается чувствительность 

материала к концентрации напряжений, что приводит к быстрому разрушению 

надрезанных образцов. При снижении температуры до –200 °С пределы 

прочности сталей в среднем возрастают на 20–30 %. Предел прочности стали 

при нагревании на 500 °С уменьшается на 40–45 %, чугуна – на 22–25 %, меди 

– на 50 %, бронзы – на 82 %. 

 

Внецентренное растяжение – сжатие, в отличие от центрального 

растяжения и сжатия, происходит, когда продольная сила проходит не через 

центр тяжести поперечного сечения. Пусть точка приложения силы F 
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определяется координатами y0z0 (рис. 5). Используя правило переноса силы, 

силу F приводят к точке О – центру тяжести поперечного сечения, добавляя 

изгибающий момент: М=F·r.  

 

 
Рис. 5 Схема нагружения бруса при 

внецентренном растяжении 

Рис. 6  Сечение бруса, сжимаемого силой F 

в точке Б 

 

Таким образом, внецентренное растяжение – сжатие приводится к  

совместному действию растяжения – сжатия с изгибом. Изгибающий момент М 

создает косой изгиб и может быть разложен на составляющие по осям y и z. На 

рисунке 6 показано сечение бруса, сжимаемого силой F, которая приложена в 

точке Б. Для нахождения нормального напряжения в точке А используется 

формула 
Z = �/! + 5[" ∙ [/$T 	+ 57"7/$U, где N=-F– сжимающая сила; 

[" = −0,5#, 7" = 0,5ℎ – координаты точки Б; [ = 0,5#, 7 = −0,5ℎ – 

координаты точки А; $U = #ℎ</12, $T = ℎ#</12, ! = #ℎ- моменты инерции и 

площадь. Таким образом, из приведенного примера видно, что внецентренная 

приложенная в точке Б сжимающая сила F приводит к растягивающим 

нормальным напряжениям. 

 

Внешние нагрузки подразделяются на сосредоточенные и 

распределенные. Сосредоточенными называют силу или момент, которые 

условно считаются приложенными в точке. Поэтому сосредоточенные внешние 
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нагрузки – это типичная схематизация реальности, позволяющая построить 

физико-математическую расчетную модель. Распределенные нагрузки 

характеризуются в каждой точке числовым значением и направлением вектора 

интенсивности этой нагрузки. Интенсивность может быть отнесена к единице 

объема, единице площади или единице длины. Соответственно распределенная 

нагрузка называется объемной, поверхностной или линейно распределенной, 

или погонной нагрузкой. Равномерно распределенная нагрузка – это когда ее 

интенсивность можно понимать как силу, приходящуюся соответственно на 

единицу объема, площади или длины. Неравномерно распределенная нагрузка, 

например поверхностная, требует для определения ее интенсивности 

составления вначале выражения для среднего на площадке ∆А значения 

нагрузки рср=∆R/∆А, где ∆R – равнодействующая сила на площадке ∆А. Чтобы 

характеризовать эту нагрузку именно в точке, необходимо стягивать площадку 

∆А к точке. Тогда р=lim∆А→"(∆�/∆�). 
Кроме этого, различают нагрузки статические и динамические. 

Статической нагрузкой называют нагрузку постоянную или очень медленно 

изменяющуюся во времени, когда скоростями и ускорениями возникающего 

движения можно пренебречь. Динамической нагрузкой называют быстро 

изменяющуюся нагрузку, а расчет с учетом возникающего колебательного 

движения – динамическим расчетом. Законы изменения динамических нагрузок 

во времени могут иметь различный характер: повторно-периодический с 

установившимся режимом и с неустановившимся режимом. 

 

Внутренние силовые факторы (внутренние усилия) подразделяются на 

следующие усилия и моменты: усилие вдоль оси координат z – продольная сила 

N; усилия вдоль осей х и у – поперечные силы Qx и Qy соответственно; момент 

относительно продольной оси z – крутящий момент Mz; моменты относительно 

осей х и у – изгибающие моменты Мх и Му соответственно. Для определения 

внутренних усилий используется метод сечений, который дает возможность 

определить в сечении направление и значение равнодействующих внутренних 
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усилий. На рисунке 7 представлено действие 

силовых факторов в плоскостях у0х и z0х. 

Из условия равновесия отмеченной части 

бруса можно установить: N=F, Mz=F·y0, 

My=F·z0. Исходя из принципа независимости 

действия внутренних силовых факторов, 

определяют напряжения в произвольной 

точке сечения. От продольной силы N 

σN=N/S, где S – площадь сечения. От 

изгибающего Мz относительно оси 

zσZ=(F·y/IZ)y, где IZ –момент инерции 

сечения. От изгибающего момента My 

относительно оси у σУ=(МУ/IУ)z, где IУ – 

момент инерции сечения относительно оси у. 

 

Внутренние силы и напряжения. Внутренние силы действуют между 

частицами твердого тела до приложения внешних нагрузок, обеспечивая 

неизменность формы тела. В сопротивлении материалов под внутренними 

силами понимают приращение сил взаимодействия между частицами, 

возникающими при нагружении тела. В сплошном и однородном материале 

внутренние силы передаются сплошным потоком от одной части тела к другой 

через разделяющую эти части воображаемую поверхность (плоскость). На 

каждой малой площадке, принадлежащей поверхности, поток внутренних сил 

характеризуется значением и направлением вектора интенсивности внутренних 

сил. Количественной мерой интенсивности потока внутренних сил в 

деформируемом теле, передающихся в точке через выделенную площадку, 

является напряжение на данной площадке. В общем случае на площадке могут 

возникать два вида напряжений: нормальное σ и касательное τ. Во многих 

случаях прочность материала в окрестности данной точки определяется именно 

напряжениями. При анализе напряжений в окрестности рассматриваемой точки 

Рис. 7 Действие силовых факторов 
в плоскостях у0х и z0х 
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выделяют бесконечно малый элемент в форме параллелепипеда со сторонами 

dx, dy, dz. Если полные напряжения Рх, Ру и Рz, действующие на его гранях, 

разложить на составляющие, то в общем случае на каждой грани получим одно 

нормальное и два касательных напряжения. Например, на грани, 

перпендикулярной оси х, это будут σх, τху и τхz. Первый индекс у напряжения, 

например τху, говорит о том, что оно действует на площадке с нормалью, 

параллельной оси х, а второй – о том, что вектор напряжений параллелен оси у. 

У нормального напряжения σх оба индекса совпадают, поэтому ставится один 

индекс. 

 

Внутренние усилия в поперечном сечении кривого бруса 

определяются методом сечения (рис. 8). Усилия приводятся к нормальной силе 

N, поперечной силе Q и изгибающему моменту М. 

Принято считать положительными: растягивающую 

силу N, поперечную силу Q, направление которой 

совпадает с направлением силы N, повернутой на 90 ° 

по ходу часовой стрелки, изгибающий момент М, 

увеличивающий кривизну бруса (рис. 8). На эпюрах 

положительные значения N, Q и М откладываются 

перпендикулярно геометрической оси бруса в сторону от центра его кривизны, 

а отрицательные значения – к центру его кривизны. Вне зависимости от формы 

кривого бруса величины N, Q и М в поперечном сечении, определяющемся 

координатами х и у и углом β=arctg(dy/dx), устанавливаются одним и тем же 

методом. Следует отметить, что по одну сторону от сечения могут быть 

приложены различные нагрузки и, соответственно, требуются различные 

подходы к решению поставленных задач. 

 

Внутренние усилия при растяжении и сжатии. При действии на 

стержень внешних нагрузок, направленных вдоль продольной оси, в 

поперечных сечениях возникает продольная сила. Эту силу считают 

Рис. 8 
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положительной, если она 

вызывает растяжение, и 

отрицательной, если она 

вызывает сжатие. При 

построении эпюры продольных 

сил положительные значения 

силы откладывают вверх от 

горизонтальной базисной линии или вправо от вертикальной базисной линии, а 

отрицательные значения силы – наоборот, либо вниз, либо влево. Следует 

отметить, что продольная сила в поперечных сечениях стержня численно равна 

алгебраической сумме проекций внешних сил на ось стержня, приложенных к 

его оставшейся части: � = ∑5�U, где 5�U – внешние силы. Продольная сила N и 

распределенная нагрузка tz связаны некоторой дифференциальной 

зависимостью. На рисунке 9 представлен стержень, нагруженный продольной 

распределенной нагрузкой tz. Выделим из стержня элемент длиной dz (рис. 9 б). 

На него действует нагрузка tz, которую можно считать равномерно 

распределенной ввиду малости элемента dz, и уравновешивающие продольные 

силы: в левом сечении N+dN, в правом – N, где dN – приращение продольной 

силы на участке длиной dz. Составим уравнение  равновесия в виде суммы 

проекций всех сил, приложенных к элементу, на ось стержня: –

N+tzdz+(N+dN)=0, откуда –tz=dN/dz. Эта дифференциальная зависимость между 

tz и N используется при анализе различных вопросов, например при проверке 

правильности построения эпюры N. 

 

Вязкость разрушения – см. Критический коэффициент 

интенсивности напряжений. 

 

Вязкость ударная – см. Ударная вязкость. 

          а)     б) 

Рис. 9 К выводу дифференциальной зависимости 
между Nи tz 
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Г 

Геометрические зависимости в одномерной задаче о стержне 

устанавливают связь между деформацией элемента и функцией перемещения 

стержня. Эти зависимости выражают характерные деформации элемента 

стержня, такие как относительное удлинение при растяжении, кривизна 

элемента и относительное удлинение произвольного волокна при изгибе, угол 

сдвига при кручении через соответствующую основную неизвестную функцию 

перемещения. При выводе геометрических зависимостей использовались 

необходимые гипотезы о характере деформирования, позволяющие связать 

деформации в произвольной точке стержня с функцией перемещения. 

 

Геометрически изменяемые системы – это системы, в которых 

перемещения их точек или элементов могут происходить без деформации 

стержней, а необходимое число опорных связей в стержневой системе или 

балке должно быть не менее трех. 

 

Геометрические неизменяемые системы – это такие системы, в 

которых перемещения точек или элементов возможны только за счет 

деформации стержней. 

 

Геометрические характеристики плоских сечений деталей 

определяются площадью F поперечного сечения, осевыми моментами инерции 

Ix и Iy, центробежным моментом инерции Ixy, моментом инерции при кручении 

Iк (для фасонных сечений и труб) или полярным моментом инерции Ip (для 

круглых валов и труб) и соответствующими моментами сопротивления Wx, Wк 

и Wp. Формулы для подсчета геометрических характеристик некоторых 

типовых сечений приведены в таблице 1 Приложения (см. дополнительно 

Поперечное сечение детали). 
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Гибкие нити часто используются в современных конструкциях в 

качестве несущих элементов. Модели гибких нитей служат для расчета тросов, 

цепей, ремней, проводов и т.п. Основное свойство гибких нитей заключается в 

том, что нити работают только на растяжение, так как не могут передавать 

изгибающий момент, не выдерживают сжатие из-за своего искривления. Вместе 

с тем, гибкая нить может воспринимать поперечную нагрузку за счет 

изменения своего направления. Усилие, растягивающее нить, всегда 

направлено по касательной к ней. Это объясняется тем, что сечение нити не 

может уравновешивать изгибающий момент из-за того, что каждое сечение 

нити является шарниром. Полное усилие N, направленное  по касательной 

нити, определяется по формуле: � = K 8 +D8, где Q – поперечная сила 

(вертикальная составляющая натяжения нити N); Н – горизонтальное 

натяжение (горизонтальная составляющая натяжения нити N). Так как усилие N 

направлено по касательной к нити, то .cd =  /D. Если внешние нагрузки на 

нить направлены вертикально, то горизонтальное натяжение H постоянно по 

длине нити (H=const). Основное уравнение равновесия нити: 
L
L� eD LT

L�f = g, где 

q – нагрузка, приходящаяся на единицу длины оси х. Размерность g = h силадлинаn, 
например, Н/м. 

 

Гибкость стержня – это величина o = p�/q, где p – коэффициент 

свободной длины стержня; � – длина стержня; q – радиус инерции поперечного 

сечения стержня, который определяется по формуле q = K$/!, где I – момент 

инерции; S – площадь сечения. Гибкость стержня o используется для 

определения критической силы и причин разрушения стержня. 

 

Гипотеза наибольших деформаций – см. Гипотезы прочности. 

 

Гипотеза наибольших нормальных напряжений – см. Гипотезы 

прочности. 
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Гипотеза о ненадавливании продольных волокон гласит, что волокна 

стержня, параллельные его оси, испытывают деформацию растяжения – сжатия 

в продольном направлении и не оказывают давления друг на друга в 

поперечном направлении. В каждой точке стержня продольная деформация 

волокна развивается так же, как при одноосном растяжении – сжатии волокна и 

определяется лишь одним напряжением σZ. 

 

Гипотеза плоских сечений состоит в следующем. Точки плоскости 

поперечного сечения после деформации лежат в одной плоскости. Физически 

это означает, что сечение стержня можно 

представить как тонкую, абсолютно жесткую 

пластинку, получающую в результате деформации 

стержня линейное смещение и углы поворота. Эта 

гипотеза является важнейшим   приближенным 

методом описания деформации изгиба и растяжения 

стержней. Основой гипотезы является 

предположение о малости углов сдвига элементов 

по сравнению с углами их поворотов. Следует 

отметить, что при изгибе стержней из анизотропных материалов, у которых 

модуль сдвига может быть на порядок величины меньше модуля упругости при 

растяжении, деформации сдвига возрастают, и область применения гипотезы 

плоских сечений становится ограниченной. Однако в инженерной практике 

нашло широкое признание приближенных решений, основанных на гипотезе 

плоских сечений, впервые использованной еще в работах Бернулли и Эйлера. 

На рисунке 10 видно, что перемещение точки А(х, у) поперечного сечения 

вдоль оси z по гипотезе плоских сечений будет таким: r = r" + s�7 − sT�, где 

s� и sT – углы поворота сечения относительно осей х и у соответственно; r" – 

смещение вдоль оси z точек оси стержня. Величины r", s� и sT одинаковы для 

Рис. 10 Распределение 
упругого смещения в 

поперечном сечении стержня 
при изгибе 
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всех точек сечения, но в общем случае зависят от z. Углы упругого поворота 

сечения считаются малыми, так что sins� ≈ s�, sinsT ≈ sT. 

 

Гипотеза прочности Мора позволяет учесть различное сопротивление 

материалов растяжению и сжатию. Условие прочности, по гипотезе Мора, 

имеет вид 
uvL = 
I −w
< ≤ 
�L�x , где 
I – фактическое значение наибольшего 

главного напряжения, возникающего в опасной точке; w = 
ин/
ис; 
ин – 

предельное напряжение при растяжении; 
ис – предельное напряжение при 

сжатии. При m=1 гипотеза прочности Мора совпадает с третьей гипотезой 

прочности. Гипотеза Мора может также рассматриваться и как гипотеза 

пластичности, и как гипотеза разрушения. 

 

Гипотезы о свойствах материала и характере деформации – см. 

Допущения о свойствах материала и характере деформации. 

 

Гипотезы прочности используются при рассмотрении более сложных 

деформаций и напряженного состояния, чем в случаях, когда материал 

находится или в одноосном напряженном состоянии (растяжение, сжатие), или 

простейшем двухосном, когда главные напряжения в каждой точке равны 

между собой по значению и противоположны по знаку (сдвиг, кручение). 

Построение гипотез прочности основывается на предпосылке, состоящей в том, 

что два каких-либо напряженных состояния считаются равноопасными и 

равнопрочными, если они при пропорциональном увеличении главных 

напряжений в одно и то же число раз одновременно становятся предельными. 

Гипотез прочности известно несколько, и исследования в этой области 

продолжаются. Гипотеза наибольших нормальных напряжений является первой 

гипотезой прочности, в которой за критерий прочности принимается 

наибольшее нормальное напряжение. В данном случае принимается, что 

предельное состояние материала при сложном напряженном состоянии 

наступает тогда, когда наибольшее нормальное напряжение достигает значения 
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предельного напряжения при одноосном напряженном состоянии: 
Iи = 
и, где 


Iи – предельное значение наибольшего (из трех) нормального напряжения (в 

момент разрушения); 
и – предельное напряжение при одноосном сжатии или 

растяжении (предел прочности). Согласно второй гипотезе прочности, 

называемой также гипотезой наибольших линейных деформаций, в качестве 

критерия прочности принимается наибольшая линейная деформация. Следует 

отметить, что эта гипотеза плохо подтверждается экспериментальными 

данными. Согласно третьей гипотезе прочности, называемой гипотезой 

наибольших касательных напряжений, прочность материала при сложном 

напряженном состоянии считается обеспеченной, если наибольшее касательное 

напряжение не превосходит допускаемого касательного напряжения, 

установленного для одноосного напряженного состояния: ���� ≤ ��L�, где 

��L� – допускаемое значение касательного напряжения. Условие прочности по 

третьей гипотезе можно выразить в нормальных напряжениях в виде 
uvL =


I − 
< ≤ 
�L�, где 
uvL – приведенное или эквивалентное (расчетное) 

напряжение. Недостатком третьей гипотезы является то, что она не учитывает 

влияние промежуточного главного напряжения 
8 на прочность материала. Эта 

гипотеза широко применяется для пластичных материалов, одинаково 

сопротивляющихся растяжению и сжатию. Сведения по четвертой гипотезе см. 

в статье «Энергетические гипотезы прочности». Рассмотренные выше 

гипотезы прочности дают удовлетворительные результаты или только для 

хрупкого разрушения (первая гипотеза), или только для вязкого (третья и 

четвертая). В связи с этим существует большое количество других гипотез, 

например гипотеза прочности Мора, П. П. Баландина, объединенные гипотезы 

прочности: Я. Б. Фридмана, Н. Н. Давиденкова, М. М. Филоненко-Бородича и 

др. 

 

Гипотезы сопротивления материалов в основном касаются геометрии 

конструкции и свойств их материалов. В курсе сопротивления материалов 

рассматриваются следующие допущения: 1) идеализированное тело, которое 
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считается сплошным (без пустот) и однородным; 2) упругие свойства 

материала во всех направлениях одинаковы, т.е. материал тела обладает 

упругой изотропией; 3) тело считается абсолютно упругим; 4) деформации 

материала конструкции в каждой его точке прямо пропорциональны 

напряжениям в этой точке (закон Гука); 5) деформации элементов конструкций 

в большинстве случаев настолько малы, что можно не учитывать их влияние на 

взаимное расположение нагрузок и на расстояния от нагрузок до любых точек 

конструкции; 6) результат воздействия на конструкцию системы сил равен 

сумме результатов воздействия каждой нагрузки в отдельности (принцип 

независимости действия сил); 7) поперечное сечение, плоское до деформации, 

остается плоским и после деформации (гипотеза плоских сечений Бернулли). 

 

Гистерезис упругий – см. Упругий гистерезис. 

 

Главные деформации в точке – это деформации �I, �8, �< в 

направлениях, для которых отсутствуют углы сдвига. В точках изотропного 

упругого тела направления главных деформаций и главных напряжений всегда 

совпадают. В других телах с более сложными физическими свойствами такого 

совпадения может и не быть. 

 

Главные напряжения на косых площадках – см. Напряжения в 

материалах. 

 

Главные оси и главные моменты инерции. Главными осями являются 

такие два взаимно перпендикулярные оси, относительно которых 

центробежный момент инерции равен нулю, а осевые моменты инерции 

принимают максимальные и минимальные значения. Если начало координат 

совпадает с центром тяжести сечения, то тогда главные оси называют главными 

центральными осями. Моменты инерции относительно этих осей называются 

главными моментами инерции или главными центральными моментами 
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инерции. Формула для определения положения главных осей через угол 

наклона главных осей d" к осям х и у имеет вид: .c2d" = −2$�T/($� − $T). По 

этой формуле определяют два значения угла d"/и d"// = d"/ + 90° и положение 

главных осей, которые являются взаимно перпендикулярными. Для нахождения 

главных моментов инерции используется следующая формула: $������ =
0,5{$� + $T| ± 0,5~{$� − $T|8 + 4$�T8 . Знак плюс перед вторым слагаемым 

относится к максимальному моменту инерции, знак минус – к минимальному. 

Часто для определения положения главных осей используют следующие 

формулы: .cdI = −$�T/{$��� − $T|; .cd8 = −$�T/{$��� − $T|. Здесь угол dI – 

угол между осью х и осью, относительно которой момент инерции равен $���, а 

угол d8 – угол между осью х и осью, относительно которой $���. 

Главные оси напряжений – это три взаимно перпендикулярные оси, и 

напряжения по их направлениям только нормальны и называются главными 

напряжениями. Следует отметить, что направление главных осей будет 

единственно лишь в том случае, если главные напряжения 
I, 
8, 
< не равны 

между собой. Если же они равны, то поверхность напряжений превращается в 

сферу, и любая система ортогональных осей может быть принята за главные 

оси. Если же два напряжения равны, то имеет место осевая симметрия. 

 

Главные площадки – это площадки в поперечных сечениях при 

растяжении (сжатии), на которых нет касательных напряжений. 

 

Главные радиусы инерции – это радиусы инерции, соответствующие 

главным осям, взаимно перпендикулярным, относительно которых 

центробежный момент инерции равен нулю, а осевые моменты инерции 

принимают максимальное и минимальное значения. Главные радиусы инерции 

определяются по формулам: q��� = K$���/!; q��� = K$���/!, где S – площадь 

сечения. Радиусом инерции сечения площади S относительно некоторой оси, 
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например x, называется величина q�, определяемая из равенства q� = K$�/!, где 

$� – момент инерции сечения. Отсюда следует, что радиус инерции равен 

расстоянию от оси х до той точки, в которой следует сосредоточить условно 

площадь сечения S, чтобы момент инерции одной этой точки был равен 

моменту инерции всего сечения. 

 

Главными напряжениями в поперечном сечении растянутого или 

сжатого стержня являются нормальные напряжения. Главное напряжение 

обозначается через 
I, поскольку индексы 1, 2, 3 принято присваивать только 

главным напряжениям. 

 

Графоаналитический метод используется для определения 

перемещений сечений балок (прогиба �� и угла поворота  � при изгибе. 

Первоначально для заданной балки строят эпюру изгибающего момента. Эту 

эпюру принимают за фиктивную распределенную нагрузку фиктивной балки. 

Угол поворота  � какого-нибудь сечения заданной балки определяют как 

отношение поперечной силы  ф в том же сечении фиктивной балки к 

жесткости сечения заданной балки, т.е.  � =  ф/(
$). Прогиб �� какого-нибудь 

сечения заданной балки определяют как отношение изгибающего момента Мф в 

том же сечении фиктивной балки к жесткости 
$ заданной балки, т.е. �� =
�ф/(
$). Для балок на двух опорах формулы для углов поворота упругой 

линии на опорах А и В:  Z = ±�//(
$);  � = ±E//(
$), где �/ и E/ – 

фиктивные реакции опор. Знак плюс или минус выбирается в зависимости от 

направления фиктивной реакции. Чтобы получить фиктивную балку, 

соответствующую заданной балке, необходимо соблюдать следующие правила: 

1) опора на конце заданной балки остается опорой на конце фиктивной балки; 

2) опора не на конце заданной балки переходит в висячий шарнир фиктивной 

балки; 3) заделанный конец заданной балки становится свободным концом 

фиктивной балки; 4) свободный конец заданной балки становится заделанным 
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концом фиктивной балки; 5) висячий шарнир заданной балки переходит в 

опору фиктивной балки. На рисунке 11 показано использование правил 

построения фиктивной балки: а – заданная балка; б – фиктивная балка. 

Графоаналитический метод удобен для определения перемещений отдельных 

сечений балок в случаях, когда площади и центры тяжести эпюр изгибающего 

момента от заданной нагрузки легко 

определяются. Чтобы соблюдались принятые 

условия знаков прогиба и угла поворота 

сечения, положительную эпюру изгибающего 

момента заданной балки следует принимать за 

фиктивную нагрузку, действующую на 

фиктивную балку снизу вверх, а отрицательную эпюру изгибающего момента 

заданной балки – за фиктивную нагрузку, действующую на фиктивную балку 

сверху вниз. 

 

Гука закон – см. Закон Гука. 

 

Гука закон обобщенный – см. Закон Гука. 

Д 

Двухосное деформированное состояние, или плоская деформация, когда 

относительное удлинение в направлении действия нагрузки �I = 
I/Е Ö 0, а 

относительные изменения размеров в перпендикулярных направлениях �8 Ö 0, 

�< = 0. Это важный случай теории упругости и часто встречающийся во многих 

практических задачах. Для данного случая имеем: 
I = 	o � 2Ü��I � o�8; 


8 = 	o � 2Ü��8 � o�I; 
< = o	�I � �8� = á	
I � 
8�, где o – деформация в 

перпендикулярном направлении; G – модуль сдвига; 
I, 
8, 
< – главные 

напряжения. 

 

Рис. 11 а) заданная балка; 
                     б) фиктивная балка 
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Двухосное или плоское напряженное состояние – это когда главные 

напряжения 
I ≠ 0, 
8 ≠ 0, 
< = 0, характерно для тонких пластин, 

нагруженных в собственной плоскости. Используя зависимость между 

компонентами напряжений и компонентами деформаций и выражая в них 

деформацию через напряжения, получим следующие зависимости: 
�I = 
I −
�
8,
�8 = 
8 − �
I, 
�< = −�(
I + 
8), где �I, �8, �< – относительное 

удлинение в направлении действия нагрузки (�I), относительное изменение 

размеров в перпендикулярных направлениях (�8, �<); � – коэффициент 

Пуассона. Это в равной степени можно отнести к любой свободной 

поверхности. Если выбрать оси х и у на поверхности, а ось z нормально к ней, 

то условия отсутствия нормальных или касательных напряжений по 

поверхности запишутся так: 
U = �TU = ��U = 0/ 

 

Демпфирование конструкции можно достигнуть применением 

специальных устройств (виброгасителей), увеличивающих рассеяние  энергии 

при колебаниях с помощью демпферов сухого трения, гидравлических, 

ударных, резиновых и т.п. С помощью этих устройств можно достичь 

изменения жесткости колебательной системы и устранить явление повышения 

амплитуды при совпадении частот собственных колебаний и вынужденной 

силы, т. е. избежать условий резонанса и самого резонанса. 

 

Депланация (искривление) возникает в стержнях некруглого сечения 

при кручении, когда сечения не остаются плоскими, а искривляются. При такой 

депланации в поперечных сечениях не возникают нормальные напряжения, и 

такое кручение называется чистым или свободным. Свободное кручение 

возможно лишь при условии, что сечение стержня и крутящий момент 

постоянны, а концы стержня не заделаны. При стесненном (несвободном) 

кручении, когда депланация сечений затруднена, кроме касательных 

напряжений чистого кручения в поперечном сечении возникают значительные 

дополнительные касательные и нормальные напряжения. 
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Деформация в точке – это количественная мера деформирования 

материала в ее окрестности. Выделим в заданной точке элементарный 

параллелепипед �� × �7 × �[. За счет деформации длины его ребер получат 

абсолютное удлинение ∆��, ∆�7и ∆�[. Относительные линейные деформации в 

точке определяются по формулам: �� = ∆��/��, �T = ∆�7/�7, �U = ∆�[/�[. 
Кроме этого, возникают угловые деформации или углы сдвига γ. Как и 

линейные деформации, углы сдвига весьма малы и имеют порядок � ≈ 10J� ÷
10J<. 

Деформации в стержнях и других элементах конструкций возникают под 

действием соответствующих нагрузок (сил, моментов). При этом различают 

следующие деформации: деформацию растяжения, деформацию сжатия, 

деформацию сдвига, деформацию изгиба, деформацию кручения, характер 

деформации полностью определяется внутренними силовыми факторами, 

возникающими в поперечном сечении стержня. Деформации могут быть и 

более сложными, но такие деформации всегда можно представить состоящими 

из нескольких простейших составляющих деформаций. Кроме этого, 

необходимо различать продольную деформацию и поперечную деформацию, 

которые называют также линейными деформациями. Продольной деформацией 

стержня называют отношение приращения длины ∆� стержня к его 

первоначальной длине �, т.е. � = ∆�/�. При растяжении продольную 

деформацию считают положительной, а при сжатии – отрицательной. 

Отношение изменения размера поперечного сечения ∆� к его первоначальному 

значению называют поперечной деформацией, т.е. �/ = ∆�/�. Деформации 

растяжения (сжатия) стержня возникают в том случае, когда внутренние силы в 

поперечном сечении приводятся только к равнодействующей, равной сумме 

проекций на продольную ось стержня и расположенных по одну сторону от 

сечения. Деформация сдвига возникает, если действующие в сечении стержня 

внутренние силы приводятся к равнодействующей, расположенной в плоскости 

сечения. При деформации кручения действующие в сечении стержня 
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внутренние силы приводятся только к моменту относительно продольной оси, 

равному сумме моментов всех внешних сил, расположенных по одну сторону 

от сечения. При изгибе статическим эквивалентом внутренних сил является 

момент относительно оси, перпендикулярной продольной оси стержня. В этом 

случае стержень испытывает деформацию изгиба в вертикальной плоскости. 

При изгибе ось стержня искривляется, а деформация представляет собой 

сочетание растяжения и сжатия. Деформации в направлении главных 

напряжений называются главными деформациями. Изменение угловых 

размеров тела называется угловой деформацией. Деформации, исчезающие 

после разгрузки тела, называются упругими. Изменение во времени 

пластических деформаций в нагруженной детали называют пластическим 

последействием. Сложные деформации возникают в тех случаях, когда в 

поперечных сечениях стержня действуют одновременно несколько внутренних 

силовых факторов. 

 

Деформация линейная – см. Линейная деформация. 

 

Деформация сдвига характеризуется углом � и называется углом сдвига 

или относительным сдвигом, т.к. этот параметр не зависит от расстояния, на 

котором происходит сдвиг. Абсолютным сдвигом называется величина, на 

которую смещается подвижная грань относительно неподвижной. 

Относительный сдвиг � выражается в радианах. Деформации и напряжения при 

сдвиге связаны между собой зависимостью, которая называется законом Гука 

при сдвиге и формулируется так: касательное напряжение � прямо 

пропорционально относительному сдвигу �, т. е. � = ��, где G – коэффициент 

пропорциональности, характеризующий жесткость материала при сдвиге 

(модуль сдвига или модуль упругости второго рода). 

 

Деформации стержня при растяжении подразделяются на: абсолютную 

продольную и поперечную деформации; относительную продольную и 
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поперечную деформации. Если стержень растянут, то длина его увеличивается 

и становится равной � + ∆�, где ∆� – это абсолютная продольная деформация 

(удлинение) стержня. При этом поперечные размеры стержня уменьшаются и 

принимают значения ℎ − ∆ℎи# − ∆#, где ∆ℎ и ∆# – абсолютные поперечные 

деформации стержня. Отношение абсолютной продольной деформации 

стержня к его первоначальной длине называют относительной продольной 

деформацией: �прод = �U = ∆�/�. Отношение абсолютной поперечной 

деформации стержня к его первоначальному поперечному размеру называют 

относительной поперечной деформацией: �поп = �� = −∆#/#, �поп = �T =
−∆ℎ/ℎ. Для изотропных материалов поперечные деформации равны между 

собой, т.е. �поп = �� = �T. Деформации �� , �T и �U называют также линейными 

деформациями, и они являются безразмерными. 

 

Диаграмма идеально-пластичного материала показана на рисунке 12, 

в которой упрочнение материала не учитывают, так как при напряжениях, 

равных пределу текучести, развиваются 

значительные пластические деформации. Иногда 

применяют еще более простую диаграмму ОСВ, то 

есть считают материал идеально пластичным. При 

таком предположении о свойствах материала 

имеется возможность решать наиболее сложные 

задачи пластичности: сложное напряженное 

состояние, статически неопределимые системы. 

 

Диаграмма Прандтля – схематизированная диаграмма напряжений в 

предположении, что материал работает в упругой стадии вплоть до предела 

текучести, а затем материал обладает безграничной площадкой текучести. 

Такой материал называется идеально упругопластическим. 

 

Рис. 12 
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Диаграмма предельных амплитуд (напряжений) строится по 

результатам испытаний образцов при различной степени асимметрии для 

получения характеристик сопротивления усталости при асимметричных 

циклах. Эта диаграмма характеризует зависимость между амплитудами циклов 


� и средними значениями напряжений циклов 
�. Построение диаграммы 


�~
� может быть осуществлено, как правило, двумя способами. Первый 

способ предусматривает, что всю партию образцов, предназначенную для 

испытаний, разбивают на несколько серий. Для каждой серии устанавливают 

среднее значение напряжения 
�. В результате испытаний определяют 

максимальное значение 
�, под которым понимается наибольшее значение 

амплитуды, не вызывающее разрушения образца до базы испытаний при 

заданном среднем напряжении 
�. Таким образом, полученные напряжения 
� 

и 
� определяют на диаграмме предельных амплитуд одну точку. По 

результатам испытаний всех серий образцов находят несколько точек 

указанной диаграммы. При втором способе для каждой серии образцов 

сохраняется постоянным коэффициент асимметрии цикла р, а при переходе от 

образца к образцу изменяются 
� и 
�. В данном случае под предельной 

амплитудой понимается то наибольшее значение напряжения, которое при 

заданном коэффициенте асимметрии не вызывает разрушение образца до базы 

испытаний. 

 

Диаграмма предела выносливости используется для расчетов на 

прочность при действии повторно-переменных напряжений. Пределы 

выносливости определяются при испытаниях образцов на специальных 

машинах. Наиболее простым и 

распространенным является испытание образцов 

при асимметричном цикле напряжений. 

Результаты испытаний наносят на диаграмму, 

которая строится в координатах 
��� − � 

Рис. 13 
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(рис. 13). После испытания первого образца при напряжении 
I на диаграмме 

отмечается точка А, координаты которой �I и 
I. Затем испытывают второй 

образец, создавая в нем несколько меньшее напряжение 
8. Естественно, что он 

разрушится при большем числе циклов �8. На диаграмму наносится вторая 

точка В. Испытав 10 образцов и соединив точки А, В и С и так далее плавной 

линией, получают некоторую кривую АВСD, которая называется кривой 

усталости. Участок СD получается практически горизонтальным, а это 

означает, что при определенном напряжении 
JI образец может, не разрушаясь, 

выдержать бесконечно большое число циклов. Опыт испытания стальных 

образцов показывает, что если образец не разрушился до N=107 циклов, то 

образец не разрушится и при более длительном испытании. Аналогичным 

образом, но на других машинах проводят испытания и находят пределы 

выносливости при действии осевых сил (
JI), при кручении (�JI) и при 

сложных деформациях. Для многих материалов пределы выносливости 

найдены и приводятся в справочных пособиях. 

 

Диаграмма предельных напряжений цикла используется для 

определения предела выносливости при действии напряжений с 

асимметричными циклами. Диаграмма  строится в координатах 
��� − 
�, где 


��� – предельное напряжение цикла, соответствующее пределу выносливости; 


� – среднее напряжение (рис. 14). Вначале на 

ось 
��� наносится точка С, ордината которой 

представляет собой предел выносливости 
JI, 
при симметричном цикле (
� = 0 – среднее 

напряжение). Затем экспериментально 

определяют предел выносливости для 

асимметричной нагрузки, у которой 

максимальное всегда в два раза больше среднего. На диаграмму наносят точку 

Р, ордината которой представляет собой предел выносливости для отнулевого 

цикла 
". Для многих материалов значения 
JI и 
" определены и приводятся в 

Рис. 14 
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справочниках. Аналогичным образом опытным путем определяют предел 

выносливости для асимметричных циклов с другими параметрами. Результаты 

наносят на диаграмму в виде точек А, В и т.д., ординаты которых есть пределы 

выносливости для соответствующих циклов напряжений. Точка D, лежащая 

одновременно и на биссектрисе 0D, характеризует предельное напряжение 

(предел прочности) для постоянной нагрузки, у которой 
��� = 
�. 

 

Диаграммы деформирования пластмасс весьма разнообразны: у 

стеклопластиков с направленным расположением стеклянных нитей это прямые 

до разрушения; у большинства пластмасс диаграммы � − 
 имеют вид плавной 

кривой, которую на некотором протяжении от начала координат можно 

принимать за прямую. У большинства конструкционных пластмасс удлинение 

при разрыве не превосходит 3÷4 %, что значительно ниже, чем у сталей. 

Пластмассы имеют обычно неодинаковые механические характеристики при 

растяжении и сжатии и значительно хуже, чем металлы, сопротивляются 

переменным и длительным нагрузкам. Предел прочности деталей из пластмасс 

существенно уменьшается с увеличением размеров поперечного сечения, и 

свойства пластмасс существенно зависят от температуры. Для пластиков 

характерна малая жесткость; модуль упругости у самых жестких пластиков 

примерно в 10 раз меньше, чем у сталей. Многие пластмассы анизотропны, т.е. 

имеют в разных направлениях различные свойства. Анизотропия свойств 

должна соответствующим образом учитываться при расчетах на прочность. 

 

Диаграммы деформации (деформирования) дают наглядное 

представление о поведении материалов и их механических свойствах в 

пластической области, а также отражают стадии упругого деформирования и 

разрушения. Они позволяют в определенных случаях установить 

функциональную зависимость между напряжениями и упругопластическими 

деформациями. Известны различные способы построения диаграмм, 

отличающиеся один от другого выбором различных характеристик 
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напряженного и деформированного состояния (см. Основные типы диаграмм 

деформации. Приложение) 

Диаграммы растяжения при статическом и 

динамическом нагружении показаны на рисунке 15. Из 

этих диаграмм видно, что предел текучести и предел 

прочности при динамической (ударном) нагружении 

повышаются. По данным исследований 

Н. Н. Давиденкова и других, предел текучести 

повышается на 20 ÷ 70 %, а предел прочности – на 

10 ÷ 30 % по сравнению со статическим растяжением. 

Пластичность с ростом скорости деформирования 

убывает и наблюдается склонность к хрупкому 

разрушению. Для построения диаграммы ударного растяжения типа диаграммы 

2 на рисунке 15 используют специальный колер маятникового типа и образцы 

стандартной формы с надрезом глубиной 2 мм посередине. 

 

Диаграммы растяжения пластичных и хрупких материалов получают 

с помощью специального устройства на испытательной машине. На рисунке 16 

изображено для примера диаграмма растяжения низкоуглеродистой стали. В 

начальной стадии нагружения до точки 

А диаграмма представляет собой 

наклонную прямую и показывает на 

пропорциональность между нагрузкой 

и деформацией (закон Гука). Нагрузка 

Fпц используется для вычисления 

предела пропорциональности 
пц =
5пц/�". Зона 0А называется зоной 

упругости, по данной которой определяют значение модуля упругости Е. На 

участке диаграмма АВ находится точка В, соответствующая пределу упругости, 

Рис. 15 Диаграммы  
растяжения: 1 – при 
статическом 
нагружении; 2 – при 
динамическом 
нагружении 

Рис. 16 Диаграмма растяжения низко-
углеродистой стали 
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показывающему максимальное напряжение, при котором в материале не 

обнаруживаются признаки пластической (остаточной) деформации. Участок 

СD имеет почти горизонтальную линию и называется площадкой текучести. 

Зона ВD называется зоной общей текучести. Зона DЕ называется зоной 

упрочнения, а напряжение, соответствующее наибольшей нагрузке Fmax, 

предшествующей разрушению образца, называется временным 

сопротивлением. Сила, соответствующая точке К, называется разрушающей FK, 

а напряжение – истинным сопротивлением разрыву (истинным пределом 

прочности). Зона ЕК называется зоной местной текучести. Следует отметить, 

что диаграммы растяжения подразделяются на условные и истинные (см. 

Условные и истинные диаграммы). 

 

Динамический коэффициент определяется как отношение 

динамического значения некоторого фактора (усилия, напряжения, 

перемещения) к соответствующему статическому значению этого фактора. 

Различают 1) динамический коэффициент при постоянном ускорении и 

2) динамический коэффициент при вертикальном ударе. Первый коэффициент 

определяется по следующему выражению: p = �д/�ст 	= (1 + �/c), где �д – 

динамическое усилие; �ст – статическое усилие; а – ускорение; c – ускорение 

силы тяжести. Второй коэффициент определяется по формуле: p = oд/oст 	=
1 + K1 + (2ℎ/oст)�, где oд – динамическое пермещение; oст – статическое 

перемещение; h – высота сбрасывания груза; � – коэффициент, учитывающий 

соотношение ударяемой m и ударяющей М масс. В инженерной практике часто 

прибегают к использованию динамического коэффициента, когда в расчетах 

определение внутренних усилий ведут от условных статических напряжений, а 

затем найденное статическое усилие �ст умножают на динамический 

коэффициент: �д = p ∙ �ст. 
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Динамический расчет конструкций предусматривает учет сил инерции 

и возникающего движения масс системы. Здесь силы инерции выступают как 

дополнительная внешняя нагрузка на упругую систему. Взаимодействие сил 

инерции и сил упругости порождает упругие колебания при динамическом 

нагружении, в процессе которых внутренние силы и напряжения могут 

достигать значений, во много раз больших, чем в покое при статическом 

действии нагрузок. 

 

Дислокации в материалах – линейное несовершенство кристаллической 

решетки, которое в двух измерениях имеет размеры порядка атомных, а в 

третьем – большой размер. От числа, характера расположения и подвижности 

дислокаций в кристаллах зависят механические и другие физические свойства 

материалов. Дислокации могут быть точечные и линейные. Из-за дислокаций 

прочность реальных материалов во много раз меньше, чем материалов без 

дислокаций. Так, теоретическое значение предела прочности, вычисленное на 

основе учета взаимодействия атомов в кристалле, составляет приблизительно 

десятую часть от  Е. К теоретической прочности можно приблизиться двумя 

путями: 1)  создавая материалы, свободные от внутренних дефектов, имеющие 

идеальную кристаллическую решетку; 2)  второй путь прямо противоположный 

первому и состоит в создании металлов, имеющих возможно больше 

нарушений правильной кристаллической структуры, путем сочетания 

пластического деформирования (наклепа) металла с термообработкой или 

путем нейтронного облучения. При этом из кристаллической решетки 

выбиваются атомы и в решетке создаются или вакансии, или атомы без места – 

внедренные атомы. Все это делает металл более прочным. 

 

Длина стержня приведенная при продольном изгибе зависит от способа 

закрепления его концов. Чаще всего концы стержня закрепляют одним из 

четырех способов, показанных на рисунке 17. В этих случаях обобщенная 

формула Эйлера для определения критической нагрузки имеет вид 5сч =
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A8
$���/	p��8, где p – коэффициент 

приведения длины стержня (коэффициент 

Ясинского). Приведенная длина стержня 

определяется по формуле �пр = p�. 

Значения коэффициента p зависят от 

способа закрепления концов стержня и 

показаны на рисунке 17. 

 

Длительная прочность материала, который обладает свойством 

ползучести, зависит от двух факторов: с одной стороны, от возможности 

появления недопустимо больших деформаций и перемещений, с другой – от 

возможности его длительного разрушения. Для оценки прочности материала 

при ползучести используется понятие предела длительной прочности 
дл – это 

есть минимальное постоянно действующее напряжение, которое при заданной 

длительности работы образца приводит к его разрушению. Следует отметить, 

что в отличие от предела кратковременной прочности понятие предела 

длительной прочности связано со временем. При этом промежуток времени от 

момента нагружения до момента разрушения образца называется 

долговечностью материала. Каждому значению постоянно действующего 

напряжения отвечает свое значение долговечности. С увеличением напряжения 

долговечность образца будет снижаться. Следует также отметить, что 

длительная прочность и долговечность материала зависит и от других 

факторов: температуры, влажности, состава материала и его «возраста» и др. 

 

Длительный модуль упругости в случае линейной ползучести при 

малой скорости изменения напряжения и деформации определяется по 

формуле: D = 
/	1 � î�, где Е – мгновенный модуль упругости; k – 

коэффициент. 

 

Рис. 17 
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Допускаемый коэффициент запаса прочности [s] – это минимально 

необходимый коэффициент запаса прочности, который зависит от свойств, 

качества и однородности материала, точности представления о нагрузках, 

действующих на конструкцию, и многих других причин. Для пластичных 

материалов [s]=1,28÷2,5; для хрупких [s]=2÷5; для древесины [s]=8÷12. 

Расчетный коэффициент запаса прочности не должен быть меньше 

допустимого, то есть условие прочности можно записать так: s ≥ [s]. Расчетное 

значение коэффициента - = 
пред/
, где 
 = �/� – рабочее напряжение, 

возникающее в сечении площадью А. 

 

Допускаемое напряжение [
] – это отношение предельного напряжения 

к допускаемому коэффициенту запаса прочности [s], то есть [
]=
пред/�-�. 
Условие прочности детали конструкции заключается в том, что наибольшее 

возникающее в ней напряжение 
��� не должно превышать допускаемого: 


��� ≤ �
�. Если допускаемые напряжения при растяжении и сжатии различны, 

то их обозначают соответственно �
р� и �
с�. 
 

Допущения о свойствах материала и характере деформации при 

решении задач сопротивления материалов достаточно точно совпадают с 

результатами опытных проверок. Рассмотрим ниже эти допущения. 

1) Материал, из которого изготовлена конструкция, считается по своему 

строению однородным и непрерывным во всех точках тела, а любые его 

частицы имеют одинаковые свойства. 2) Все тела предполагаются абсолютно 

упругими. Однако это имеет место только при определенных значениях 

нагрузки. 3) Материалы рассматриваются как изотропные, то есть обладающие 

одинаковыми свойствами во всех направлениях. К таким материалам можно 

отнести металлы, бетон, некоторые виды пластмасс. Анизотропными называют 

материалы, имеющие различные свойства в разных направлениях, например 

дерево, армированные пластики и т.п. 4) Считается, что деформации упругих 
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тел под действием внешних нагрузок являются малыми по сравнению с 

размерами тела, то есть при этом размеры тела не изменяются. Такое 

допущение значительно упрощает расчет, так как позволяет пренебречь 

изменениями в расположении действующих сил при деформации тел. 

5) Вследствие малости деформаций можно полагать, что внешние силы 

действуют независимо друг от друга. Общее действие всей системы сил равно 

сумме действий каждой силы, взятой в отдельности. 6) Сечения бруса, плоские 

и нормальные к его оси до деформации, остаются плоскими и нормальными к 

оси и при деформации. 

Ж 

Жаропрочность стали – это способность сохранять высокую прочность 

при повышенных температурах, в частности, высокую сопротивляемость 

ползучести. Для повышения теплоустойчивости (жаропрочности) сталь 

легируют вольфрамом, молибденом, ванадием. 

 

Жаростойкость стали – это способность сопротивляться химическому 

разрушению поверхности под воздействием горячего воздуха или газа (газовая 

коррозия). Для повышения жаростойкости сталь легируют хромом, кремнием и 

алюминием. 

 

Жесткое закрепление или заделка балок представляет собой 

устройство, не допускающее поворота опорного сечения и перемещения его ни 

в каком направлении, то есть на это сечением 

наложено три связи VA, HA и MA (рис. 18). 

Следует также отметить, что недопустимо 

соединение балки с основанием при помощи 

трех шарнирно-подвижных опор, направления 

которых были бы параллельны друг другу или 

Рис. 18 Схема жесткого 
закрепления или заделки 
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пересекались в одной точке. 

 

Жесткость вала при кручении измеряется углом закручивания 1 м 

длины вала. Допускаемый угол закручивания вала задается в градусах и 

обозначается �s"�. Расчетная формула на жесткость при кручении имеет вид 

s" = 180	Мк/A�$P ≤ �s"�. Величины допускаемых углов закручивания зависят 

от назначения вала; их обычно принимают в следующих пределах: �s"� =
0,25 ÷ 1,0	град/м. 

 

Жесткость сечения при кручении определяется произведением GIp, где 

G – модуль упругости сдвига; Ip – момент инерции. 

 

Жесткость стержня при растяжении и сжатии равна произведению 

модуля упругости Е на величину площади поперечного сечения брутто S, то 

есть E·S. Под жесткостью понимают способность тела или конструкции 

сопротивляться образованию деформации. При расчете на жесткость размеры 

элемента конструкции определяют из условия, что при действии на нее рабочих 

нагрузок происходящие при этом изменения формы и размеров элемента 

находятся в пределах, не нарушающих нормальную эксплуатацию 

конструкции. 

 

Жесткость – это способность конструкции сохранять исходную форму в 

заданных пределах. 

 

Журавский Д. И. (1824 – 1891) – русский инженер путей сообщения и 

строитель мостов Петербургско-Московской железной дороги. В 1855 г. 

профессором Д. И. Журавским была получена формула для определения 

касательных напряжений при изгибе балок постоянного сечения и разработан 

метод расчета раскосных ферм мостов. Известна также формула 

Д. И. Журавского для определения касательных напряжений в тонкостенном 
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сечении швеллера, стержня открытого профиля, двутавра и т.п. (см. Теорема и 

формула Журавского) 

 

З 

 

Зависимость в одномерной задаче о стержне подразделяются на три 

типа: статические, геометрические и физические. Статические зависимости 

выражают условия равновесия элемента стержня и дают соотношения между 

внутренними усилиями и интенсивностью внешней нагрузки. Геометрические 

зависимости устанавливают связь между деформацией элемента и функцией 

перемещения стержня. Физические зависимости дают количественную связь 

между деформацией элемента стержня и значением вызывающего ее 

внутреннего усилия. 

 

Зависимость между моментами инерции при переносе и повороте оси. 

При параллельном переносе осей (рис. 19) формулы перехода от центральных 

осей к осям, параллельным им, имеют следующий вид: $�� = $� + �8!; $T� =
$T + #8!; $��T� = $�T + �#!. Эти формулы часто применяют для вычисления 

моментов инерции сложных фигур. На рисунке 20 показано сечение S с 

повернутыми осями на угол d против хода часовой стрелки по отношению к 

координатным осям х, у.  

 

Рис. 19 Параллельный перенос осей 

 

 

Рис. 20 Поворот осей 
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Формулы для определения моментов инерции при повороте осей имеют 

следующий вид: $и = 0,5{$� + $T| + 0,5{$� − $T| ∙ cos 2d − $�T ∙ sin 2d; $� =
0,5{$� + $T| − 0,5{$� − $T| ∙ cos 2d + $�T ∙ sin 2d; $и� = 0,5{$� − $T| ∙ sin 2d +
$�T ∙ cos 2d. Следует отметить, что сумма осевых моментов инерции 

относительно двух взаимно перпендикулярных осей не зависит от угла d и при 

повороте осей сохраняет постоянное значение, то есть $и + $� = $� + $T. 

Величины, не изменяющиеся при повороте координатных осей, называются 

инвариантами, а сумма $� + $T является инвариантом. 

 

Зазоры температурные и монтажные предусматриваются для 

уменьшения в конструкциях напряжений, которые могут быть очень 

значительны. Кроме напряжений от действия температуры в статически 

неопределимых системах, возникают напряжения при монтаже конструкции из-

за неточности изготовления отдельных деталей. Поэтому, предусматривая зазор 

δ и изменяя его, можно искусственно регулировать усилия и напряжения в 

статически неопределимых системах. 

 

Закон Гука устанавливает линейную зависимость между упругой 

деформацией твердого тела и приложенным механическим напряжением. Для 

одностороннего (продольного) растяжения или сжатия стержня этот закон 

имеет вид: 
 = � ∙ 
, где
 = 5/! – нормальное напряжение, F – растягивающая 

сила; S – площадь поперечного сечения; � = ∆�/� – относительное удлинение 

(укорочение); � – первоначальная длина стержня; E – модуль Юнга. Для 

деформации сдвига закона Гука имеет вид: � = ��, где � = 5/! – касательное 

напряжение; F– касательная сила; S – площадь сдвигающихся слоев; � – угол 

сдвига; G – модуль сдвига. Для линейных деформаций при трехосном 

напряженном состоянии закон Гука имеет следующий вид: �I = �
I − p(
8 +

<)�/
; �8 = �
8 − p(
< + 
I)�/
; �< = �
< − p(
I + 
8)�/
; где �I, �8, �< – 

линейные деформации в направлении I, II, III; 
I, 
8, 
< – напряжения в случае 
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трехосного (объемного) напряженного состояния; p – коэффициент Пуассона. 

Следует отметить, что закон Гука справедлив лишь при напряжениях и 

деформациях, не превосходящих определенные пределы, свойственные 

данному материалу. На этом законе построены расчеты сопротивления 

материалов. 

 

Закон Гука при сдвиге выражается линейной зависимостью следующего 

вида: � = ��, где G – модуль упругости материала при сдвиге; � – угол сдвига; 

� – напряжение касательное. Для изотропного материала модуль упругости при 

сдвиге можно определить по формуле: � = 
/2(1 + p), где Е – модуль 

упругости материала при растяжении; p – коэффициент Пуассона. 

 

Закон минимума потенциальной энергии и деформации широко 

применяется в расчетах конструкций. Этот энергетический закон еще 

называется принципом наименьшей работы. Действительное напряженное 

состояние равновесия упругого тела (системы) отличается от всех смежных 

состояний равновесия тем, что оно дает минимум потенциальной энергии 

деформации. Поэтому если потенциальная энергия деформации зависит от 

неизвестных величин, например усилий х1, х2 и т. д., то можно определить все 

эти неизвестные из условий минимума энергии: ��/��	I = 0; ��/��	8 = 0. 

Принцип наименьшей работы справедлив для любых систем, но для систем, 

подчиняющихся закону Гука, он дает наиболее простые математические 

зависимости. При помощи этого можно иметь любое нужное число уравнений 

(линейных) для определения искомых неизвестных величин. 

 

Закон парности касательных напряжений гласит, что на взаимно 

перпендикулярных площадках напряжения численно равны и направлены так, 

что стремятся вращать элемент в противоположные стороны. В общем случае 

на каждой площадке могут возникнуть две компоненты касательных 
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напряжений, например ��Uи ��T. Однако в законе о парности идет речь о 

компонентах, перпендикулярных линии пересечения ортогональных площадок. 

 

Закон распределения предела прочности материалов дает наиболее 

полную информацию о случайной величине и изменчивости факторов, 

определяющих прочность конструкций. Часто в качестве распределения 

прочности материала используется нормальный закон (закон Гаусса). Широко 

применяется также закон распределения Вейбулла – Гумбеля. Используются и 

другие законы распределения предела прочности материалов: распределение 

Пирсона III типа; логарифмически нормальное распределение и др. Следует 

отметить, что если вид распределения случайной величины заранее неизвестен, 

то задача определения закона распределения существенно усложняется. 

 

Закон сохранения механической энергии формулируется следующим 

образом: когда упругое тело (система) под влиянием какой-либо нагрузки 

переходит из недеформированного состояния в деформированное 

уравновешенное состояние, суммарная работа, произведенная в этом процессе 

внешними и внутренними силами равна нулю, то есть � +�� = 0, где � – 

работа внешних сил; �� – работа внутренних сил (отрицательная при 

нагружении). Учитывая, что �� = − , уравнение можно переписать так: 

� =  , где   – потенциальная энергия деформации. Этот закон сохраняет свою 

силу при статическом нагружении и при упругих деформациях. 

И 

 Изгибающий момент относительно поперечной оси детали равен сумме 

моментов всех внешних сил (включая и опорные реакции), расположенных по 

одну сторону сечения. Ординаты моментов на эпюре изгибающих моментов 

принято откладывать со стороны сжатых волокон детали. Помимо изгибающего 

момента в сечениях изогнутой детали возникает еще поперечная сила  =
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��/��, но для деталей, длина которых больше 4-кратной высоты сечения, 

действием этой силы можно пренебречь. Деформации детали при изгибе 

измеряются величиной прогиба в данном сечении и углом поворота 

касательной к продольной оси. Если действующая нагрузка не проходит через 

центр изгиба поперечного сечения детали, то дополнительно возникает также и 

крутящий момент. Для поперечных сечений, имеющих две оси симметрии 

(двутавр, полоса), центр изгиба совпадает с центром тяжести сечения. При 

одной оси симметрии центр изгиба лежит на этой оси, но не совпадает с 

центром тяжести сечения. Схемы нагружения при изгибе и силовые 

характеристики приведены в таблицах Приложения. 

 

Изгиб в двух плоскостях (косой изгиб) возникает в том случае, когда 

внешние силы, перпендикулярные оси стержня, не лежат в плоскости, 

проходящей через главную ось его поперечного сечения. Косой изгиб 

относится к сложному сопротивлению стержней, и его можно рассматривать, 

как сочетание двух плоских изгибов во взаимно перпендикулярных плоскостях. 

При косом изгибе нормальные напряжения в любой точке поперечного сечения 

будут равны алгебраической сумме напряжений от изгиба в обеих плоскостях. 

Прогибы при косом изгибе определяются отдельно в каждой плоскости или 

путем интегрирования дифференциального уравнения изогнутой оси, или по 

методу Мора. Следует отметить, что при косом изгибе наиболее выгодными 

являются коробчатые, тонкостенные сечения. См. Косой изгиб. 

 

Изгиб кривых деталей. При изгибе деталей с криволинейной осью 

(скобы, крюки), для которых отношение радиуса кривизны ρ центральной 

продольной оси к высоте сечения детали h меньше семи (ρ/h < 7), напряжения 

распределяются не по линейному, а по гиперболическому закону, причем 

нейтральная ось не проходит через центр тяжести сечения, а несколько 

смещается к центру кривизны. Нормальные напряжения при изгибе 

криволинейной детали подсчитывают по общей формуле: 
вн = �ℎI/�5(¢ −
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£)(£ − ℎI)� и 
нар = �ℎ8/�5(¢ − £)(£ + ℎ8)�, где ρ – радиус кривизны; r – 

радиус кривизны нейтральной линии; ℎI и ℎ8 – расстояния крайних площадок 

от нейтральной линии; F – площадь поперечного сечения детали. Следует 

отметить, что для предварительных расчетов кривых деталей круглого и 

прямоугольного сечения можно пользоваться формулами: 
вн = �в�изг/��; 

нар = �н�изг/�I, где �в и �н  – коэффициенты. 

 

Изгиб продольно-поперечный – см. Продольно-поперечный изгиб. 

 

Изгиб продольный – см. Продольный изгиб. 

 

Изгиб пластический статически определимых балок возможен при 

распространении текучести на внутренние волокна балки, когда наблюдается 

дальнейший рост нагрузки. При расчетах необходимо учитывать, что при 

пластическом изгибе нейтральная ось делит сечение на две равновеликие части. 

Статические моменты S1х и S2х верхней и нижней частей площади сечения 

относительно нейтральной оси для сечений, имеющих перпендикулярную 

силовой плоскости ось симметрии S1х=S2х=S0х, S0х – статический момент 

полусечения относительно нейтральной оси. Тогда формула предельного 

изгибающего момента Ми имеет вид: Ми=σт2S0х=σтWх,ρl, где σт – предел 

текучести; Wх,ρl=2S0х – пластический момент сопротивления при изгибе. 

Например, для прямоугольника Wх,ρl=bh2/4, где b – ширина и h – высота 

сечения. Для прямоугольного сечения можно определить, что предельный 

изгибающий момент Ми при учете пластических деформаций увеличивается в 

1,5 раза. Для круглого сечения отношение предельных моментов равно 1,7; для 

кольцевого с отношением d/D=0,5 оно составляет 1,57; для двутаврового 

сечения – примерно 1,15. 

 

Изгиб плоский возникает в тех случаях, когда плоскость действия 

изгибающего момента (силовая плоскость) проходит через одну из главных 
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центральных осей поперечного сечения стержня. Следует заметить, что такой 

изгиб носит и другие названия – плоского или прямого изгиба. При плоском 

изгибе ось балки и после деформации остается в плоскости внешних сил – 

силовой плоскости. 

 

Изгиб поперечный возникает в том случае, когда в поперечных сечениях 

стержня наряду с изгибающими моментами возникают также и поперечные 

силы. Для их определения применим метод сечений (см. Поперечный изгиб 

балки). 

 

Изгиб с кручением – см. Кручение и изгиб. 

 

Изгиб с растяжением (сжатием) возникает в тех случаях, когда балка 

испытывает совместное действие изгиба и центрального растяжения (сжатия) 

(рис. 21). Растягивающие напряжения от силы 5I во всех точках поперечного 

сечения равны и определяются по формуле: 


 = 5I/� или в общем случае при любой осевой 

нагрузке N – по формуле 
 = �/�, где А – 

площадь поперечного сечения напряжения от 

изгиба 
 = ��7/$�, где �� – изгибающий 

момент; $� – момент инерции поперечного 

сечения относительно оси х. Следовательно, 

суммарные напряжения в любой точке 
 =

�/� � ��7/$�. В данном случае опасным является сечение у заделки, где 

действует наибольший изгибающий момент, равный ���� = 58 ∙ �. Точки на 

линии АВ будут наиболее нагруженными, так как в них суммируются 

напряжения от растяжения и наибольшие растягивающие напряжения от изгиба 


��� = �/� � ��/��. В точках линии DC напряжения будут меньше: 
 =

�/� − ��/��, где �� – момент сопротивления сечения относительно оси х. В 

Рис. 21 
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случае сочетания растяжения с косым изгибом напряжение определяют по 

формуле:
 = �/� +��7/$� 	+ �T�/$T. 

 

Изгиб стержня – см. Виды нагружения. 

 

Изолиния – геометрическое место точек, в которых заданный фактор 

имеет постоянное значение. Экспериментально можно получить семейства 

интерференционных полос, представляющих изолинии какого-либо фактора. 

По этим изолиниям можно численно определить деформации или напряжения. 

Существуют устройства и программы для ЭВМ, позволяющие обработать сетку 

изолиний в автоматическом режиме. 

 

Изотропным материалом считается такой материал, у которого его 

свойства в каждой точке независимы от направления. Если тело изотропно, то 

главные оси напряжения и главные оси деформации должны совпадать. 

 

Изотропия – одинаковость физических свойств тела (среды) по всем 

направлениям. Следует отметить, что один и тот же материал одновременно 

может обладать изотропией относительно одних свойств и анизотропией – 

относительно других. При обычных условиях газы, жидкости и аморфные тела 

изотропны. 

 

Инвариант – см. Зависимость между моментами инерции при 

переносе и повороте осей. 

 

Индексы у напряжений служат своеобразным «адресом» площадки и 

указателем направления касательного напряжения. Первый индекс у 

напряжения, например ��T, говорит о том, что оно действует на площадке с 

нормалью, параллельной оси х, а второй – о том, что вектор напряжений 
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параллелен оси у. У нормального напряжения оба индекса совпадают, поэтому 

ставится один индекс (σх). 

 

Интеграл Мора дает возможность определить перемещение в любой 

точке линейно-деформируемой системы. Формула Мора (интеграл Мора) имеет 

следующий вид: ¥� = � �¦�§�[/
$"̈ , где ¥� – искомое перемещение точки В; 

�¦, �§ – значения эпюр изгибающих моментов соответственно заданным 

состояниям k и  f; Е – модуль упругости; I – момент инерции. 

 

Интенсивность поверхностной нагрузки в общем случае определяется 

как предел отношения равнодействующей сил на рассматриваемой площадке к 

ее площади, стремящейся к нулю. Для интенсивности нагрузки применимо 

следующее правило знаков: компонента вектора интенсивности положительна, 

если она совпадает с направлением соответствующей оси координат. 

Распределенная нагрузка характеризуется в каждой точке числовым значением 

и направлением вектора интенсивности этой нагрузки. Интенсивность может 

быть объемной, поверхностной и линейно-распределенной или погонной 

нагрузкой. 

 

Испытание на изгиб можно проводить на любой испытательной 

машине. При испытании на изгиб образец устанавливают на опоры машины и к 

середине его прокладывают сосредоточенную 

нагрузку F (рис. 22). Деформации при изгибе 

проявляются в виде прогиба образца, мерой 

которого служит стрела прогиба f. Диаграмма в 

координатах нагрузка – прогиб строится по 

опытным точкам. После испытаний на изгиб 

рассчитывают предел текучести по наличию на 

диаграмме площадки текучести. Максимальный изгибающий момент 

Рис. 22 Испытание на изгиб 
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определяют по формуле �и	��� = 5�/4, где �  – рабочая длина образца между 

опорами. Наибольшие изгибающие напряжения определяют по формуле 


 = �и	���/�, где W – момент сопротивления поперечного сечения образца 

изгибу. Прогиб при действии одной сосредоточенной нагрузки F вычисляется 

по формуле � = �и	��� ∙ �8/12
$, где I – момент инерции поперечного сечения 

образца. Предел текучести при изгибе находят по формуле 
т	изг = �т/�, где 

�т – изгибающий момент текучести, определяемый по наличию площадки 

текучести на диаграмме. В случае, когда этой площадки нет, то задаются 

величиной прогиба стрелы fm, при котором деформации внешних волокон при 

изгибе равны 0,2 %, как при растяжении. Затем откладывают ее на диаграмме 

состояния, получая точку, из которой проводят прямую, параллельную 

начальному участку диаграммы, до пересечения ее с кривой. Из точки 

пересечения проводят прямую, параллельную оси абсцисс, до пересечения с 

осью ординат, получая значение момента текучести �т. Величину стрелы 

прогиба fm, которую откладывают по оси абсцисс, можно подсчитать по 

формуле �� = ©т	и�8/6ℎ, где ©т	и – допуск на величину остаточной деформации 

относительного растяжения внешних слоев образца; H – высота образца. 

 

Испытание на кручение является одним из простых видов нагружения, 

осуществляемое приложением в конечных сечениях двух равных, но 

противоположно направленных моментов. Такой вид нагружения имеется в 

соединениях деталей машин при их работе на вращение. Образцы для 

испытаний на кручение регламентируются соответствующим ГОСТом. 

Образцы изготавливают только круглыми с диаметром 10 мм и длиной 50 и 

100 мм. При испытаниях на кручение применяют в основном горизонтальные 

испытательные машины. По результатам испытаний строится диаграмма в 

координатах крутящий момент – угол закручивания, определяется 

относительный сдвиг при кручении, модуль сдвига, предел 

пропорциональности, пределы текучести и прочности при кручении. Модуль 

сдвига при кручении определяют по формуле � = ��/$P(sI − s8), где М – 
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крутящий момент; l – расчетная длина образца; $P – полярный момент инерции 

цилиндра (образцы); sIи	s8 – углы поворота на концах расчетной длины. 

Полярный момент инерции $P ≈ A��/32, где d – диаметр образца. Предел 

пропорциональности �пц при кручении: �пц = �пц/�P, где �пц – момент 

пропорциональности, определяемый по диаграмме; �P = A�</16 – момент 

сопротивления. Связь между модулем сдвига G и модулем упругости Е 

следующая: � = 
/2(1 + p), 
 = 2�(1 + p), где p – коэффициент Пуассона. 

 

Испытание на ползучесть проводят при постоянной нагрузке, заданном 

температурном режиме, с возможностью измерения малых перемещений. 

Образцы для испытаний выполняют в основном цилиндрическими с головками 

для крепления на испытательной машине. Существуют три схемы испытания 

образцов на ползучесть: 1) с непосредственным нагружением статическим 

грузом; 2) с нагружением через рычаг; 3) с нагружением через систему 

рычагов. При испытании на ползучесть при повышенной температуре 

применяются электропечи. Во всех случаях при испытании строят кривые 

деформации – время (Е - �), по которым определяют относительную скорость 

равномерной ползучести ¥пл = 
/∆� = ∆�/�∆., где � – расчетная длина образца; 

∆� – приращение длины образца при растяжении; ∆� – приращение времени. По 

подсчитанным скоростям ползучести V и вызывающим эту скорость 

напряжениям 
 вычерчивают график, на котором по заданной скорости 

ползучести определяют соответствующее ей напряжение, которое является 

пределом ползучести, то есть величины длительного напряжения при заданной 

температуре, при котором скорость ползучести за определенный промежуток 

времени не превышает нормативного предела. Связь между напряжением 
 и 

деформацией � в момент времени � имеет вид: �ª = 
ª/
 + ∆�, где �ª – 

деформации тела в момент времени �; 
ª – напряжение тела в момент времени 

�; � – время наблюдения. Испытания образцов на ползучесть производят также 

до разрушения с целью определения предела длительной прочности 
дл, то есть 
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напряжения, при котором образец разрушается после заданного времени 

испытания. Этот предел определяется отношением разрушающей нагрузки к 

площади поперечного сечения образца 
дл = 5���ª /!". Время нагружения 

образца выбирают равным ресурсному, то есть времени работы материала в 

реальных условиях. Следует отметить, что на ползучесть оказывают влияние 

концентраторы напряжений, снижая предел длительной прочности. Явление 

ползучести учитывается для деталей, работающих длительное время и при 

повышенных температурах, например лопатки газовых турбин, детали паровых 

котлов и др. 

 

Испытание на растяжение проводятся на разрывных универсальных 

машинах в соответствии с действующим ГОСТом. Для испытания применяют 

образцы специальной формы – цилиндрические или плоские, имеющие 

рабочую часть с начальной длиной �", на которой определяется удлинение и 

головки с переходным участком, форма и размеры которых зависят от способов 

их крепления в захватах машины. Размеры образцов делают стандартными для 

того, чтобы результаты испытаний, полученные в разных лабораториях, были 

сравнимы. Все испытательные машины имеют устройства для автоматической 

записи в определенном масштабе диаграммы растяжения, то есть графика 

зависимости между растягивающей силой F и удлинением образца ∆�. 
 

Испытания на сжатие проводятся обычно при помощи тех же 

испытательных машин, используемых при испытании материалов на 

растяжение, с применением специальных приспособлений – реверсоров. Для 

испытания металлов на сжатие применяются цилиндрические образцы с 

отношением высоты к диаметру в пределах 1,5÷3. Необходимо обратить 

внимание на условность получаемых результатов из-за наличия сил трения в 

опорных поверхностях образца. Поэтому надо ослаблять влияние сил трения 

введением различных смазок или приданием конусной формы торцевым 

поверхностям образца. 
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Испытания на срез могут проводиться в таких же условиях и на тех же 

испытательных машинах, что и при сжатии. На срез при действии нагрузки 

работают резьбовые, сварные, заклепочные и клеевые соединения, а также 

такие детали, как шпонки, вкладыши и т.п. Напряжение среза подсчитывается 

по формуле �ср = 5���/!", где 5��� – нагрузка при разрушении образца; !" – 

первоначальная площадь образца. При двойном срезе берется удвоенная 

площадь образца. 

 

Испытание на усталость проводят для определения разрушающих 

напряжений конструкций, испытывающих знакопеременные нагрузки. Под 

усталостью материала понимают разрушение образца при большом числе 

повторно-переменных напряжений. Свойство материала выдерживать такие 

напряжения без разрушения называется выносливостью. При испытании на 

усталость вводят понятие цикла. Цикл есть замкнутая однократная смена 

напряжений, получивших ряд непрерывных значений. Число циклов 

напряжений в одну секунду называют частотой изменения напряжений. При 

испытании на усталость различают три типа циклов нагружения: 

1) симметричный; 2) пульсирующий; 3) несимметричный, а также два вида 

динамических переменных нагрузок. Первый вид соответствует 

симметричному нагружению, когда нагрузка меняется от +F до –F, оставаясь по 

величине одинаковой. Во втором случае при пульсирующем и несимметричном 

цикле нагрузки изменяется от Fmax до Fmin. Максимальные и минимальные 

нормальные напряжения 
��� = 
ср + 
�; 
��� = 
ср − 
�; где 
ср – средние 

нормальные напряжения; 
� – амплитудные напряжения. Касательные 

максимальные и минимальные напряжения определятся: ���� = �ср + ��; 

���� = �ср − ��, где �ср – средние касательные напряжения; �� – амплитудные 

напряжения. Критерием усталости материала при циклическом нагружении 

является только предел выносливости. Это напряжение обозначается через 
JI 
для симметричного цикла. Целью испытаний на усталость является опытное 
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определение предела выносливости, допускающего повторение N раз цикла 

данного типа без разрушения. Число повторений N устанавливается 

технической документацией в 106, 107, 108. Образцы испытывают на 

специальных машинах на растяжение, сжатие, переменный изгиб, кручение. 

Наиболее распространены испытания на усталость изгибными нагрузками. В 

результате испытаний строится кривая в координатах: максимальное 

напряжение 
 – число циклов N. Значение предела выносливости считается 

установленным, если удовлетворяется следующее неравенство |
��� − 
���| ≤
5%, где 
��� – наименьшее напряжение, вызвавшее поломку; 
��� – 

наибольшее напряжение, не вызвавшее поломку. 

 

Испытание стержней на устойчивость проводится с целью определения 

критической нагрузки через дополнительный прогиб по длине образца. При 

нагружении стержней большой длины и малого сечения сжимающей нагрузкой 

может произойти потеря устойчивости стержня. Испытание стержней 

производится на специальной установке лабораторного типа. В результате 

испытаний получают ряд значений сжимающей нагрузки F и дополнительного 

прогиба fдоп в центре стержня по длине. При установке стержня до испытания 

он имеет первоначальный прогиб f0, величина которого изменяется по длине. 

При приложении нагрузки стержень отклоняется от своего первоначального 

положения на величину, называемую дополнительным прогибом fдоп . Полный 

прогиб fп равен  �п = �" + �доп. Связь между величиной полного прогиба и 

нагрузками следующая: �п = �"/(5/5кр), где F – этапная нагрузка; Fкр – 

критическая нагрузка идеального стержня. Для определения дополнительного 

прогиба �доп используется следующая формула: �доп = �"/(5кр/5 − 1). Из этих 

зависимостей можно определить �", называемой величиной начальных 

несовершенств, и критическую нагрузку 5кр, то есть критическую нагрузку по 

Эйлеру, полученную при испытании стержня на устойчивость. 
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Испытания на ударные нагрузки проводятся на испытательных 

машинах типа маятникового копра. При этом различают испытания на 

продольный удар, на изгибной удар и удар на кручение. При падении груза 

весом G с высоты h динамическое напряжение 
д = �д ∙ Е, где �д = ∆�д/�, ∆�д – 

абсолютное динамическое удлинение; E – модуль упругости. Если груз 

прикладывается внезапно, то h=0, тогда 
д = 2
ст. В случае изгиба при 

действии ударной нагрузки 
д = 5� ∙ �/4�, где К – динамический 

коэффициент. Критерием динамического нагружения является вязкость 

материала при ударной нагрузке �к = �/!, где � = �Dр = ��(cos ¬ − cosd) – 

работа, произведенная копром; ! = #ℎI – площадь образца, b – ширина образца, 

h1 – высота образца, G – вес груза, l – длина рычага маятника, угол d – угол, на 

который поднимается груз, угол ¬ – угол отклонения груза по инерции. 

 

Испытания при высоких и низких температурах в основном 

проводятся при испытании образцов на растяжение с целью определения 

механических характеристик, прочности при заданных температурах. Качество 

испытаний зависит от условий нагрева или охлаждения образцов и 

поддержания постоянства температурного режима. Применение трубчатой 

муфельной печи сопротивления обеспечивает эти условия при испытаниях на 

высоких температурах. При испытаниях на низких температурах используются 

различные криогенные установки. Величина деформации контролируется 

тензометрами. Сжимающие или растягивающие напряжения при равномерном 

нагревании или охлаждении материала стержня подсчитывают по формуле 


 = 
d(." − .), где d – коэффициент линейного расширения; ." − . = −∆. – 

изменение температуры по сравнению с начальным значением .". Выражение 

для напряжения через ∆. имеет вид 
 = −d
∆.. Результаты испытаний 

изображают в виде диаграммы, где напряжения откладывают по оси ординат, а 

изменение температуры – по оси абсцисс. 
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Испытательные машины для получения диаграмм состояния 

материалов в лабораторных и заводских условиях подразделяются на 

универсальные и специальные для статических и динамических нагружений. 

Для статических испытаний применяют два типа машин: с постоянной 

скоростью деформации и с постоянной скоростью нагружения. Испытательные 

машины имеют гидравлический или механический приводы. Для испытаний на 

растяжение, сжатие, изгиб и на циклические нагрузки используют 

универсальные испытательные машины, например, типа УЭМ-10ТМ. Для 

испытания неметаллических материалов на сжатие используют испытательные 

прессы. На этих машинах измеряют нагрузку манометрами или специальными 

силоизмерителями и автоматически записывается на диаграмме зависимость 

между нагрузкой и деформацией. 

К 

Касательные напряжения в неоднородной 

балке. Рассмотрим трехслойную балку 

прямоугольного сечения (рис. 23), у которой модуль 

упругости внешних слоев 
8, а среднего слоя 
I, 
причем 
8 = ,
I и , > 1. Момент инерции 

приведенного сечения равен $�	пр = 2, ®#ℎI</12 + #ℎI e¯°¯�8 f8± + #ℎ</12. 

Касательные напряжения вычисляются по формуле � = ²
³ =  T!�отс/#$�	пр, где Т 

– интенсивность сдвигающих усилий (Т = τb); Qу – поперечная сила; Sx – 

статический момент  относительно оси х. Следует отметить, что по высоте 

сечения при переходе от одного материала к другому, если в напряжениях 


� = 
��U  на эпюрах наблюдается скачок, то в эпюре Т и τ при b=const скачки 

отсутствуют. 

 

Рис. 23 
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Касательные напряжения при изгибе. В поперечных сечениях балки 

при плоском поперечном изгибе возникают изгибающий момент Мх и 

поперечная сила Qу. Эта сила, вектор которой лежит в плоскости поперечного 

сечения, вызывает в точках сечения касательные напряжения �UT. По закону о 

парности касательных напряжений на продольных площадках возникают 

равные им напряжения �TU = �UT = �. Напряжения �UT возникают при 

деформации среза поперек продольных волокон балки, в то время как 

напряжения �TU порождены деформацией сдвига продольных волокон вдоль 

балки. Из-за напряжений �, возникающих на продольных и поперечных 

площадках, балка работает на изгиб не как отдельные продольные волокна, а 

как сплошное монолитное тело. Учитывая допущение, что касательные 

напряжения � по ширине сечения b распределены равномерно, получим 

формулу для касательных напряжений при изгибе � =  T!�отс/$�#, где !�отс – 

статический момент относительно оси х отсеченной части сечения; $� – момент 

инерции. Интенсивность сдвигающих усилий Т (погонная сдвигающая сила) 

определяется равенством Т = τb. 

 

Классификация динамических нагрузок по вида и по своей природе: 

1) неподвижная периодическая нагрузка; 2) кратковременная нагрузка 

(импульсы); 3) ударная нагрузка; 4) подвижная нагрузка; 5) сейсмическая 

нагрузка. Неподвижная периодическая нагрузка характерна тем, что диаграмма 

зависимости ее от времени многократно повторяется через определенные 

промежутки времени (периоды). Такая нагрузка может быть как непрерывной, 

так и прерывной. Если периодическая нагрузка непрерывно изменяется по 

закону синуса или косинуса, то такая нагрузка называется вибрационной или 

гармонической. Кратковременная нагрузка (импульсы) характерна быстрым 

развитием и быстрым исчезновением, то есть почти мгновенным действием. 

Ударная нагрузка в виде ударов в определенном месте сооружения характерна 

резким изменением скорости ударяемого тела в короткий промежуток времени. 
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Такие нагрузки могут быть и периодическими. Подвижная нагрузка 

постоянного или переменного значения, меняющая на сооружении свое 

положением, как например автомобили, электровозы и т.д. Сейсмическая 

нагрузка – это беспорядочные движения грунта, толчки, удары и колебания при 

землетрясении. 

 

Классификация конструкционных элементов по геометрическим 

признакам включает в себя три основные группы элементов. Первую группу 

составляют так называемые стержни или брусья, у которых длина существенно 

превосходит ширину и толщину. Стержни могут быть прямыми, кривыми и 

коленчатыми, а также постоянного и переменного сечения. Вторая группа 

элементов – тела с размерами одного порядка (шарик в подшипнике качения, 

массивный фундамент здания и т. п.). Исследование поведения таких 

«трехмерных» элементов под нагрузкой наиболее сложно и трудоемко. Третья 

группа элементов – тела, у которых один размер значительно меньше двух 

других. Примерами таких «двумерных» элементов являются пластины и 

оболочки. Пластины ограничены в пространстве двумя плоскостями, а 

оболочки – криволинейными поверхностями. Исследовать поведение 

двумерных элементов несколько проще, чем трехмерных. 

 

Клеевые соединения составной балки непосредственно воспринимают 

касательные напряжения τ, определяемые по формуле � =  T!�отс/#$�, где  T – 

поперечная сила; !�отс – статический момент относительно оси х отсеченной 

части сечения; $� – момент инерции; b – ширина сечения. Поэтому, 

предполагая, что �I > �8, условие прочности записывается в виде �I =
 T!�Iотс/$�© ≤ �кл, где �кл – расчетное сопротивление клея на срез;  T =  ��� – 

наибольшая поперечная сила в балке; δ – ширина клеевого соединения. Кроме 

того, должна быть обеспечена прочность на срез основного материала по 
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наибольшим касательным напряжениям ���� =  ���!�отс/$�© ≤ �ср, где �ср – 

расчетное сопротивление на срез материала балки. 

 

Консольной балкой называют балку, защемленную с одной стороны и 

свободную с другой, а также нагруженную силой F (рис. 24). Действующую 

силу F под углом α к 

балке раскладывают по 

осям х и у на 

F·cos αbF·sin α. В 

защемлении (точке А) 

возникают три 

неизвестные реакции: две 

силы Rх и Rу и момент М. 

Приложим к балке неизвестные опорные реакции и составим расчетную схему 

(рис. 24б). Представленная балка на рисунке 24 находится в равновесии, и 

поэтому должны быть справедливы три уравнения равновесия: �T − 5 sind =
0; �� − 5 cosd = 0; � − 5� ∙ sin d = 0. Тогда �T = 5 sind; �� = 5 cosd; 

� = 5� ∙ sin d. Отсюда следует, что если действующие силы будут 

перпендикулярны оси балки, то есть угол d = 90°, то горизонтальных 

составляющих опорных реакций не будет: cos d = 0; �� = 0. 

 

Константы упругости определяют физическую сущность структуры и 

взаимосвязь ее основных параметров в системе деформация – напряжение. К 

ним относятся: модуль Юнга Е, характеризующий меру жесткости тела; модуль 

сдвига G, показывающий долю необратимой или пластической составляющей 

деформации; модуль Пуассона µ, характеризующий поперечные деформации; 

объемный модуль К, показывающий долю всестороннего сжатия (растяжения) 

при деформации твердого тела. Взаимосвязь констант упругости можно 

Рис. 24 Консольная балка (а) и ее расчетная схема (б) 
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представить в виде формул, которые используются в расчетах: � = 
/2(1 + p); 
F = 
/3(1 − 2p). 

 

Контактные напряжения возникают при сжатии двух соприкасающихся 

тел по площадкам контакта. Эти напряжения нужно знать при проектировании 

подшипников, катков опорных частей сооружений, зубчатых передач и т.п. При 

сжатии двух тел в зоне контакта происходит образование поверхности, 

называемой поверхностью давления, а ее контур – контуром давления. В общем 

случае контур давления является эллипсом. Напряжения в пределах этого 

контура распределены по полуэллипсоиду, причем на границе поверхности 

касания они равны нулю, а в центре напряжение принимает наибольшее 

значение 
��� = 1,55/A�#, где F – сила, с которой тела давят друг на друга; 

�, # – длины полуосей эллиптического контура давления, значения которых 

зависят от геометрии поверхностей сдавливаемых тел, от модулей упругости и 

коэффициентов Пуассона материала этих тел, а также от силы F. В случае 

центрального смятия двух упругих шаров 

радиусами R1 и R2 (рис. 25) поверхность касания 

является кругом радиусом а (рис. 25 б). 

Предполагая справедливыми равенства 
I = 
8 =

, pI = p8 = 0,3, получают 

� = # = 1,109K5�I�8/
(�I + �8)´ ,  


��� = 0,388K5
8�(�I + �8)/�I�8�8´ . Аналогично 

находят напряжения при сдавливании тел и другой 

формы. 

 

Концентрация напряжений – резкое увеличение напряжений в местах 

выточек, внутренних углов, отверстий, в местах изменения формы тела и т. п., а 

также в зоне контакта деформируемых тел. Например, при растяжении длинной 

полосы, ослабленной выточками, в их сечении напряжения возрастают по мере 

Рис. 25 Сжатие двух шаров и 
поверхность давления 
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приближения к краю выточек. Максимальное напряжение выражается так: 


��� = d
ном, где d – теоретический коэффициент концентрации напряжений, 

который зависит от формы выточек и от соотношения размеров ослабления и 

поперечных размеров полосы. Коэффициент d не может быть меньше единицы. 

Второй сомножитель в формуле 
ном называют номинальным напряжением, 

которое определяется по формулам сопротивления материалов без учета 

эффекта концентрации. Обычно 
ном определяют по наиболее ослабленному 

сечению выточкой. Если определение напряжений в ослабленном сечении 

затруднено, то для простоты расчета за 
ном принимают напряжение в 

неослабленном сечении. Коэффициент концентрации напряжений d находят 

или с помощью методов теории упругости, или экспериментальным путем. 

Следует учитывать, что концентрация напряжений как при растяжении, так и 

при других видах деформаций значительно зависит от формы выточки или 

отверстия. При определении коэффициента d и закона распределения 

напряжений экспериментальным путем применяются методы фотоупругости, 

голографической интерферометрии, тензометрии, муаровых полос и др. 

 

Кососимметричная нагрузка – это нагрузка, при которой силы, 

приложенные к правой половине рамы, являются зеркальным отображением 

сил, приложенных к левой половине относительно оси симметрии, но 

противоположны по знаку. 

 

Косой изгиб наблюдается в тех случаях, когда плоскость, в которой 

действует изгибающая нагрузка, не совпадает ни с одной из главных осей 

инерции поперечного сечения бруса. При косом изгибе наблюдается сложное 

сопротивление, при котором возникает не один, а два или более внутренних 

силовых фактора, в виде силы или момента сил. Следует отметить, что условие 

прочности при косом изгибе исходит из положения, чтобы возникающие 

максимальные напряжения при изгибе не превышали допустимых: для 

пластических материалов, у которых �
� = �
�с
��� ≤ �
�; для хрупких 
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материалов, у которых �
�с > �
�, необходимо проверить максимальные 

напряжения при сжатии и растяжении отдельно 
р	��� ≤ �
�, 
с	��� ≤ �
�с. С 

учетом условий прочности аналогично, как при простых видах нагружения, 

решают три задачи прочности: проверочную, проектную и задачу определения 

допускаемой нагрузки. 

 

Коэффициент асимметрии цикла напряжений – см. Цикл 

напряжений. 

 

Коэффициент запаса прочности – см. Метод допускаемых 

напряжений. 

 

Коэффициент интенсивности напряжений в бесконечной пластине 

Fµ = 
√A�, где 
 – напряжение; � – размер трещины. Индекс I при К связан с 

тем, что все это относится к трещине отрыва, индекс II – плоский сдвиг, индекс 

III – антиплоский сдвиг. Напряженное состояние в зоне у острия трещины 

существенно зависит от коэффициента интенсивности напряжений Fµ, который 

зависит от уровня нагруженности 
 и размера трещины �. Этот коэффициент в 

определенных случаях определяет устойчивость трещины. 

 

Коэффициент поперечной деформации – см. Коэффициент Пуассона. 

 

Коэффициент поперечного сжатия – см. Коэффициент Пуассона. 

 

Коэффициент приведения длины стержня µ зависит от способа 

крепления концов стержня. Значение того коэффициента для разных способов 

крепления даны на рисунке 26. 
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Рис. 26 Определение коэффициента приведения длины µ 
в зависимости от условий закрепления 

 

Коэффициентом Пуассона называется абсолютное значение отношения 

относительной поперечной деформации к относительной продольной 

деформации при растяжении или сжатии в области действия закона Гука: 

p = �поп/�прод. Это безразмерный коэффициент, характеризующий свойства 

материала и определяется экспериментально. Для различных материалов 

значения коэффициентов Пуассона находятся в пределах 0 ≤ p ≤ 0,5, 

например, для большинства металлов 0,25 ≤ p ≤ 0,35. 

 

Краевой эффект – это местные возмущения в прогибах балки и 

внутренних усилиях вблизи мест приложения сосредоточенных воздействий. 

Длина �кэ, на которой ординаты волнообразных кривых краевого эффекта 

становятся пренебрежимо малыми, называется длиной краевого эффекта. Эта 

длина �кэ = A/¬, где ¬ – коэффициент, зависящий от относительной величины 

жесткости основания на просадку kb и изгибной жесткости балки 
$�. Этот 

коэффициент определяется по формуле: ¬ = K�#/4
$�· , где k – коэффициент 

постели (размерность коэффициента k(н/м3); b – ширина балки; Е – модуль 

упругости; $� – осевой момент инерции сечения относительно оси х. 
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Кривизна оси балки при изгибе пропорциональна изгибающему 

моменту и обратно пропорциональна величине жесткости балки 
$�, где Е – 

модуль упругости; $� – момент инерции сечения относительно нейтральной оси 

х. 

 

Кривые усталости являются основной характеристикой выносливости 

материала, получаемой экспериментальным путем. Ординаты кривой усталости 

– значения максимальных напряжений цикла, при которых происходит 

разрушение детали, а абсцисса – число циклов N, которое выдержала деталь до 

разрушения. Для проведения усталостных испытаний используются 

специальные машины, которые по виду нагружения образца можно 

подразделить на машины для испытаний при изгибе, кручении, растяжении – 

сжатии, сложном напряженном состоянии, а также универсальные. Для 

получения характеристик сопротивления усталости необходимо провести 

испытания не менее десяти одинаковых образцов по специальным методикам. 

По кривой усталости определяют напряжение 
р, которое называется пределом 

выносливости материала и представляет собой характеристику его усталостной 

прочности. Чаще всего испытания проводятся при симметричном цикле 

нагружения и предел выносливости обозначается через 
JI. Для сталей 

установлено, что 
JI ≈ (0,4 ÷ 0,5)
в; для цветных металлов – 
JI ≈ (0,25 ÷
0,5)
в, где 
в – предел прочности материала. 

 

Кривым брусом называется стержень, геометрическая ось которого 

криволинейна. Обычно рассматриваются и рассчитываются кривые брусья, у 

которых геометрическая ось представляет собой плоскую кривую, плоскость 

кривизны – плоскость симметрии, действующие силы лежат в плоскостях 

кривизны, материал подчиняется закону Гука, жесткость достаточно большая, 

чтобы применять принцип независимости действия сил. 
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Критерии пластичности. В настоящее время для пластических 

материалов с одинаковыми значениями пределов текучести при растяжении и 

сжатии используются две теории, рассматривающие возникновение 

предельного состояния. Теория наибольших касательных напряжений (третья 

теория прочности) трактует, что наступление в деформируемом теле опасного 

пластического состояния при сложном напряженном состоянии происходит 

тогда, когда наибольшее из касательных напряжений достигает предела 

текучести. Энергетическая теория (четвертая теория прочности) гласит, что 

наступление в деформированном теле опасного пластического состояния 

наступает тогда, когда та часть потенциальной энергии деформации, которая 

связана с изменением формы тела, достигает опасного значения, определяемого 

для линейного напряженного состояния. 

 

Критерии прочности зависят от класса материала, вида напряженного 

состояния (растяжение, сжатие, сдвиг и др.), условий эксплуатации (время 

действия нагрузки, температура, влажность и пр.) и могут подразделяться на 

временное сопротивление, предел текучести, предел усталости и другие виды 

сопротивления. Прочность обычных материалов чаще всего оценивают 

временным сопротивлением, или пределом прочности, определяемым при 

данном виде деформации. Для хрупких материалов основной прочностной 

характеристикой является предел прочности при сжатии и изгибе, а для 

эластичных (полимеры) – предел прочности при растяжении, которые 

определяются по формулам 
сж = Rсж/!; 
р = Rр/!, где Rсж и Rр – 

соответственно разрушающие усилия при сжатии и растяжении; S – площадь 

поперечного сечения испытуемого образца. Предел прочности при изгибе 


и = �/�, где М – наибольший изгибающий момент; W – момент 

сопротивления сечения образца. Следует отметить, что на показатели пределов 

прочности материалов при их испытании существенное влияние оказывают 

различные факторы: размер и форма образца; время и скорость приложения 
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нагрузки; тепловлажностные условия проведения испытаний; методы 

испытаний и особенности конструкций испытательных машин. 

 

Критерий Ирвина – это условие прочности для деталей с трещинами 

при хрупком состоянии материала, имеющие вид FI = 
T√2A£, где 
T – 

напряжения на продолжении трещины (вдоль оси х); £ = � − � – координата; l – 

размер трещины. 

 

Критерии разрушения включают в себя следующие теории прочности: 

теорию наибольших нормальных напряжений; теорию наибольших 

относительных деформаций; теорию прочности Мора. Теория наибольших 

нормальных напряжений устанавливает следующие условия прочности: 


экв = 
I ≤ ¹
рº – при растяжении; 
экв = 
< ≤ �
сж� – при сжатии; где ¹
рº, 
�
сж� – допускаемые напряжения при растяжении и сжатии. Теория наибольших 

относительных деформаций предусматривает, что разрушение путем отрыва 

связано с наибольшей линейной деформацией и опасное состояние наступает 

при �I = �в, где �I = �
I − p(
8 +	
<)�/
. Этому условию разрушения 

соответствует следующее условие прочности: 
экв = 
I − p(
8 +	
<) < ¹
рº, 
при этом должно выполняться дополнительное условие: 
I − p(
8 +	
<) > 0. 

Теория прочности Мора основана на систематизации экспериментальных 

данных и графическом представлении напряженного состояния при помощи 

кругов. Условие прочности по этой теории имеет вид: 
экв = 
I − �
< ≤ �
�, 
где � = 
тр/
тс – отношение пределов текучести при растяжении и сжатии, для 

хрупких материалов � = 
вр/
вс. Следует отметить, что практические расчеты 

на прочность по допускаемым напряжениям при сложном напряженном 

состоянии ведутся, как правило, с использованием формулы Мора. 

 

Критическая сила и критическое напряжение при осевом сжатии 

призматического стержня определяются соответственно по следующим 
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формулам. Критическую силу в пределах пропорциональности определяют по 

формуле Эйлера: Rкр = A8
$/�пр8 , где Е – модуль продольной упругости 

материала стержня; �пр = p� – приведенная (свободная) длина стержня; l – 

истинная длина стержня; p – коэффициент длины, зависящий от способов 

закрепления и нагружения стержня; I – минимальный момент инерции площади 

поперечного сечения стержня. Критическое напряжение определяют по 

формуле 
кр = ¼крZ = A8
/o8, где А – площадь брутто поперечного сечения 

стержня; o = �пр/q – гибкость стержня; q = K$/� – минимальный радиус 

инерции площади А поперечного сечения стержня. Если продольный изгиб 

возникает в стержне только за пределом пропорциональности его материала, то 

критическое напряжение можно подсчитать по эмпирической формуле 

Ясинского: 
кр = � − #o + *o8, где �, #, * – опытные коэффициенты, 

зависящие от материала и имеющие размерность напряжения. Например, для 

стали ст3 а=310 МПа; b=1,14 МПа; с=0. Для дерева (сосна при сжатии вдоль 

волокон) а=29,3 МПа; b=0,194 МПа; с=0. Для чугуна СЧ а=776 МПа; 

b=12 МПа; с=0,053 МПа. 

 

Критический коэффициент интенсивности напряжений Fµ½, при 

котором возможно малое продвижение трещины из-за того, что 

высвобождаемая энергия деформации у конца трещины равна требуемой работе 

разрушения, определяется по формуле Fµ½ = K2�
/1 − p8, где � – плотность 

энергии образования свободной поверхности тела (для идеально хрупкого и 

линейно-упругого материала � – это константа материала, характеризующая 

удельную работу разрушения межатомных связей при отрыве); Е – модуль 

упругости; p – коэффициент Пуассона. Коэффициент Fµ½ выражает способность 

материала к сопротивлению росту трещин и иногда называется вязкостью 

разрушения. Чем больше Fµ½, тем выше трещиностойкость материала. 

Величины Fµ½ определяются экспериментально в соответствии с ГОСТами. 
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Круг Мора или круговая диаграмма напряженного состояния дает 

наглядный геометрический образ уравнениям и напряженному состоянию 

плоской задачи. Кроме того, при практических расчетах это значительно 

упрощает решение поставленных задач. 

 

Круг напряжений – это геометрическая интерпретация зависимости 

напряжений 
Y и �Y от угла d (угла поворота осей) в виде круговой диаграммы, 

предложенной О. Мором. В координатах 
 − � равенства 
8 = � + � cos 2d; 

�8 = −� sin 2d являются уравнениями окружности радиуса R в 

параметрической форме, которая называется кругом Мора или кругом 

напряжений. Подробнее см. Теория прочности Мора. 

 

Крутящий момент – внутреннее усилие, возникающее в поперечных 

сечениях стержня (вала) при кручении. Крутящий момент условно считают 

положительным, если при взгляде на сечение со стороны внешней нормали он 

направлен по ходу часовой стрелки. Принятое правило знаков для крутящего 

момента необходимо для установления направления крутящего момента и при 

построении эпюры �кр¾. Помимо внешних сосредоточенных крутящих 

моментов на стержень (вал) может действовать и распределенная по 

некоторому закону моментная нагрузка интенсивностью wU. Между этими 

моментами �Uи wU существует дифференциальная зависимость в виде (��U)/
�[ = wU. 

 

Кручение стержня – см. Виды нагружения. 

 

Кручение и изгиб испытывают большинство валов, которые обычно 

представляют собой прямые брусья круглого сечения или кольцевого сечения. 

Максимальные нормальные и касательные напряжения у круглых валов 

вычисляют по формулам  
I = �и/�,  � = �к/�р, где �и и �к – 



75 

 

соответственно изгибающий и крутящий моменты; W – момент сопротивления, 

причем для круглых валов �р = 2�. Применив третью теорию прочности, 

получим  
экв = ~�и8 +�к8/� = �экв/� ≤ �
�, где �экв = ~�и8 +�к8 – 

эквивалентный момент. Применив энергетическую теорию прочности, получим 


экв = ~�и8 + 0,75�к8/�. Для расчетов деталей на сочетание деформаций 

кручения и поперечного изгиба необходимо, как правило, составить расчетную 

схему конструкции и построить эпюры изгибающих и крутящих моментов, 

определить опасные сечения, после чего, применив одну из теорий прочности, 

произвести необходимые расчеты. Пример такого расчета – см. Приложение. 

 

Кручение и растяжение или сжатие испытывают в первом случае, 

например, болты и крепежные винты, а во втором случае – винты домкратов, 

сверла и шпиндели сверлильных станков. Эти детали обычно изготовляют из 

материалов, у которых ¹
рº = �
с� = �
�. Нормальные и максимальные 

касательные в этих случаях вычисляют по формулам 
 = �/�,  � = �к/�р, где 

N – продольная сила; А – площадь сечения; �к – момент кручения; �р – момент 

сопротивления. Применив третью теорию прочности, получим 
экв =
~(�/�)8 + 4(�к/�р)8 ≤ �
�, где 
экв – эквивалентное напряжение. Применив 

энергетическую теорию прочности, получим 
экв = ~(�/�)8 + 3(�к/�р)8 ≤
�
�. 

 

Кручение стержней с круглым поперечным сечением. Общая 

деформация кручения такого стержня характерна тем, что поперечные сечения 

поворачиваются вокруг оси стержня z на углы s = s([), называемые углами 

закручивания, а в поперечных сечениях возникают касательные напряжения τ, 

приводящиеся к крутящему моменту �U. Для вывода формулы напряжений � 
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необходимо найти зависимость между функцией s и моментом �U, из которой 

можно определять углы закручивания. Данная задача решается путем 

использования двух допущений. Первое допущение состоит в том, что считают 

справедливой гипотезу плоских сечений, то есть принимают, что поперечные 

сечения при кручении, поворачиваясь вокруг оси z, остаются плоскими. Второе 

допущение утверждает, что все радиусы данного сечения остаются прямыми и 

поворачиваются на один и тот же угол s. Согласно этим допущениям, кручение 

представляет деформацию сдвига материала, заключенного между соседними 

поперечными сечениями, вызванного относительным поворотом этих сечений 

вокруг оси z. Формула касательных напряжений при кручении имеет вид: 

� = �U ∙ ¢/$р, где �U – крутящий момент; ¢ – радиус окружности; $р – момент 

инерции. Эта формула определяет касательное напряжение в плоскости 

поперечного сечения и одновременно возникающее напряжение в 

перпендикулярной плоскости диаметрального продольного сечения вала. 

Расчеты на прочность при кручении элементов конструкций круглого сечения 

производится по методу предельных состояний на основе неравенства ���� =
�U ∙ ¢/$р ≤ �, где R – расчетное сопротивление материала стержня при сдвиге, 

а крутящий момент �U определяется от расчетных нагрузок с учетом 

возможных перегрузок. Можно левую часть неравенства записать так: ���� =
�U/�À ≤ �, где �À – момент сопротивления сечения при кручении, который 

можно определить как �À = �кр = $р/¢���. Кроме этого, для сплошного 

круглого сечения �À = A�</16, где d – диаметр круглого сечения. Если 

используется метод допускаемых напряжений, например, при проектировании 

валов машин, то условие прочности имеет вид ���� = �U/�À ≤ ���, где ��� – 

допускаемое касательное напряжение материала вала. 
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Л 

Ламе постоянные – величины, характеризующие упругие свойства 

изотропного материала. Ламе постоянные o и p связаны с модулями упругости 

соотношениями: p = � = 
/2(1 + �), o = Á�
(I°�)(IJ8�) = F − 2�/3, где Е – 

модуль продольной упругости; К – модуль объемного сжатия; G – модуль 

сдвига; � – коэффициент Пуассона. 

 

Леонард Эйлер (1707 – 1783) – математик и механик, более 30 лет 

проработал в России. В 1744 г. он получил формулу для критической силы, 

которую называют формулой Эйлера, а определяемую с ее помощью 

критическую силу – Эйлеровой силой. 

 

Линейная деформация – это изменение линейных размеров тела или его 

частей под действием приложенных внешних сил. При этом увеличение 

размеров тела называется удлинением, а уменьшение размеров – укорочением. 

Если на поверхности тела вблизи исследуемой точки нанести весьма малый 

прямоугольник со стороной, равной S, то в результате деформации этот 

прямоугольник в общем случае примет вид параллелограмма со стороной S+∆S. 

Отношение �ср = ∆!/! называется средней линейной деформацией (средним 

удлинением). При уменьшении отрезка (стороны прямоугольника) S в пределе 

получают, что limÂ→" ∆!/! = �, где величина � называется истинной линейной 

деформацией в заданной точке. 

 

Линейная ползучесть характеризуется пропорциональностью между 

увеличением деформацией ползучести при увеличении напряжений. Если нет 

такой пропорциональности, то такую ползучесть называют нелинейной. Так, 

ползучесть металлов при высоких температурах нелинейная, а ползучесть 

бетона, пластмасс при малых напряжением линейная. 
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Линия силовая – это линия пересечения силовой плоскости с 

плоскостью поперечного сечения балки. 

 

Листовые конструкции изготовлены из листового металла, главным 

образом, в виде оболочек (резервуары, дымовые трубы, бункеры, трубопроводы 

и т. п.). Такие конструкции работают в основном на растяжение. 

 

Лолейт А  Ф. (1868 – 1933) – русский инженер и ученый в области 

железобетонных конструкций. В 1904 г. выдвинул идею расчета по 

разрушающим нагрузкам, то есть ввел метод разрушающих нагрузок. Критерий 

прочности, принятый в методе допускаемых напряжений, а именно напряжения 

в точке, не всегда и не полностью характеризует условия наступления 

разрушения конструкции. В ряде случаев за такой критерий целесообразнее 

принимать разрушающую (продольную) нагрузку, которую может выдержать 

конструкция, не разрушаясь и существенно не изменяя свою форму. При этом 

условие прочности, состоящее в том, что предельная или разрушающая 

нагрузка не должна превышать допускаемую, то есть 5��� ≤ |5| = 5пред/,, где 

n – коэффициент запаса прочности, принимаемый таким же, как и в методе 

допускаемых напряжений. Следует заметить, что определение разрушающей 

нагрузки возможно только для несложных расчетных схем. 

 

Луи Мари Анри Навье (1785 – 1836) – французский инженер и ученый, 

который издал первый систематический курс сопротивления материалов для 

инженеров, а в 1826 г. дал определение модуля упругости как отношение 

нагрузки, приходящейся на единицу площади поперечного сечения, к 

произведенному ею относительному удлинению: 
 = 
/�. Потребовалось 

почти 150 лет со дня открытия закона Гука, чтобы оно получило практическое 

применение в виду формулы: 
 = 
 ∙ �. 
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Людвиг Больцман (1844 – 1906) – австрийский физик, в 1874 г. 

предложил соотношения наследственной теории ползучести и вывел 

зависимость между деформациями и напряжениями для вязкоупругого 

материала. 

 

Людвиг Прандтль (1875 – 1953) – немецкий ученый, основатель школы 

прикладной механики. При определении разрушающей нагрузки для 

конструкций из пластичного материала им предложена схематизированная 

диаграмма напряжений, которая названа в его честь диаграммой Прандтля. 

 

Ляпунов А. М. (1857 – 1918) – русский математик и механик, в конце 

XIX века создал основы современной математической теории устойчивости 

движения. Следует отметить, что из многочисленных задач устойчивости 

конструкций в курсе сопротивления материалов обычно ограничиваются 

рассмотрением только задачи об устойчивости сжатого стержня, оставляя более 

сложные случаи для специального курса «Устойчивость и динамика 

сооружений». 

М 

 Максвелла формула – см. Формула Максвелла. 

 

Малоцикловой усталостью называются разрушения при повторных 

упругопластических деформациях. Обычно разрушения малоцикловой 

усталости происходят при числе циклов повторения нагрузки � < 10Ã. Такая 

усталость имеет много общего с обычной усталостью, но отличается от нее 

наличием макропластических деформаций в зоне излома. Как и при обычной 

(многоцикловой) усталости, разрушение начинается в местах концентрации 

напряжений в результате развития первоначально образовавшейся трещины. 

Однако сам механизм малоциклового разрушения значительно отличается от 



80 

 

механизма усталостного разрушения, так как пластические деформации 

возникают в значительно больших объемах материала. Следует отметить, что 

сопротивление материалов малоцикловой усталости существенно зависит от их 

пластичности, тогда как подобная зависимость для обычной усталости 

проявляется слабо. Малоцикловая усталость часто определяет ресурс 

(долговечность) изделий в связи с повторением циклов «запуск – работа – 

остановка». При обычной усталости в качестве характеристики нагруженности 

используются переменные напряжения цикла (амплитуда переменных 

напряжений 
�). Переменные деформации, возникающие при действии 

переменных напряжений, однозначно определяются соотношением �� = 
�/
, 

где �� – амплитуда переменных деформаций; Е – модуль упругости. При 

малоцикловой усталости, протекающей в упругопластической области при 

процессах нагружения и разгрузки, зависимость�� = �(
�) имеет значительно 

более сложный характер, а для материалов с отсутствующим или очень малым 

упрочнением практически не является однозначным. При экспериментальном 

определении малоцикловой прочности используются режимы «жесткого» и 

«мягкого» нагружений. При жестком нагружении задается амплитуда 

переменных деформаций 
� или размах деформаций ∆� = ���� − ���� = 2��. 

При мягком нагружении происходит циклическое изменение внешнего усилия, 

действующего на образец. Условие малоциклового разрушения определяется 

следующим соотношением: �ар8 �P = I
IÄ eln I

IJÅf8, где �ар – амплитуда 

пластических деформаций; �P – среднее число циклов до малоциклового 

разрушения; φ – поперечное сужение материала. Из этого соотношения видно, 

что малоцикловая прочность зависит от пластичности материала. В 

практических расчетах часто используется формула Менсона, связывающая 

амплитуду полных деформаций цикла с числом циклов до разрушения �P: 

�ар = I
8 eln I

IJÅf",Ä ∙ �PJ",Ä + I,ÆÃ�вÁ ∙ �PJ",I8, где 
в, Е – предел прочности и модуль 

упругости материала. 
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Масштабный фактор – это снижение усталостной прочности с 

увеличением размеров детали. В качестве причин проявления масштабного 

фактора можно указать следующие: статистический фактор (в большой детали 

больше дефектов); технологический фактор (влияние способа обработки детали 

в процессе ее изготовления); производственный фактор (ухудшение качества 

материала с увеличением объема детали, поковки и т. п.). Влияние абсолютных 

размеров детали на предел выносливости материала учитывается с помощью 

коэффициента масштабного фактора. 

 

Метод голографической интерферометрии позволяет в голограмме 

регистрировать наиболее полную информацию об изображении объекта – не 

только яркость отражаемого луча в каждой точке поверхности (амплитудная 

характеристика), но и его фазовую характеристику как колебательный процесс. 

Голограмма – это зафиксированная на фотопластинке интерференционная 

картина, возникающая от попадания на пластинку двух световых фронтов: 

опорного луча (неискаженного) и предметного луча, рассеянного при 

отражении от объекта. Фронты обоих пучков света создаются в одной 

оптической системе с помощью лазера. Различные способы голографической 

интерферометрии позволяют решать многие сложные задачи механики 

деформирования и технологического неразрушающего контроля за деталями. 

 

Метод допускаемых напряжений используется при расчете 

механических узлов и деталей машиностроительных конструкций. Основой 

метода является предположение следующего условия прочности: 
��� ≤ �
�, 
где 
��� – наибольшее рабочее напряжение, возникающее в опасном сечении и 

определяемое расчетом; �
� – допускаемое (предельное) напряжение для 

данного материала, полученное экспериментальным путем. Допускаемое 

напряжение определяется по формуле �
� = 
"/,, где 
" – опасное напряжение; 

n – коэффициент запаса прочности. Для пластичных материалов за опасное 



82 

 

напряжение при статической нагрузке принимается предел текучести 
ª; для 

хрупких материалов – временное сопротивление (предел прочности) 
в. 
Значение коэффициента запаса прочности зависит от многих факторов. К ним 

относятся: 1) соответствие механических свойств материала конструкции и 

отдельно испытанных образцов; 2) учет конкретных условий работы 

рассчитываемой конструкции; 3) метод определения напряжений; 4) неточность 

задания внешних нагрузок; 5) долговечность и значимость проектируемой 

машины или сооружения. Значения допускаемых напряжений или 

коэффициентов запаса прочности устанавливаются техническими условиями и 

нормами проектирования. Для сталей значение коэффициента запаса прочности 

принимается n=1,4÷1,6; для хрупких материалов n=2,5÷3,5; для древесины 

n=3,5÷6,0. 

 

Метод конечных элементов – один из основных методов решения задач 

по расчету машиностроительных конструкций, строительной механики, 

механики деформируемого твердого тела, гидромеханики и др. Идея метода 

заключается в аппроксимации сплошной среды с бесконечным числом степеней 

свободы совокупностью простых элементов, имеющих конечное число 

степеней свободы и связанных между собой в узловых точках. Этот метод 

предусматривает следующие этапы расчета: 1) разбиение рассматриваемой 

конструкции на конечные элементы; 2) аппроксимацию зависимых переменных 

кусочно-полиномиальными функциями с неизвестными параметрами для 

каждого конечного элемента; 3) подстановку аппроксимирующих функций в 

определяющие уравнения и их решение, дающее значения параметров, которые 

полностью определяют искомые функции внутри элемента через их значения в 

узловых точках; 4) обработку результирующей информации и ее анализ. 

Перечисленные этапы поддаются четкой универсальной алгоритмизации, и их 

программная реализация не вызывает принципиальных затруднений при 

наличии библиотеки стандартных подпрограмм, реализующих этапы расчета. 
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Метод муаровых полос дает возможность получить картину 

распределения перемещений и деформаций сразу на всей поверхности 

исследуемой модели или детали. На недеформированную поверхность плоской 

пластинки наносят систему черно-белых линий с постоянным шагом. После 

деформации пластинки, переместятся и черно-белые линии. Фотографируют 

сетку линий до и после деформации и совмещают их изображения. При таком 

наложении возникает оптический эффект, состоящий в появлении так 

называемых темных и светлых муаровых полос (волнообразных). 

Чувствительность муаровых полос к малым смещениям пересекающихся линий 

позволяет использовать этот эффект для измерения смещений и деформаций. 

Преимущество этого метода состоит в том, что он применим при значительных 

деформациях независимо от того, являются они упругими или нет, где область 

действия других методов становится ограниченной. Муаровый эффект можно 

получить другим способом – путем отражения сетки специального экрана 

(растра) от исследуемой зеркальной поверхности. Зеркальная поверхность 

пластинки создается путем напыления на ее поверхность металлического 

порошка. Изображение сетки, отраженное в двух состояниях пластинки (до 

изгиба и при изгибе), фотографируют на один и тот же негатив, получая 

муаровые полосы. 

 

Метод начальных параметров используется для определения 

перемещений сечений балок при изгибе. За начальные параметры принимают 

прогиб �" и угол поворота Ç" поперечного сечения балки, в центре тяжести 

которого расположено начало координат. Рекомендуется начало координат 

располагать в центре тяжести концевого поперечного сечения балки. 

Начальные параметры �" и Ç" находят из следующих условий закрепления 

балки: 1) в заделке прогиб и угол поворота сечения равны нулю; 2) на 

шарнирных опорах прогибы равны нулю. Для симметричных балок 

рассматривают одну их половину и используют условия симметрии – равенство 

нулю угла поворота сечения, совпадающего с осью прямой симметрии балки, 
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или равенство нулю прогиба сечения, совпадающего с осью, обратной 

симметрии балки. 

 

Метод разрушающих нагрузок за критерий прочности принимает 

предельную нагрузку, которую может выдержать конструкции, не разрушаясь и 

существенно не изменяя свою форму. При этом условие прочности можно 

представить в виде 5��� ≤ �5� ≤ 5пред/,, где n – коэффициент запаса 

прочности; Fпред – предельная или разрушающая нагрузка. Следует заметить, 

что определение предельной нагрузки возможно только для несложных 

расчетных схем. 

 

Метод расчета по предельным состояниям позволяет в определенных 

случаях учитывать пластические деформации. В качестве предельных 

состояний детали машин могут быть приняты: 1) предельное состояние по 

несущей способности, которая характеризуется нагрузками, соответствующими 

предельным состояниям по прочности, устойчивости, выносливости, 

сопротивлению пластическим деформациям; 2) предельное состояние по 

деформациям и перемещениям; 3) предельное состояние по износу 

поверхностного слоя детали. Для первого предельного состояния существует 

условие, называемое условием неразрушимости, имеющее вид � ≤ �и, где N – 

расчетное усилие; Nи – предельное сопротивление детали, соответствующее 

моменту потери несущей способности. Для второго предельного состояния 

предельное условие имеет вид ∆≤ ∆и, где ∆ – наибольшее перемещение сечения 

детали от рабочей нагрузки; ∆и – предельное перемещение, определяющее 

необходимость прекращения эксплуатации детали. 

 

Метод сечений используется для определения внутренних усилий (или 

внутренних силовых факторов). К примеру, для тела, находящегося в 

равновесии (рис. 27), в интересующем месте делается мысленно разрез по а – а. 

Затем одна из частей отбрасывается. Если внешние силы лежат в одной 
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плоскости, то для их уравновешивания необходимо в общем случае приложить 

в сечении три внутренних усилия (рис. 27 б): силу N, направленную вдоль оси 

стержня и называемую продольной силой; 

силу Q, действующую в плоскости 

поперечного сечения и называемую 

поперечной силой, и момент М, плоскость 

действия которого перпендикулярна плоскости 

сечения. Этот метод возникает при изгибе 

стержня и называется изгибающим моментом. 

Составляя уравнения равновесия для отсеченной части тела, определяют N, Q, 

M. Проецируя силы, действующие на отсеченную часть, на направление оси 

стержня и приравнивая сумму проекций нулю, находят силу N. Проецируя 

силы на направление, перпендикулярное оси стержня, определяют силу Q. 

Приравнивая нулю сумму моментов относительно какой-либо точки, 

определяют изгибающий момент М. 

 

Метод сил применяется при расчете статистически неопределимых 

систем, у которых внутренние усилия не могут быть найдены из одних только 

уравнений равновесия. Порядок расчета по методу сил состоит в следующем. 

Первоначально определяется степень статической неопределимости системы 

путем подсчета числа лишних связей. Затем выбирается основная система 

путем удаления лишних связей и замены их действия неизвестными реакциями 

(усилиями). Составляются уравнения деформаций (перемещений), которые 

выражают условия совместимости перемещений основной системы с заданной 

статически неопределимой системой. Если перемещения по направлению 

отброшенных связей в основной системе должны быть равны нулю, то 

уравнения перемещений выражают равенство нулю этих перемещений. После 

определения лишних неизвестных находят внутренние усилия в элементах 

статически неопределимой системы (изгибающие моменты, поперечные силы и 

т.д.) методом сечений. 

Рис. 27 



86 

 

 

Метод сравнения перемещений используется для раскрытия 

статической неопределимости балок. Рассматриваемую статически 

неопределимую балку раскрепляют до статически определимой, но 

геометрически неизменяемой, которую называют основной. Основную балку 

сначала нагружают только заданными силами и для нее в раскрепленных 

сечениях определяют перемещения, соответствующие отброшенным лишним 

неизвестным. Ту же раскрепленную балку (вспомогательную балку) нагружают 

затем только лишними неизвестными и для нее в раскрепленных сечениях 

опять определяют перемещения, соответствующие лишним неизвестным. 

Значения лишних неизвестных подбирают такими, чтобы суммарные 

перемещения, найденные в раскрепленных сечениях основной и 

вспомогательной балок, отвечали перемещениям в тех же сечениях заданной 

статически неопределимой балки. Этот метод удобен в тех случаях, когда 

основная и вспомогательная балки могут быть приведены к табличным балкам, 

для которых известны значения нужных перемещений. 

 

Метод статистический – см. Вероятностно-статистический метод 

расчета конструкций. 

 

Метод тензометрии состоит в измерении малых деформаций в 

отдельных местах детали или конструкции и последующим переходе от них к 

напряжениям с использованием закона Гука. С помощью тензометров 

определяется абсолютное удлинение отрезка на поверхности тела ∆! и 

вычисляется средняя на длине базы относительная деформация � = ∆!/!, где S 

– длина отрезка (база) до деформации. По измеренной деформации ε по 

формуле 
 = 
/(1 − p8) ∙ (� + p�)вычисляют напряжения σ. При измерении 

деформаций могут быть три характерных случая: 1) если заведомо известно, 

что в данной точке в известном направлении имеет место простое растяжение 

или сжатие, то достаточно поставить один тензометр, база которого 
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располагается в направлении действия σ; 2) если известно только направление 

главных напряжений σ1 и σ2, то необходимо поставить два тензометра своими 

базами по направлениям напряжений; 3) если необходимо определить 

напряжения σ1 и σ2 и угол α, который образует направление σ1 с произвольно 

выбранной осью, надо поставить три тензометра в виде треугольной розетки. 

 

Метод фотоупругости основан на том, что некоторые прозрачные 

материалы при деформации становятся оптически анизотропными, а в 

деформированном состоянии они приобретают свойство двойного 

лучепреломления (стекло, целлулоид, бакелит и др.). Такие материалы 

называют оптически активными. В этом методе исследуется не сама деталь, а ее 

модель, изготовленная из оптически активного материала. Модель помещается 

в оптическую установку полярископ, где она просвечивается пучком 

поляризованного света. При нагружении модели на экране появляется ее 

изображение, покрытое системой полос, анализ которых дает возможность 

изучить распределение напряжений в модели. Следует отметить, что для 

расширения применения этого метода применяют так называемые фотоупругие 

покрытия на основе эпоксидных смол, позволяющие исследовать саму деталь, а 

не ее модель. Такое покрытие наносится или приклеивается тонким слоем на 

поверхность исследуемого непрозрачного объекта (металл, бетон и т.п.). 

Деформации покрытия следуют за деформациями поверхностного слоя 

объекта. Покрытие облучается поляризованным светом, который, отображаясь 

от поверхности детали, дает возможность получить картину точно так же, как 

это описано выше для прозрачных моделей. Оптический метод применим также 

для исследования и пространственных моделей. Один из способов такого 

применения носит название метода замораживания. Основан он на том, что 

некоторые материалы сохраняют оптическую анизотропию, вызванную 

деформацией, если модель из такого материала нагружена при повышенной 

температуре, охлаждена и только после этого разгружена. Оптический эффект 

сохраняется и после разрезки модели на тонкие пластинки, которые затем 
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просвечивают и изучают, как в плоской задаче, определяя тем самым 

напряжения внутри пространственной модели. 

 

Методы определения твердости материалов по физическим принципам 

делятся на следующие виды: методы измерения твердости на царапание по 

Моосу, Мартенсу и др.; определение твердости материала при вдавливании в 

него наконечников по Бринеллю, Роквеллу и др.; измерение упругой 

деформации тела по методам Герца, Ауэрбаха и др.; определение твердости 

склерометрическими методами Кузнецова, Ребиндера, Герберта и др.; 

определение твердости маятниковым диспергометром по Шумячеру, Крюкову; 

твердость твердого тела измеряется методами сверления, резания, шлифования 

по Колвеллу, Лейну, Пекленику и др.; пневматический метод оценки твердости 

пористых тел; определение твердости акустическим, ультразвуковым 

методами. Помимо приведенных выше методов измерения твердости 

используются также методы упругого бойка, удара по шарику и др. 

 

Механические испытания материалов, образцов и конструкций 

включает в себя: определение твердости материала; определение модуля 

упругости и коэффициента Пуассона; испытания на ударные нагрузки; 

испытание на сжатие и изгиб; испытание на срез и кручение; испытание на 

ползучесть; испытание на выносливость; испытания стержней на устойчивость; 

испытания при высоких и низких температурах. 

 

Механические состояния материалов зависят от условий и уровня 

нагружения, а также от состояния самого материала. В зависимости от уровня 

нагружения для металлов возможны следующие состояния: упругое, 

пластическое и состояние разрушения. Следует отметить, что принятый выбор 

основных состояний условен, так как материал большей частью находится в 

промежуточных механических состояниях: упругопластическом, квазихрупком 

и т.д. В упругом состоянии деформация за счет изменения межатомного 
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расстояния целиком обратима и вся энергия возвращается при разгрузке. 

Пластическое состояние характеризуется появлением деформаций, остающихся 

после снятия нагрузки. Состояние разрушения – состояние, при котором 

вследствие развития трещины в теле начинается нарушение его сплошности и 

непрерывности. Различают три основных механических состояния материала: 

хрупкое, квазихрупкое и вязкое – и соответствующие им виды разрушений. 

 

Модели вязкоупругости были предложены Максвеллом, Фойгтом и 

Кельвином в связи с изучением свойств вязкой жидкости, растворов, густых 

суспензий и упругих тел. Эти модели пригодны и для описания полимерных 

материалов. Модель Максвелла представляет последовательное соединение 

элемента упругости (в виде пружины) и элемента вязкости (в виде цилиндра с 

поршнем и вязкой жидкостью). Модель Максвелла совпадает с основной 

моделью тела при упругих деформациях и деформациях ползучести, когда 

скорость ползучести линейно зависит от напряжения. Модель Фойгта содержит 

параллельное соединение элементов упругости и вязкости. Такая модель может 

быть использована для описания микропроцессов в материале, в частности 

внутреннего трения при переменных напряжениях. Модель Кельвина 

представляет собой обобщение модулей Максвелла и Фойгта. 

 

Модели материала различаются между собой по структуре, физическим 

свойствам, однородности, сплошности, деформируемости. Условно можно 

выделить три уровня моделей материала: физические, инженерно-физические и 

инженерные модели. Физические модели изучаются в физике твердого тела. 

Инженерно-физические модели рассматривают материал как совокупность 

зерен с различной ориентацией. Инженерные модели рассматривают материал 

как сплошное и однородное деформируемое тело. Деформируемым называется 

тело, которое после приложения внешних нагрузок изменяет свою форму и 

размеры. Обычно в сопротивлении материалов принимают, что изменение 

формы тела под действием внешних сил невелико. Это в большинстве случаев 
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соответствует реальной ситуации при работе материала в элементах 

конструкции. Модель сплошной среды позволяет рассматривать тело как 

непрерывную среду и применять при этом методы математического анализа. 

Учитывая физические свойства,м одель материала наделяют свойствами 

упругости, пластичности и ползучести. Эти свойства присущи в той или иной 

мере всем конструкционным материалам. 

 

Модели нагружения. Внешние силы (нагрузки), действующие на 

элемент конструкции, подразделяют на три группы: 1) сосредоточенные силы; 

2) распределенные силы; 3) объемные или массовые силы. При построении 

модели нагружения внешние нагрузки схематизируются в виде одной из 

указанных групп и задач решения. Величины нагрузок определяется в 

основном параметрами рабочего процесса изделия. Нагрузки разделяют на 

стационарные (статические, постоянные) и нестационарные (переменные). 

Модели нагружения должны учитывать воздействие внешней среды 

(температуры, нейтронного излучения, электромагнитного поля и др.). Модели 

нагружения содержат схематизацию внешних нагрузок по величине, по 

распределению, во времени, а также по воздействию внешних сред и полей. 

 

Модели ползучести и вязкоупругости. Ползучестью материала 

называется возрастание деформаций стечением времени при постоянном 

нагружении главным образом в теплонапряженных элементах конструкций, 

при работе в условиях повышенных температур. Для полимерных и 

композиционных материалов, бетонов и др. ползучесть проявляется и при 

нормальной температуре. Для подобных материалов обычно используются 

модели вязкоупругости. Модели ползучести основаны на следующих 

допущениях. Первое допущение гласит, что общие деформации, вызываемые 

действующими напряжениями и нагревом, представляют сумму деформаций 

упругости, пластичности, ползучести и температурной деформации. Второе 

допущение состоит в том, что скорости деформаций ползучести или суммарные 
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деформации пропорциональны составляющим девиатора напряжений. 

Известны модели ползучести, основанные на теории старения. В соответствии с 

этой теорией существует следующая зависимость 5(�", 	
", ., È) = 0, где 

�"	и		
" – суммарная деформация и напряжение при простом растяжении;t и T – 

время и температура нагружения. Модели ползучести, основанные на теории 

старения, пригодны для описания монотонного, или стационарного, 

нагружения, процессов релаксации напряжений при неизменной деформации. 

Известны также модели ползучести, основанные на теории течения и теории 

упрочнения. По теории течения предполагается, что должна существовать 

зависимость 5(¥� , 	
� , ., È) или в другой форме¥� = ¥�(
� , ., È), где ¥� – 

интенсивность скорости деформации; 
� – интенсивность напряжений; t – 

время; T – температура нагружения. Подобные зависимости справедливы и для 

модели ползучести по теории упрочнения, в которой принимается ¥" = ¥"(
",
�"с , È), где ¥" – скорость деформации ползучести; �"с – суммарная деформация 

ползучести. 

 

Модели разрушения представляют собой условия (уравнения), 

связывающие параметры работоспособности элемента конструкции (изделия) в 

момент разрушения с параметрами, обеспечивающими прочность. Эти условия 

часто называют условиями прочности. Обычно рассматриваются четыре 

модели разрушения в зависимости от условий нагружения: 1) статического 

разрушения; 2) длительного статического разрушения; 3) малоциклового 

разрушения; 4) усталостного разрушения. Сопротивление материала зависит не 

только от величины действующего усилия, но и от длительности самого 

воздействия. В этом случае рассматривается так называемая длительная 

прочность материала. Сложность разработки моделей разрушения часто 

требует проведения дополнительных экспериментальных исследований 

образцов материала или элементов конструкций в условиях, близких к 

реальным. 
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Модели формы элементов конструкций применяют для определения 

напряженного и деформированного их состояний. Основными моделями 

формы являются: стержни, пластинки, оболочки, пространственные тела 

(массивы). Стержни являются основной геометрической моделью 

сопротивления материалов. Пластинки имеют две плоские или слабоизогнутые 

поверхности. Толщина пластинки много меньше двух других размеров. 

Оболочки представляют собой тела, ограниченные двумя близкими 

поверхностями. Толщина оболочки мала по сравнению с радиусами кривизны 

поверхностей. Пространственное тело (массив) – модель элемента конструкции, 

в котором все размеры тела соизмеримы. Реальные детали машин, элементы 

конструкций могут быть с достаточной точностью представлены сочетанием 

более простых моделей формы. Модели формы и их синтез имеют 

существенное значение для автоматизированного проектирования и 

конструирования. 

 

Модель – это совокупность представлений, зависимостей, условий, 

ограничений, описывающих явление, процесс, структуру материалов, форму 

элементов конструкций, их нагружение и разрушение и др. 

 

Модуль всестороннего сжатия (растяжения) характеризует изменение 

напряжения σ вдоль трех осей ∆� ∙ ∆7 ∙ ∆[/�7[: F = 
/(∆� ∙ ∆7 ∙ ∆[/�7[). Этот 

модуль часто называют объемным модулем упругости К. 

 

Модуль продольной упругости или модуль упругости первого рода 

характеризует жесткость материала, то есть его способность сопротивляться 

деформированию. Модуль упругости Е определяется по формуле 
 = 
/�, где 


 – напряжение; � = ∆�/� – относительное удлинение стержня; ∆� – абсолютное 

удлинение стержня; � – длина образца до деформации. Единица Е паскаль (Па). 

Значения Е можно найти в технических справочниках. 
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Модуль сдвига является отношением касательного напряжения к 

деформации сдвига при простом сдвиге и, следовательно, равен � = �сд/�сд. 
Следует отметить, что в технической литературе вместо G для обозначения 

модуля сдвига используются и другие обозначения, например, µ. Модуль 

сдвига может называться еще модулем упругости IIрода. 

 

Модуль упругости – характеристика сопротивления материала упругой 

деформации. Модуль упругости – величина, равная отношению напряжения к 

вызванной им упругой деформации. Различают модуль упругости: при осевом 

растяжении – сжатии (модуль Юнга или модуль нормальной упругости); при 

сдвиге (модуль сдвига); при всестороннем сжатии (модуль объемной 

упругости). Модуль упругости широко используется при расчетах на 

прочность, жесткость, устойчивость, а также как мера силы межатомной связи. 

Модуль упругости 
 = 
/�, где 
 – напряжение; � – деформация. 

 

Момент изгибающий – см. Изгибающий момент. 

 

Момент инерции при кручении для замкнутых сечений подсчитывается 

по формуле Бредта $к = 4Ë ∙ 5"8/!, где F0 – площадь фигуры, заключенной 

внутри средней линии замкнутого профиля; S – длина средней линии этого 

профиля; С – толщина стенки профиля. Момент инерции для открытых 

прокатных профилей (уголки, швеллеры и т. п.) подсчитывается по формуле 

Феппля: $к ≈ I
<∑#�*�<, где #� , *�  – ширина и толщина каждого элемента, 

составляющего данный профиль. 

 

Момент инерции при параллельном переносе осей определяется 

теоремой, гласящей, что момент инерции относительно какой-либо оси равен 

моменту инерции относительно центральной оси, параллельной данной, плюс 

произведение площади фигуры на квадрат расстояния между осями. 
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Центральной осью называется ось, проходящая через центр тяжести фигуры. 

Момент инерции относительно центральной оси называется центральным 

моментом инерции. Пусть дана произвольная плоская фигура, площадь которой 

А, а центральный момент инерции относительно оси х будет Iх. Момент 

инерции фигуры относительно оси х1, параллельной центральной х и отстоящей 

от нее на расстоянии а будет равен $�� = $� + �8�. Следует отметить, что 

формулой можно пользоваться только в тех случаях, когда одна из 

параллельных осей – центральная и в данном случае момент инерции будет 

наименьшим относительно центральной оси. 

 

Момент инерции сечения относительно какой-либо оси, параллельной 

центральной оси, определяется по формуле $�� = $� + 5�8, где F – площадь 

поперечного сечения; а – расстояние между осями. 

 

Момент инерции составного сечения Iсум равен алгебраической сумме 

моментов инерции составляющих сечений относительно оси, проходящей через 

центр тяжести составного сечения $сум = $I + $8+$<+⋯+ $�. 

 

Момент инерции треугольника 

определяется относительно оси х1, параллельной 

основанию и проходящей через вершину 

треугольника (рис. 28). Площадь бесконечно 

тонкой трапеции KBDE обозначим через dA=bydy, 

где by – длина прямоугольника. Момент инерции 

относительно центральной оси определяется по 

формуле $�Î = #ℎ</36, где h –высота треугольника; 

b – ширина основания треугольника. Момент инерции относительно оси, 

проходящей через основание треугольника: $�N = #ℎ</12. 

 

Рис. 28 
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Момент инерции центральный – это момент инерции относительно 

центральной оси �" фигуры. Момент инерции $�Î относительно центральной 

оси меньше, чем момент инерции $�� относительно любой нецентральной оси, 

параллельной центральной. Момент инерции центральный определяется по 

формуле $�Î = $�� − ��8, где А – площадь фигуры; а – расстояние между осями 

х0 и х1. 

Момент инерции центробежный – это геометрическая характеристика 

(единица длины в четвертой степени), определяемая интегралом вида B�T =
$�T = � �7��Z , где х, у – расстояния от площадки dA до осей х и у; А – площадь 

сечения. Центробежный момент инерции может быть положительным, 

отрицательным и в частном случае равным нулю. Если взаимно 

перпендикулярные оси х и у или одна из них являются осями симметрии 

фигуры, то относительно таких осей центробежный момент инерции равен 

нулю. 

 

Моменты инерции сечения относительно осей, повернутых на угол α 

относительно центральных осей, подсчитываются по формулам: $�� = $� ∙
cos8 d + $T ∙ sin8 d − $�T ∙ sin 2d; $T� = $� ∙ sin8 d + $T ∙ cos8 d + $�T ∙ sin 2d. 

Сумма моментов инерции сечения относительно любой пары взаимно 

перпендикулярных осей является постоянной величиной, то есть $� + $T = $�� +
$T� = *+,-.. В каждом сечении можно провести две взаимно перпендикулярные 

оси, относительно которых моменты инерции имеют наименьшую и 

наибольшую величину, а центробежный момент инерции равен нулю. Такие 

оси называются главными осями сечения, положение которых определяется по 

формуле .c	2d = 2$�T/($T − $�). Величина главных моментов инерции сечения 

может быть подсчитана по формуле $I,8 = 0,5($� + $T) ± 0,5K($� − $T)8 + 4$�T8 . 

При повороте осей величина моментов инерции сечения изменяется по закону 

эллипса. Радиус инерции сечения определяется по формуле q� = K$�/5. 
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Моменты инерции и сопротивления прямоугольника с основанием b 

и высотой h относительно осей х и у, проходящих через центр тяжести О 

прямоугольника параллельно его сторонам, определяются по следующим 

формулам: $� = #ℎ</12и $T = #ℎ</12. Моменты инерции квадрата со стороной 

# = ℎ = � − $� = $T = ��/12. Моменты сопротивления прямоугольника 

определяют по формулам �� = #ℎ8/6; �T = #ℎ8/6. Для квадрата со сторонойа 

получают �� = �T = �</6. 

 

Моменты инерции (полярной) и сопротивления круга относительно 

его центра определяются по формулам: $P = A��/32 ≈ 0,1��, где d – диаметр 

круга; $P – полярный момент инерции; осевые моменты инерции относительно 

осей х и у равны между собой $� = $T = $P/2 = A��/64 ≈ 0,05��. Моменты 

сопротивления круга определяются по формулам �P = 2$P/� = A��/16� ≈
0,2�<, �� = �T = A�</32 ≈ 0,1�<. Для определения полярного момента 

инерции кругового кольца с наружным диаметром D и внутренним d 

используется формула $P = A(B� − ��)/32 ≈ 0,1(B� − ��). Осевые моменты 

инерции кольца определяются по формуле $� = $T = A(B� − ��)/64 ≈
0,05(B� − ��). Моменты сопротивления кольца определяют по формулам: 

полярный�P = A(B� − ��)/16B ≈ 0,2(B� − ��)/B; осевой�� = �T = A(B� −
��)/32B ≈ 0,1(B� − ��)/B. Геометрические характеристики сложных типовых 

сечений (уголки, двутавры, щвеллеры и др.) приведены по многих 

справочниках и в таблицах приложения учебников и сборниках задач по курсу 

«Сопротивление материалов». 

 

Моментом силы F относительно произвольной точки (центра) О 

называется величина, равная взятому с соответствующим знаком произведению 

модуля силы F на длину плеча. Плечом h силы F относительно центра О 

называется перпендикуляр, опущенный из центра О на линию действия силы F. 
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Тогда �Ï = 5 ∙ ℎ. Считается, что момент имеет знак 

плюс, если сила стремится повернуть тело вокруг 

центра О против часовой стрелки, а знак минус – 

если по ходу часовой стрелки. Момент силы 

характеризуется следующими свойствами: 

1) момент силы не изменяется при переносе точки 

приложения силы вдоль ее линии действия; 

2) момент силы равен нулю только тогда, когда сила равна нулю или плечо 

равно нулю; 3) момент силы численно равен удвоенной площади треугольника 

ОАВ (рис. 29). Этот результат следует из того, что !∆ÏZ� = I
8�E ∙ ℎ = I

85 ∙ ℎ; 

4) момент равнодействующей плоской системы сходящихся сил относительно 

любого центра равен алгебраической сумме моментов слагаемых сил 

относительно того же центра. Этот вывод вытекает из теорем Вариньона. 

 

Момент крутящий – см. Крутящий момент. 

 

Момент пластический (сопротивления) при кручении круглого 

стержня или изгибе статически определимых балок определяется по 

следующим формулам: пластический момент сопротивления при 

кручении�P,			P¨ = 2/3A£< = A�</12, где r и d – радиус и диаметр стержня 

соответственно; пластический момент сопротивления при изгибе ��,			P¨ = 2!Ï�, 

где !Ï� – статический момент полусечения относительно нейтральной оси. 

Например, для прямоугольного сечения балки ��,			P¨ = #ℎ8/4, где b и h – 

ширина и высота прямоугольника. 

 

Момент сопротивления сечения изгибу определяется по формуле 

� = $U/7���, где $U – момент инерции поперечного сечения относительно оси 

z; 7��� – расстояние от нейтральной оси. Формулы для определения момента 

сопротивления основных сечений приведены ниже. Для прямоугольного 

Рис. 29 Момент силы 
относительно точки 
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сечения с размерами b и h момент � = #ℎ8/6, а момент инерции $U = #ℎ</12. 

Для сечения в виде окружности с диаметром d – момент сопротивления 

� = 0,1�<, а момент инерции $U = 0,05��. 
 

Момент сопротивления сечения при кручении �кр = $к/С; для 

фасонных труб �кр = 2Ë5Ï, где С – толщина стенки профиля; 5Ï – площадь 

фигуры внутри средней линии; $к – момент инерции. Единица момента 

сопротивления кручению ¹�крº = ¹$крº/�Ë� = м<. 
Н 

 Нагрузками называются внешние силы, действующие на элементы 

конструкций. К внешним силам относятся собственный вес элементов и 

реакции опор, если таковые имеются. Внешние силы, которые прикладываются 

к телу при контакте с ним других тел, называют поверхностными (давление 

воды на плотину, давление колес на рельсы и т. п.). Силы, распределенные по 

всему объему тела и приложенные к его внутренним точкам, называют 

объемными. По способу приложения различают силы сосредоточенные и 

распределенные. По характеру изменения во времени различают нагрузки 

статические и динамические (см. Внешние нагрузки). 

 

Наклеп – это явление повышения упругих свойств материала в 

результате предварительного пластического деформирования. Наклеп 

наблюдается не у всех материалов, таких, например, как свинец, олово и др. 

Наклеп широко используется в технике для изменения механических свойств 

материалов, создается наклеп искусственно. В некоторых случаях явление 

наклепа является нежелательным. В этих случаях для устранения наклепа 

материал обычно отжигают или удаляют ту часть материала, которая получила 

наклеп. 
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Напряжение – это внутренняя сила, приходящаяся на единицу площади 

сечения. Если внутренние силы распределяются равномерно по сечению, то 

величина напряжений определяется как отношение равнодействующей 

внутренних сил F к суммарной площади сечения S, то есть ¢ = 5/!. 

Напряжение в данной точке сечения есть величина векторная, то есть она 

характеризуется величиной и направлением. Вектор напряжения можно 

разложить на две составляющие: одну – направленную по нормали к сечению, 

которую называют нормальным напряжением σ, вторую – лежащую в 

плоскости сечения – касательным напряжением τ. Напряжение ¢ называют 

полным напряжением в данной точке сечения. По теореме Пифагора можно 

записать, что ¢ = √
8 + �8. Рассматривая параллелограмм напряжений, 

получают 
 = ¢ ∙ cos d, � = ¢ ∙ sin d, где d – угол между напряжением и 

нормалью к выделенной площадке. В ряде случаев оказывается необходимым 

разложить вектор ¢ на три составляющие, направленные параллельно 

координатным осям. Для этих трех составляющих принято следующее правило 

индексов: первый индекс указывает, какой оси параллельна нормаль к 

площадке действия рассматриваемого напряжения, второй индекс показывает, 

какой оси параллельно данное напряжение. Согласно этому правилу, 

нормальное напряжение должно было бы иметь два одинаковых индекса 
��, 

но принято или указывать индекс, или вообще опускать его. Аналогично, когда 

нужно указать, что речь идет о касательном напряжении, возникающем в 

поперечном сечении стержня, а направление напряжения не играет роли, его 

можно обозначить без индекса через τ. Существует связь между напряжениями 

и внутренними силовыми факторами в поперечном сечении стержня. 

Элементарные внутренние усилия получают, умножая напряжения 
� , ��T , 	��U 
на площадь dS, то есть �� = 
� ∙ �!, � U = ��U ∙ �!, � T = ��T ∙ �!. 

Аналогичным образом получают элементарные моменты внутренних сил: 

��� = (��U ∙ �!)7 − (��T ∙ �!)[, ��T = (
� ∙ �!)[, ��U = (
� ∙ �!)7. Эти 
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выражения используются для определения напряжений по известным 

внутренним силовым факторам. 

 

Напряженное состояние в данной точке тела – это совокупность 

напряжений на всех элементарных площадках, которые можно провести через 

какую-либо точку тела. Различные виды напряженного состояния 

классифицируются в зависимости от числа возникающих главных напряжений 

(
I, 
8, 
<), являющимися нормальными напряжениями. Если отличны от нуля 

все три главных напряжения, то напряженное состояние называется трехосным 

или объемным. Если равно нулю одно из главных напряжений, то напряженное 

состояние называется двухосным или плоским. Если равны нулю два главных 

напряжения, то напряженное состояние называется одноосным или линейным. 

Зная напряженное состояние в любой точке детали, можно оценить прочность 

этой детали. 

 

Напряжения в материалах возникают в результате деформаций и 

внутренних сил упругости, интенсивность которых измеряется нормальными σ 

и касательными τ напряжениями. Если в 

поперечном сечении тела (детали) одновременно 

действуют нормальные и касательные напряжения, 

то на площадках, расположенных под углами α и 

π/2–α (рис. 30), возникают главные напряжения 
I 
и 
8, равные 
I,8 = 
/2 ± 0,5√
8 + 4�8, имеющие 

наибольшую и наименьшую величину. Направления главных площадок 

определяются из соотношения .c2d = 2�/
. На площадках, расположенных 

под углом 45° к главным площадкам, действуют наибольшие касательные 

напряжения, равные ���� = 0,5K
8 + 4�8. Такое сложное напряженное 

состояние при расчете условно заменяют эквивалентным растяжением или 

сжатием. Детали рассчитывают по приведенным (эквивалентным) 

Рис. 30 Главные напряжения на 
косых площадках 
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напряжениям. Условие прочности по третьей гипотезе (наибольших 

касательных напряжений) записывают в виде 
пр = K
8 + 4�8 ≤ �
�. По 

четвертой гипотезе условие прочности имеет следующий вид 
пр =
√
8 + 3�8 ≤ �
�. Для хрупких материалов обычно принимают первую гипотезу 

(наибольших нормальных напряжений) и условие прочности записывается в 

виде 
пр = 0,5
 + 0,5√
8 + 4�8 ≤ �
�. Величина допускаемых  напряжений �
� 
и ��� зависит от механических свойств материалов, условий нагружения и 

других условий (см. Приложение). Основные формулы для подсчета 

напряжений и перемещений при различных деформациях приведены в таблице 

Приложения. 

 

Напряжения в сечениях, наклоненных к оси стержня, при растяжении 

равномерно распределенной нагрузкой интенсивностью σ определяют на 

наклонной площадке, составляющей угол d с поперечным сечением (рис. 31 а). 

На наклонной площадке полные напряжения RY направлены вдоль продольной 

оси, распределены равномерно (рис. 31 б) и равны RY = 
 ∙ cos d. Разложив это 

напряжение на нормальное и касательное напряжения (рис. 31 в), получают, 

что 
8 = 
 ∙ cos8 d, а �Y = 0,5
 ∙ sin 2d. Их направления определяют из 

физических соображений и от угла наклона площадки. При d = 0 имеем 


Y = 
���; �Y = 0, при d = 45° - 
Y = 0,5
U; �Y = ����, при d = 90° - 
Y =

��� = 0; �Y = 0. 

 

Рис. 31 Напряжения на наклонных площадках растянутого стержня 

 

Напряжения при кручении могут быть только касательными τ, 

перпендикулярными радиусу, соединяющему эти точки с осью кручения 
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прямого кругового цилиндра или вала. Нормальные напряжения в поперечном 

сечении не возникают, так как нет продольной силы. Формула для определения 

напряжений имеет вид: �À = �sÑ¢ = ��к¢/(�$À) = �к¢/$À, где G – модуль 

упругости второго рода; sÑ – относительный угол закручивания {sÑ =
�к/(�$À),			рад. |; �к – крутящий момент (�к = ���� ∙ �À); ¢ – расстояние от 

оси кручения площадки dA (при ¢ = £ напряжение достигает максимум); $À – 

полярный момент инерции. При¢ = £���� = �к/�À, где �À = $À/£ – момент 

сопротивления сечения кручению (или полярный момент сопротивления). 

Деформации при кручении круглого цилиндра вычисляют по формуле s =
�к�/(�$À), где l – длина цилиндра. 

 

Напряжения при сдвиге. Сдвигом называется такой вид деформации, 

при которой в любом поперечном сечении бруса возникает только поперечная 

сила Q, для определения которой применяют метод сечений. Для примера взят 

брус площадью поперечного сечения А, перпендикулярно оси которого 

приближены две равные и противоположно направленные силы F, линии 

действия их параллельны и находятся на небольшом расстоянии друг от друга. 

В таком случае поперечная сила Q=F, которая является равнодействующей 

внутренних касательных сил в поперечном сечении при сдвиге. Необходимо 

отметить, что при сдвиге в поперечном сечении бруса действуют только 

касательные напряжения τ=Q/A. Очевидно, что при сдвиге форма сечения на 

значение напряжения не влияет. 

 

НДС – напряженно деформированное состояние стержня. За основную 

функцию, описывающую НДС стержня, в каждой из деформаций принята 

соответствующая функция перемещения поперечного сечения: продольное 

перемещение при растяжении, прогиб при плоском изгибе и угол закручивания 

при кручении. 
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Новые теории прочности возникают в связи с тем, что в последнее 

время в различных областях техники, строительства и др. все большее 

распространение получают новые материалы, не обладающие однородными и 

изотропными свойствами. К ним можно отнести композиционные материалы 

(композиты), которые представляют собой полимерную или металлическую 

матрицу, армированную высокопрочными волокнами. В настоящее время 

известно большое число различных критериев прочности таких материалов. 

Один из таких критериев прочности представляет собой обобщение критерия 

текучести по удельной энергии формоизменения и в случае плоского 

напряженного состояния записывается следующим образом: (
U/
�U)8 +
(�/�³)8 = 1, где 
�U, �³ – пределы прочности материала при растяжении – 

сжатии в направлении оси z и при сдвиге; 
U, � – нормальное напряжение в 

направлении оси z и касательное напряжение. Если материал имеет разные 

пределы прочности при растяжении и сжатии, то могут быть использованы 

условия прочности вида �I
U + #I
U8 + *I�8 = 1 или �
U +K#
U8 + *�8 = 1. 

Константы в формулах определяются из опытов на растяжение, сжатие и сдвиг. 

 

Номинальными напряжениями называются напряжения, вычисленные 

по формулам сопротивления материалов без учета концентрации напряжений, 

т.е. без учета повышения напряжений в местах изменений формы или 

нарушений сплошности материала. 

 

Нормальное напряжение в произвольном поперечном сечении стержня 

определяется отношением продольной силы N в этом сечении к его площади A, 

то есть 
 = �/�. При этом принимается, что во всех поперечных сечениях 

растянутых или сжатых стержней нормальные напряжения 
 распределены 

равномерно. 

 

Нормативное сопротивление Ra является основной характеристикой 
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сопротивления материалов силовым воздействиям, которое устанавливается 

СНиПом с учетом условий контроля и статистической изменчивости 

механических свойств материала. В качестве нормативного сопротивления, 

например строительных сталей, принимают наименьшее контролируемое 

(браковочное) значение предела текучести 
т или временного сопротивления 


�. Эти значения устанавливаются ГОСТами или техническими условиями на 

металл. Возможные отклонения в сторону от значений нормативного 

сопротивления учитывается коэффициентом надежности по материалу �м > 1. 
Например, для металла �м = 1,025 ÷ 1,15; для бетона �м = 1,3 ÷ 1,5. Величина, 

полученная в результате деления нормативного сопротивления RH на 

коэффициент надежности �н по материалу, называется расчетным 

сопротивлением: � = �Ò/�Ò, которое представляет собой наименьшую 

возможную величину нормативного сопротивления. Значения для R 

устанавливаются СНиПом. 

О 

Обобщенный закон Гука получен для общего случая нагружения и для 

изотропного тела при линейной зависимости между напряжениями и 

деформациями. В этом случае линейные и угловые деформации можно 

рассматривать как независимые. На рисунке 32 показан элемент стержня, на 

гранях которого возникают нормальное и касательное напряжения. 

Касательные напряжения условно не показаны, 

так как они, вызывая деформации сдвига,  не 

изменяют длину сторон элемента. Далее 

рассмотрим линейные деформации в 

направлении оси х, обусловленные нормальными 

напряжениями. Деформация в направлении оси х 

равна �� = 
�/
. От действия напряжений 
T или Рис. 32 Трехосное растяжение 
элемента 
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U деформации в направлении оси х соответственно равны: �� = p
T/
, 

�U = p
U/
, где p – коэффициент Пуассона; Е – модуль упругости. Эти 

напряжения вызывают в направлении оси х поперечные деформации 

(уменьшение размеров элемента) и поэтому принимаются со знаком минус. 

Складывая деформации, вызванные напряжениями 
�, 
T и 
U, получим, что 

�� = 
�/
 − p
T/
 − p
U/
. Следуя аналогично, можно получить выражения 

для линейных деформаций в направлении осей y и z, то есть �T и �U. Ниже 

представлены формулы обобщенного закона Гука: �� = �
� − p(
T + 
U)�/
; 

�T = �
T − p(
U + 
�)�/
; �U = �
U − p(
� + 
T)�/
. В эти формулы 

растягивающие напряжения подставляются со знаком плюс, а сжимающие – со 

знаком минус. 

 

Оболочка представляет собой искривленную пластину и криволинейную 

до загружения. К оболочкам можно отнести цистерны, котлы, баки, фюзеляжи 

самолетов и др. Материал оболочек работает в более сложных условиях, чем 

стержни или брусья (см. Пластина). 

 

Объемный модуль упругости К равен отношению гидростатического 

давления к соответствующему объемному расширению. В этом случае главные 

напряжения 
I, 
8, 
< = −¢, а объемный модуль упругости F = −¢/∆=
(o + 2/3�), где o – деформация в перпендикулярном направлении; � – модуль 

сдвига. Величина, обратная K, называется сжимаемостью. 
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Объемное напряженное состояние 

(трехмерное) возникает в тех случаях, 

когда все три главных напряжения 

отличны от нуля. Следует пояснить, что в 

любой точке нагружаемого тела 

существуют три главные площадки, в 

которых действуют главные 

(нормальные) напряжения, а  касательные 

напряжения отсутствуют. При условии равенства нулю одного из главных 

напряжений напряженное состояние считается плоским или двумерным. При 

отличии от нуля только одного главного напряжения напряженное состояние 

будет линейным или одномерным. Для анализа объемного напряженного 

состояния необходимо рассмотреть площадки произвольной ориентации, 

проходящие через данную точку тела. 

 

Одновременное действие изгиба и кручения круглого стержня 

предусматривает применение принципа независимости действия силовых 

факторов и суммирования напряжений от каждого из видов нагрузки. На 

рисунке 33 показана консольно закрепленная балка круглого поперечного 

сечения, нагруженную крутящим моментом �кр и изгибающим � моментами. 

Распределение моментов по длине балки и напряжений от них показано на этом 

же рисунке. В произвольном сечении I действуют два внутренних силовых 

фактора: �крвн и �вн, которые равны сумме всех действующих моментов: 

�крвн = ∑�кр; �вн = ∑�. Напряжения от каждого из моментов определяют по 

выведенным ранее формулам. Приведем выражения для определения 

максимальных напряжений от изгиба. Нормальные напряжения 
��� = &
), где 

� = 0,1�< – момент сопротивления изгибу; напряжения от кручения ���� =
&кр)р , где �р = 0,2�< – момент сопротивления кручению. Следует отметить, что 

крутящие моменты и касательные напряжения действуют в плоскости 

Рис. 33 
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поперечного сечения, а изгибающие моменты и 

нормальные напряжения в плоскости, 

перпендикулярной поперечным сечениям 

(рис. 34). На рисунке 
р	��� – максимальные 

напряжения растяжения; 
с	��� – максимальные 

напряжения сжатия. 

 

Одноосное деформированное состояние – это состояние, при котором 

�I ≠ 0, �8 = �< = 0, где �I – относительное удлинение стержня в направлении 

действия нагрузки (�I = 
I/
; �8	и		�< – относительное изменение размеров в 

перпендикулярных направлениях. В таком состоянии главные напряжения 


I = (o + 2�)�I; 
8=
< = o�I, где o – деформация в перпендикулярном 

направлении; � – модуль сдвига. Одноосное деформированное состояние 

характеризуется отсутствием какого-либо перемещения в направлении, 

перпендикулярном к оси х, причем напряжения 
8 и 
<, определяемые выше 

приведенной формулой, обусловливаются отсутствием этого перемещения. 

 

Одноосное напряженное состояние – это состояние, когда 
I ≠ 0; 


8 = 
< = 0 (
I, 
8, 
< – главные напряжения). Такое состояние имеет место в 

стержне, нагруженном по оси и свободном от нагрузки в направлении, 

перпендикулярном к боковой поверхности. Относительное удлинение в 

направлении действия нагрузки равно �I = 
I/
, а соответствующее 

относительное изменение размеров в перпендикулярных направлениях �8 =
�< = −��I, где � – коэффициент Пуассона. 

 

Определение перемещений в балках переменного сечения 

осуществляется аналитическим и графоаналитическим методами. При 

аналитическом методе на каждом участке балки составляют дифференциальное 

уравнение упругой линии: 
7// = ��/$�, где $� – переменный момент инерции 

Рис. 34 Эпюры напряжений 
σ и τ 
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сечений балки относительно нейтральной оси. Можно пользоваться и 

уравнением следующего вида: 
$Ï7// = ��$Ï/$� = �пр, где $Ï – момент 

инерции постоянного сечения, к которому условно приводится балка; �пр =
��$Ï/$� – приведенный изгибающий момент. При графоаналитическом методе 

определения деформаций балки переменного сечения за фиктивную нагрузку 

фиктивной балки принимают не истинный изгибающий момент ��, а 

приведенный �пр = ��$Ï/$�. Угол поворота и прогиб произвольного сечения 

соответственно определяют по формулам: Θ� =  ф'/(
$Ï)и �� = �ф'/(
$Ï), 
где  ф' и �ф' – фиктивная поперечная сила и фиктивный изгибающий момент 

фиктивной балки; 
$Ï – жесткость постоянного сечения, к которому условно 

приводится заданная балка. 

 

Определение рациональной формы сечения стержня. На основе 

принципа равнопрочности можно определить форму поперечного сечения 

стержня, для которой критическая сила потери устойчивости будет 

максимальной для заданной площади поперечного сечения S, длины стержня и 

массы материала m. Расчеты и опыт конструирования показывают, что это 

должен быть тонкостенный полый круговой цилиндр, для которого ! = A£8, 
w = 2A¢£ℎ�, $ = A£8ℎ, где r и h – радиус и толщина стенки полого цилиндра; ¢ 

– плотность материала стержня; $ – момент инерции. Кроме всего, искомое 

сечение должно быть осесимметричным и иметь форму кольца, иначе потеря 

устойчивости будет происходить всегда в плоскости наименьшей жесткости 

стержня. Для заданной площади сечения наибольший момент инерции и 

изгибную жесткость имеет тонкое кольцо, охватывающее заданную площадь. 

Принимая критическую силу равной Эйлеровой силе, получают, что �кр =
A8
$/�8, где 
$ – изгибная жесткость. Тонкостенные полые круговые цилиндры 

имеют также наибольшую крутильную жесткость �x = pw/¢�, где p – модуль 

сдвига. Такие стержни обладают еще одним оптимальным геометрическим 

свойством: конструктивная эффективность тонкостенного полого кругового 
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цилиндра наибольшая по сравнению с другими стержнями одинаковой 

толщины любой другой формы, сделанными из того же количества материала. 

Конструктивной эффективностью ∆ цилиндрической оболочки называют 

отношение объема V, заключенного внутри оболочки, к массе оболочки m (V и 

m приходятся на единицу длины): ∆= ¥/w. Эта оптимальная конструктивная 

эффективность ∆= w/4A¢8ℎ8, где h – толщина стенки, которую определяют из 

расчета на прочность, теплозащиту и т.п. Следует отметить, что чем больше 

величина ∆, тем рациональной будет конструкция. 

 

Осевым моментом инерции плоского сечения относительно какой-либо 

оси, лежащей в плоскости сечения, называется сумма произведений 

элементарных площадок на квадраты их расстояний до этой оси, 

распространенная на всю площадь фигуры: $� = � 78�!Ô ; $T = � �8�!Ô , где $�, 

$T – осевые моменты инерции относительно осей x и y; x, y – координаты 

элементарных площадок. Сумма осевых моментов инерции относительно двух 

перпендикулярных осей равна полярному моменту инерции относительно 

точки пересечения этих осей. Осевые моменты инерции сечения не могут быть 

равны нулю. Осевой момент инерции измеряется в единицах длины в четвертой 

степени. 

 

Осевым моментом сопротивления плоского сечения относительно 

какой-либо оси, лежащей в плоскости сечения, называется отношение момента 

инерции относительно той же оси к расстоянию от оси до наиболее удаленной 

точки сечения �� = $�/7�; �T = $T/��, где 7�, �� – расстояния от осей до 

наиболее удаленных точек сечения. Момент сопротивления измеряется 

единицами длины в третьей степени. 

 

Осевое сжатие сплошного стержня круглого сечения. При достаточно 

малой относительной длине �/£ стержня потеря его работоспособности будет 
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происходить вследствие разрушения, то есть критическая сила N будет равна 


сжA£8, где 
сж для металлов имеет порядок предела текучести 
Ô; £ – радиус 

стержня. При достаточно большой относительной длине �/£ стержня потеря 

работоспособности происходит вследствие потери упругой устойчивости, то 

есть критическая сила будет равна Эйлеровой (при шарнирноопертых концах): 

� = A<£�
/4�8. Отсюда находим относительную длину стержня, разделяющую 

зоны преимущественного влияния того или другого механизма: �/2£~A/
4K
/
сж~10 ÷ 20. Величина отношения 
/
сж для большинства 

конструкционных материалов имеет порядок 100 ÷ 500. 

 

Осесимметричные системы. Если два главных напряжения, например 


8 = 
<, равны, то соответственно будут равны и деформации �8 = �<, 
эллипсоиды напряжений и деформаций превратятся в эллипсоиды вращения. 

Распределение напряжений и деформаций в любой плоскости, проходящей 

через ось �I, в этом случае определяется теорией в двух измерениях. Одно из 

отличий осесимметричной задачи напряженного состояния от общей 

проявляется в круговых сечениях эллипсоида деформаций. В случае 

осесимметричной задачи �8 = �<, и все сечения эллипсоида деформаций, 

перпендикулярные оси �I, являются окружностями. В связи с этим при 

решении задач с осевой симметрией необходимо использовать цилиндрические 

координаты. 

 

Основная система – это система статически определимая и 

геометрически неизменяемая. На рисунке 35 показаны примеры основной 

системы для два раза статически неопределимой 

балки. На рисунке 35 а показана основная 

система, представляющая собой однопролетную 

балку, шарнирно опертую по концам. На 

рисунке 35 б представлена основная система с 
Рис. 35 
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тремя отдельными шарнирно опертыми по концам балки (I, II, III). Такая 

система получается, если отбросить связи над промежуточными опорами, 

которые воспринимают изгибающий момент �I и �8. 
 

Основатели теории сопротивления материалов. Первые теоретические 

и опытные исследования прочности конструкций принадлежат Леонардо да 

Винчи (1452 – 1519). Основателем современной теории сопротивления 

материалов считают Галилео Галилея (1562 – 1642), который в одной из своих 

работ дал решение задачи о прочности изгибаемых балок в зависимости от их 

размеров и нагрузок. Постановка такой задачи и испытания на прочность балок, 

проведенные Галилеем, послужили мощным толчком для дальнейшего 

развития науки о прочности конструкций. М. В. Ломоносов (1700 – 1765) в 

своих работах, рассуждая о твердости, связал это понятие с понятием 

внутренних сил. Им была опытным путем исследована прочность сжатых стоек. 

Теоретический расчет таких стоек выполнил Л. Эйлер (1707 – 1783). Крупный 

вклад в науку о прочности внесли инженеры и математики Навье, Коши, 

Пуассон, Бресс. В 1826 г. Навье издал книгу, где впервые была изложена теория 

сопротивления материалов. Некоторые задачи теории упругости решил 

академик М. В. Остроградский (1801 – 1861). Академик А. В. Гадолин (1828 –

 1892) выполнил крупные исследования по расчету прочности артиллерийских 

стволов. Инженер Д. И. Журавский (1821 – 1891) положил основание научному, 

лабораторному методу определения свойств различных материалов и провел 

оригинальные исследования по теории изгиба балок и расчету мостовых ферм. 

Ф. С. Ясинский (1856 – 1899) провел важнейшие работы по устойчивости 

стержневых конструкций. Сложные проблемы, связанные с прочностью и 

устойчивостью судовых конструкций, рассмотрены в работах И. Г. Бубнова 

(1872 – 1919) и академика А. Н. Крылова (1863 – 1945). Работы Б. Г. Галеркина 

(1871 – 1945) относятся главным образом к расчету пластин и оболочек. 

Вопросы теории удара и ряд проблем устойчивости освещены в трудах 

А. Н. Динника (1876 – 1950). Важные научные исследования по прочности 
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выполнены А. А. Ильюшиным, Ю. Н. Работновым, С. В. Серенсеном, 

Э. И. Григолюком, В. В. Болотиным, С. Д. Пономаревым, А. Р. Ржаницыным, 

В. И. Феодосьевым и др. 

 

Основные условия прочности сводятся к сравнению расчетных 

напряжений 
��� (нормальных) или ���� (касательных) с допускаемыми �
� 
или ���: 
��� ≤ �
�; ���� ≤ ���. Допускаемое напряжение определяется по 

формуле: �
� = 
пред/,, где 
пред – предельное напряжение; , – коэффициент 

запаса прочности. В практике инженерных расчетов считается возможным 

допускать перенапряжение материала до 3–5 %. 

 

Ось бруса – это линия, соединяющая центры тяжести его поперечных 

сечений. Брус с прямолинейной осью называют стержнем. 

 

Ось бруса нейтральная – это ось, где слой бруса не испытывает при 

изгибе ни растяжения, ни сжатия, то есть является нейтральным слоем. Линия 

пересечения нейтрального слоя с плоскостью поперечного сечения бруса и 

является нейтральной осью (линией). Следует отметить, что нормальные 

напряжения изменяются по высоте поперечного сечения балки 

пропорционально расстоянию от нейтральной оси. Нейтральная ось при изгибе 

проходит через центр тяжести сечения, и силовая линия и нейтральная ось 

взаимно перпендикулярны. 

 

Ось бруса центральная – это ось, проходящая через центр тяжести 

фигуры, относительно которой статический момент равен нулю. 

 

Ось инерции главная – это главная ось, проходящая через центр 

тяжести сечения. Такие оси обладают свойствами: 1) центробежный момент 

инерции относительно этих осей равен нулю; 2) моменты инерции 

относительно этих осей имеют экстремальные значения. 
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Ось центров изгиба стержня обладает тем свойством, что поперечная 

нагрузка, пересекающая эту ось, вызывает только изгиб стержня. В противном 

случае возникает дополнительная деформация кручения относительно этой оси. 

К точкам оси центров изгиба должны приводиться поперечные нагрузки при 

разделении деформации изгиба и кручения. Иногда эта ось называется осью 

жесткости. Знание положения оси центров изгиба необходимо для 

предотвращения деформации кручения. Особенно это важно для стержней 

открытого профиля, которые относительно слабо сопротивляются кручению. 

Для стержней сплошного или замкнутого сечения, которые являются более 

жесткими, этот вопрос менее существен. 

П 

 Параллельные силы могут действовать на твердое тело в одну сторону 

или в разные стороны. Первоначально рассмотрим твердое тело, на которое 

действуют две параллельные силы F1и F2 в точках А и В, направленные в одну 

сторону. Для нахождения в данном 

случае (рис. 36 а) равнодействующей 

этих сил используются первая и 

вторая аксиомы статики для перевода 

параллельных сил F1и F2 к системе 

сходящихся сил Q1 и Q2. Для этих 

целей в точках А и В 

прикладываются две уравновешенные силы 5IIи 58I (5II = −58I), направленные 

вдоль прямой АВ, и складывают их с силами F1и F2 по правилу 

параллелограмма, а полученные силы Q1 и Q2 переносят в точку О пересечения 

их линий действия. Затем в точке О, раскладывая силы Q1 и Q2 на 

первоначальные составляющие, получают две уравновешенные силы 5II и 58I и 

две направленные вдоль одной прямой силы F1и F2. Эти силы переносят в 

точку С и заменяют их равнодействующей R, модуль которой R=F1+F2. Таким 

Рис. 36 Равнодействующие параллельных сил: 
а) направленных в одну сторону; 

б) направленных в разные стороны 
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образом, равнодействующая двух параллельных сил, направленных в одну 

сторону, им параллельна, направлена в ту же сторону и равна по модулю их 

сумме. Линия действия равнодействующей проходит между точками 

приложения слагаемых сил на расстоянии от этих точек, обратно 

пропорциональных силам. Для нахождения равнодействующей двух 

параллельных не равных по модулю сил, направленных в разные стороны 

(рис. 36 б), берут на продолжении прямой ВА точку С и прикладывают к ней 

уравновешенные силы R и R1, параллельные силам F1и F2. Модули сил R и 

положение точки С выбирают исходя из равенства EË/5I = �Ë/58 = �E/�; 

�I = � = 5I − 58. Затем сложив силы F2 и R1, действующих параллельно и в 

одну сторону, находят равнодействующую Q, которая по модулю будет равна 

58 + �, то есть равна 5I и приложена в точке А. Следовательно, 

равнодействующая двух параллельных сил, направленных в противоположные 

стороны, им параллельна, направлена в сторону большей силы и равна по 

модулю их разности. При этом линия действия равнодействующей проходит 

вне отрезка, соединяющего точки приложения слагаемых сил, на расстояниях 

от этих точек, обратно пропорциональных силам. 

 

Параметрами Ламе являются величины упругих постоянных o и G, 

которые в теоретическом плане являются наиболее удобными константами 

упругости для выражения зависимости между напряжением и деформацией. 

Между o и G имеется много зависимостей, из которых наиболее широко 

используются следующие: o = 
�/�(1 + �)(1 − 2�)�; � = 
/2(1 + �); o/� =
2�/(1 − 2�), где 
 – модуль Юнга; � – коэффициент Пуассона, который 

определяется согласно зависимости � = o/2(o + �). 
 

Пара сил и их свойство. Особое место среди параллельных сил 

занимают две силы, равные по величине, но направленные в противоположные 

стороны, не имеют равнодействующей и не находятся в равновесии. Такая 

система двух сил, равных по модулю и противоположных по направлению, 
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называется парой сил или просто парой (рис. 37). 

Плоскость, проходящая через линии действия сил пары, 

называется плоскостью действия. Расстояние h между 

линиями действия сил пары называется плечом пары. Пара 

сил, действуя на твердое тело, стремится сообщить телу 

вращательное движение, если этому не препятствуют 

наложенные на тело связи. Для характеристики 

вращательного эффекта пары вводится понятие момента 

пары М=Fh. Момент пары сил считают положительным, когда пара стремится 

повернуть тело против часовой стрелки, и отрицательным – по ходу часовой 

стрелки. Свойства пар характеризуются тремя теоремами. Теорема 1 гласит, что 

алгебраическая сумма моментов сил пары относительно любого центра, 

лежащего в плоскости ее действия, не зависит от выбора этого центра и равна 

моменту пары. Теорема 2 показывает, что, не изменяя оказываемого на тело 

действия, можно пару сил, приложенную к абсолютно твердому телу, заменить 

любой другой парой, лежащей в той же плоскости и имеющей тот же момент. 

Теорема 3 гласит, что система пар, лежащих в одной плоскости, эквивалентна 

одной паре, лежащей в той же плоскости и имеющей момент, равный 

алгебраической сумме моментов слагаемых пар. 

 

Перемещения сечений балок характеризуются: 1) линейными 

перемещениями центров тяжести поперечных сечений в направлении, 

перпендикулярном геометрической оси балки х, которые называются 

прогибами ��; 2) угловыми перемещениями поперечных сечений вокруг 

нейтральной оси z, которые называются углами поворота сечений Ç�. Прогиб �� 

считается положительным, если его направление совпадает с положительным 

направлением оси у, перпендикулярной геометрической оси балки х. Угол 

поворота Ç� считается положительным, если поворот поперечного сечения 

балки вокруг нейтральной оси z происходит против часовой стрелки. 

Максимальные и минимальные ���� и ���� прогибы и углы поворота Ç��� и 

Рис. 37 Пара сил 
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Ç��� оцениваются по их абсолютным значениям. Обычно � и Ç определяют 

лишь от изгибающего момента; � и Ç можно определить методом начальных 

параметров, графическим, графоаналитическим и другими методами. 

 

Пластина – это тело, у которого толщина существенно меньше его 

размеров в плане. К пластинам можно отнести фундаментные плиты, плоские 

днища резервуаров. Материал пластин работает в более сложных условиях, чем 

у стержня (бруса), например на сжатие и растяжение. Он работает в двух 

взаимно перпендикулярных направлениях. Математическая модель пластин, 

как правило, состоит из уравнений, зависящих от двух аргументов: х и у. Такая 

задача относится к классу двумерных задач. Тонкие пластины могут быть 

прямоугольные или круглые, а также переменной толщины, как диски 

компрессоров и турбин авиационных двигателей. 

 

Пластичность – это свойство тела или материала сохранять после 

прекращения действия нагрузки полностью или частично полученную при 

нагружении деформацию. Это свойство хорошо известно, например изменения 

формы тел из пластилина, глины, свинца и других материалов при давлении, 

изгибе и т. п. 

 

Пластическая деформация – см. Деформации. 

 

Пластическим шарниром называют состояние стержня, когда во всех 

точках его поперечного сечения возникают пластические деформации. 

Стержень превращается как бы в пластический механизм, в котором углы 

закручивания неограниченно растут при постоянном моменте �пред 
(предельное значение внутреннего момента). Соотношение ¬ = �пред/�т =
4/3 = 1,33 показывает, что от момента первого появления пластических 

деформаций в наиболее напряженных точках стержня (вала) до полного 

исчерпания несущей способности момент должен возрасти в 1,33 раза. 
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Коэффициент ¬ выражает резерв несущей способности стержня за счет 

упругопластических свойств материала. 

 

Пластмассы (пластики) представляют собой или чистые смолы, или 

композицию из смолы и ряда компонентов – наполнителя, пластификатора, 

стабилизатора, красителя и др. В зависимости от применяемого наполнителя 

пластмассы разделяют на композиционные и слоистые. Композиционные, в 

свою очередь, разделяют на порошкообразные, волокнистые и с наполнителем 

в виде крошки. Текстолит – наполнитель хлопчатобумажная ткань, 

стеклотекстолит – наполнитель стеклоткань, генинакс – наполнитель бумага, 

асботекстолит – наполнитель асбестовая ткань, пластобетон – наполнитель 

песок и щебень, другие пластмассы имеют: малый удельный вес, удлинение 

при разрыве 3÷4 %, неодинаковые механические свойства при растяжении и 

сжатии, плохо сопротивляются переменным и длительным нагрузкам, 

значительное проявление масштабного эффекта, свойства их существенно 

зависят от температуры, малую жесткость, модуль упругости в 10 раз меньше, 

чем у сталей, анизотропию. 

 

Плоская система произвольно расположенных сил приводится к 

одному центру (произвольно взятому) путем замены всех сил одной силой R, 

равной главному вектору системы и приложенной в центре приведения О, и 

одной парой с моментом МО, равным главному моменту системы относительно 

центра О. При этом сила R не является равнодействующей. Для равновесия 

такой системы сил необходимо, чтобы главный вектор R и главный момент 

относительно произвольно выбранного центра приведения этой системы 

равнялись нулю: R=0, М=0. Существуют три аналитических условия 

равновесия такой системы. При выборе различных форм условий равновесия 

следует выбирать ту форму, которая приводит к более простой системе 

уравнений. Для нахождения более простых уравнений рекомендуется: при 

составлении уравнений проекций проводить координатную ось, 
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перпендикулярную какой-либо неизвестной силе; при составлении уравнений 

моментов брать центр моментов в точке, где пересекаются больше неизвестных 

сил. При вычислении моментов можно, пользуясь теоремой Вариньона, 

разложить данную силу на две составляющие и находить момент как сумму 

моментов этих составляющих. 

 

Плоским изгибом балки называют изгиб балки, имеющей поперечное 

сечение с вертикальной осью симметрии, а внешняя нагрузка и реактивные 

усилия лежат в одной плоскости, которая совпадает с осью симметрии сечения, 

а балка изгибается в той же плоскости. 

 

Податливость бруса при сжатии (растяжении) – это изменение его 

длины, вызванное единичной нагрузкой. 

 

Подбор поперечного сечения при расчете стержней на устойчивость 

приходится производить пробами одним из трех вариантов. Первый вариант 

расчета применяется редко из-за недостаточной точности, обусловленной тем, 

что величина допускаемого коэффициента запаса ¹,Tº, заданная независимо от 

величины гибкости стержня o, которая еще неизвестна, чрезвычайно 

ненадежная. Расчет в этом случае начинают с определения момента инерции I, 

затем площади сечения А, минимального радиуса инерции площади q = K$/�; 

гибкости стержня o. Если o оказывается больше oО, то расчет считают 

законченным; если же меньше oО, то делают пересчет, исходя из формулы 

Ясинского. Второй вариант расчета осуществляется с помощью таблиц и 

графиков s(o) в следующем порядке: 1) задаются значением коэффициента 

продольного изгиба s = 0,6 ÷ 0,8; 2) устанавливают допускаемое напряжение 

на устойчивость ¹
Tº; � = R/¹
Tº; где Р – сжимающая сила; подбирают 

размеры сечения или номер профиля; 3) находят $, q	и	o	; 4) определяют новое 

значение sI, а если sI значительно отличается от s, то в качестве второй 
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пробы берут s8 = 1/2(s + sI) и повторяют расчет. Считают сечение 

подобранным удовлетворительно, если 
 и ¹
Tº отличаются не более чем на 

5 %. Третий вариант расчета смешанный. Первую пробу берут условно по 

формуле Эйлера, задаваясь коэффициентом ,T, а окончательный выбор 

осуществляют на основании условия устойчивости, исходя из уравнения 


 = R/� ≤ s�
½�. Если это условие не соблюдается, подбор продолжают либо 

путем варьирования коэффициентом s (см. второй вариант расчета), либо 

варьирования размерами сечения или номерами профиля для проката. При 

практических расчетах на устойчивость не рекомендуется брать стержни, 

гибкость которых превышает максимальную гибкость, указанную в нормах для 

коэффициента s. Если требуется подобрать сечение при гибкости стержня, 

которая больше гибкости, рекомендуемой нормами, то расчет следует 

производить, пользуясь формулой Эйлера с выбором коэффициента запаса 

устойчивости. 

 

Ползучесть – это свойство тела увеличивать деформацию при 

постоянных внешних нагрузках. Это свойство проявляется при осадке 

фундаментов под действием веса здания, при ослаблении затяжки болтов 

вследствие их удлинения со временем, при постепенном удлинении каната, 

несущего груз, и т.д. Ползучесть носит название упругопластического 

последействия или пластического последействия в зависимости от времени 

изменения полных деформаций или пластических деформаций.  

 

Полубесконечная балка на упругом основании – это балка, 

простирающаяся в области 0 ≤ [ ≤ ∞ после того, как бесконечную балку 

разрезали на две части и, отбросив одну из них, поместили начало координат в 

место разреза. 
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Полярным моментом сопротивления плоского сечения относительно 

какого-либо центра, лежащего в плоскости сечения, называется отношение 

момента инерции относительно того же центра к расстоянию от центра до 

наиболее удаленной точки сечения �P = $P/¢�, где �P – полярный момент 

сопротивления; ¢� – расстояние от центра до наиболее удаленной точки 

сечения. Момент сопротивления измеряется единицей длины в третьей степени. 

 

Понятие приведенного сечения в стержнях, составленных из 

неоднородных или композитных материалов, состоит в том, что неоднородное 

сечение заменяется условным однородным, имеющим ту же геометрическую 

форму, но каждый элемент площади, ��� которого изменен (путем умножения 

на коэффициент приведения ,�) пропорционально модулю упругости материала 

этого элемента. В результате стержень с приведенным однородным сечением 

по упругим свойствам не будет отличаться от неоднородного стержня. Любая 

геометрическая характеристика приведенного сечения получается как для 

условного однородного сечения, в котором каждый элемент площади ��� 
материала с модулем 
� заменен на элемент приведенной площади ���	пр =
,����, где ,� = 
�/
I – коэффициент приведения i-го материала к основному 

(первому) материалу. Следует отметить, что эпюра напряжений σ в 

неоднородном сечении на границах двух материалов имеет разрыв (скачок), так 

как в точках соприкосновения материалов при одинаковых продольных 

деформациях соответствующие напряжения отличаются в n раз. 

 

Поперечная деформация (относительная) при растяжении или сжатии 

стержня определяется по формуле �/ = −p� = −p(
/
), где p – коэффициент 

Пуассона материала; 
 – нормальное напряжение; 
 – модуль продольной 

упругости материала стержня. 
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Поперечная сила – это сила, действующая в плоскости поперечного 

сечения. В частном случае в поперечном сечении стержня при возникновении 

только поперечной силы происходит случай сдвига. 

 

Поперечный изгиб балки возникает тогда, когда при плоском изгибе 

внешняя нагрузка перпендикулярна продольной оси балки. При этом в 

поперечных сечениях балки возникают только поперечная сила  T и 

изгибающий момент ��, а продольная сила равна нулю. Условно считают, что 

поперечная сила положительна, если она направлена так, что стремится 

повернуть элемент балки по ходу часовой стрелки. Изгибающий момент 

считается положительным, если он изгибает элемент балки выпуклостью вниз, 

вызывая растяжение нижних волокон. Отрицательные величины  T и �� 

соответствуют противоположному направлению. На рисунке 38 показано 

правило знаков для сил и моментов. 

 

Рис. 38  Правило знаков для  ×Ø и ÙÚ 
 

Поперечное сечение детали характеризуется площадью F в см2, осевыми 

моментами инерции $� и $T в см4, центробежным моментом инерции $�T в см4, 

моментом инерции при кручении $к в или полярным моментом инерции $р в см4 

и соответствующими моментами сопротивления ��, �T, �к и �р в см3. При 

действии продольной или поперечной силы напряжения обратно 

пропорциональным площади поперечного сечения детали. При деформациях, 

вызванных изгибающим или крутящим моментом, максимальные напряжения 

на площадках, наиболее удаленных от оси действия момента, обратно 

пропорциональны осевому или полярному моменту сопротивления сечения 

(для некруглых сечений – моменту сопротивления �к). При изгибе и кручении 
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деформации деталей обратно пропорциональны соответствующим моментам 

инерции сечений (см. табл. 1 Приложения).  

 

Потенциальная энергия деформации – это работа внутренних сил, но 

имеющая противоположный знак, чем работа внутренних сил при нагружении, 

имеющая отрицательный знак. Эта энергия представляет собой энергию, 

накапливаемую телом при деформации. Потенциальная энергия при 

растяжении (сжатии) определяется по формуле   = −�� = �8�/(2
�) =

�∆�8/(2�), где �� – полная работа внутренних сил; � – внутреннее усилие 

(продольная сила); � – длина стержня; 
 – модуль упругости; � – площадь 

сечения; ∆� = © = ��/(
�) – удлинение стержня. Потенциальная энергия, 

отнесенная к единице объема материала, называется удельной потенциальной 

энергией: � =  /¥ =  /(��) = �8�/(2
�8�) = 
8/(2
�) = 
�/2, где ¥ – 

объем материала; 
 = 
� – напряжение; � – деформация. При объемном 

напряженном состоянии удельная потенциальная энергия равна сумме трех 

слагаемых: � = (
I�I + 
8�8 + 
<�<)/2. 

 

Правила знаков внутренних силовых факторов, применяемые в 

машиностроении: 1) продольная сила считается положительной, если она 

вызывает растяжение отсеченной части и отрицательной, если вызывает ее 

сжатие; 2) поперечная сила считается положительной, если она вращает 

отсеченную часть по ходу часовой стрелки и отрицательной – против часовой 

стрелки; 3) изгибающий момент положителен, если сжаты верхние волокна 

отсеченной части, и отрицателен, если сжаты нижние волокна; 4) правило 

знаков для крутящего момента принимается произвольным. 

 

Правила построения эпюр включают в себя следующие положения. 

1. Эпюру моментов строят так, чтобы положительные моменты (и 

положительные поперечные силы) откладывались вверх от оси, а 

отрицательные – вниз. 2. В сечении, где приложена сосредоточенная сила, 
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значение поперечной силы меняется скачкообразно, причем скачок равен 

модулю этой силы. 3. В сечении, где приложена пара сил (момент), значение 

изгибающего момента меняется скачкообразно, причем скачок равен моменту 

пары. 4. Правильность построения эпюр следует проверять с помощью теоремы 

Журавского, согласно которой  = ��и/�[ = .cd, где   – поперечная сила; 

�и – изгибающий момент; [ – текущая координата поперечного сечения; d – 

угол, который составляет касательная к эпюре моментов с положительным 

направлением оси [. 5. На участке, где нет распределенной нагрузки, эпюра 

моментов представляет собой наклонную прямую, а эпюра поперечных сил – 

прямую, параллельную оси. 6. На участке, где приложена равномерно 

распределенная нагрузка, эпюра моментов представляет собой параболу, а 

эпюра поперечных сил – наклонную прямую. 7. На конце балки изгибающий 

момент равен нулю, если там не приложена пара сил. 8. При построении эпюры 

для консольных балок начало координат удобно брать на конце консоли, что 

нередко дает возможность обойтись без определения опорных реакций. В 

сечении, соответствующем заделке, поперечная сила равна реактивной силе, а 

изгибающий момент – реактивному моменту.  

 

Правила составления уравнений равновесия: 1) Проекция силы на ось 

равна произведению силы на косинус угла между направлением силы и 

положительным направлением оси; 2) если сила перпендикулярна оси, то ее 

проекция на ось равна нулю; 3) момент силы относительно оси равен 

произведению проекции этой силы на плоскость, перпендикулярную оси, на 

плечо силы; 4) момент силы относительно оси равен нулю, если сила 

параллельна оси или если линия действия силы пересекает ось. 

 

Правило Верещагина позволяет вместо непосредственного вычисления 

интеграла Мора при определении перемещений в любой точке линейно-

деформируемой системы при любой нагрузке использовать 

графоаналитический прием перемножения эпюр. Формула Верещагина для 
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определения перемещений имеет следующий вид: ∆кр= �§�кс/(
$), где ∆ – 

линейное и угловое перемещения; �§ – площадь эпюры; �кс – ордината 

прямолинейной эпюры. Определять перемещения по способу Верещагина 

можно не только в стержнях с прямой осью, но и в стержнях, имеющих 

ломаную ось. Для стержней переменного сечения правило Верещагина 

перемножения эпюр неприменимо, так как в этом случае нельзя выносить 

величину 
$ из-под знака интеграла. В таком случае необходимо выразить 
$ 
как функцию абсциссы сечения и затем уже вычислять интеграл Мора. Для 

ускорения вычислений по способу Верещагина можно использовать готовые 

таблицы перемножения эпюр. (См. табл. Приложения). В тех случаях, когда в 

сложной эпюре криволинейные участки получаются от одновременного 

действия сосредоточенных моментов, сил и равномерно распределенной 

нагрузки, во избежание ошибки следует сложную эпюру разбить на ряд 

самостоятельных эпюр: от действия сосредоточенных сил и моментов и от 

действия равномерно распределенной нагрузки. Можно также применить 

другой способ, не требующий расслоения эпюр, а требующий лишь выделение 

криволинейной части эпюры по хорде, соединяющей крайние ее точки. 

 

Предел выносливости – максимальное по абсолютному значению 

напряжение цикла, при котором еще не происходит усталостное разрушение до 

предварительно задаваемой наибольшей продолжительности испытания на 

усталость (до базы испытаний). Для симметричных циклов коэффициент 

асимметрии цикла напряжений � = −1, поэтому в этом случае предел 

выносливости обозначается 
JI. На предел выносливости существенно влияют 

следующие факторы: концентрация напряжений, размеры поперечных сечений, 

состояние поверхности детали, характер технологической обработки и др. 

 

Предел длительной прочности – это то условное напряжение, 

воздействие которого в течение определенного промежутка времени при 

постоянной температуре приводит к разрушению образца. При высоких 
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температурах (например, выше 800 °С для малоуглеродистой стали) 

испытуемый образец может быть разрушен при напряжении меньше предела 

пропорциональности, соответствующего комнатной температуре, если это 

напряжение будет действовать достаточно продолжительное время. Поэтому 

прочность металлов при высоких температурах характеризуют не обычным 

пределом прочности, а пределом длительной прочности (
и,x). 
 

Пределом ползучести по допускаемой деформации ползучести 

называется напряжение, при котором деформация ползучести за заданный 

промежуток времени достигает определенного (заданного) значения. 

 

Предел пропорциональности – это напряжение на диаграмме 

растяжения, где деформации растут пропорционально напряжениям и до этого 

предела сохраняет силу закона Гука. При дальнейшем увеличении нагрузки 

диаграмма становится криволинейной. Например, для стали Ст3 предел 

пропорциональности 
Pu ≈ 210	МПа. 
 

Предел текучести – это напряжение, при котором происходит рост 

деформаций без увеличения нагрузки. Горизонтальный участок на диаграмме 

называется площадкой текучести. Предел текучести обозначается 
т. Для стали 

Ст3 предел текучести 
т ≅ 230	МПа. Следует отметить, что ряд материалов при 

растяжении дает диаграмму без выраженной площадки текучести: для них 

устанавливается так называемый условный предел текучести, при котором 

остаточная деформация равна 0,2 %. В связи с этим условный предел текучести 

обозначается 
",8 (например, для стали 37ХР3А 
",8 = 1000	МПа). 
 

Предел упругости – это напряжение, при котором материал сохраняет 

свои упругие свойства, то есть при разгрузке образец восстанавливает свою 

первоначальную форму и размеры. Для стали Ст3 предел упругости 
v ≈
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220	МПа. Следует отметить, что разница между пределом пропорциональности 

и пределом упругости невелика и на практике обычно не делают различия 

между ними. 

 

Предельным напряжением при статической нагрузке для пластичных 

материалов является предел текучести, для хрупких – предел прочности. Для 

обеспечения прочности деталей необходимо, чтобы возникающие в них в 

процессе эксплуатации напряжения были меньше предельных. 

 

Предельное состояние конструкции наступает в момент, когда эта 

конструкция перестает удовлетворять эксплуатационным требованиям или 

требованиям, предъявляемым в процессе строительства соответствующей 

конструкции. Различают две группы предельных состояний: 1) непригодность к 

эксплуатации по причинам потери несущей способности; 2) непригодность к 

нормальной эксплуатации в соответствии с предусмотренными 

технологическими или другими условиями. 

 

Предельное состояние системы отождествляется с превращением ее из 

неизменяемой в геометрически изменяемую систему. Для статически 

неопределимых систем образование одного пластического шарнира, как 

правило, не означает наступления предельного состояния. В то же время 

исчерпание несущей способности статически определимой изгибаемой балки 

происходит тогда, когда в ее наиболее опасном сечении образуется 

пластический шарнир. 

 

Приближенные модели растяжения и сжатия стержней основаны на 

двух основных допущениях: 1) поперечные сечения стержня остаются 

плоскими, где напряжения распределяются равномерно; 2) напряженное 

состояние в стержне является одноосным. Для идеального случая растяжения 

принятые допущения вполне оправданны. Однако эти допущения и принцип 



127 

 

Сен-Венана применяются и в тех случаях, когда существуют зоны резких 

отклонений небольшой протяженности или небольшие отклонения, но 

распространяющиеся на весь стержень. Для решения задач на основе 

сделанных допущений нет необходимости рассматривать условия равновесия и 

деформации бесконечно малых элементов. Появляется возможность сразу 

учесть равновесие и деформирование участков стержней или всего стержня в 

целом. 

 

Приведенная масса – это такая сосредоточенная масса, которая, 

двигаясь со скоростью точки приведения, имеет такую же кинетическую 

энергию, которой обладают все материальные точки упругой системы в 

процессе их движения. Масса �пw называется приведенной массой, а 

коэффициент �п – коэффициентом приведения массы. Коэффициент �п 
ударяемого тела в точку соударения зависит от способов закрепления стержня и 

вида удара, например для двухопорной балки к середине пролета �п = 17/35; 

для консоли к свободному концу �п = 33/140. 

 

Приведенная масса стержня в точке удара используется для 

приближенного учета распределенной массы стержня w = ¢�, где ¢ – 

плотность материала стержня; � – площадь поперечного сечения. 

Сосредоточенная приведенная масса в точке удара определяется по формуле: 

�прив = �w�, где � – коэффициент приведения; w� – общая масса ударяемого 

стержня. 

 

Применение ЭВМ к расчету устойчивости стержней методом 

начальных параметров. Этот метод изложен наилучшим образом в курсе 

«Сопротивления материалов» В. И. Феодосьева [6], с которым рекомендуется 

предварительно ознакомиться. Для решения поставленной задачи составляется 

программа на алгоритмическом языке ФОРТРАН-90. Пример алгоритма такой 

программы приведен в Приложении. 
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Принцип Даламбера известен из теоретической механики как общий 

метод расчета на динамические нагрузки. Согласно этому принципу, всякое 

движущееся тело может рассматриваться как находящееся в состоянии 

мгновенного равновесия, если к действующим на него внешним силам 

добавить силу инерции, равную произведению массы тела на его ускорение и 

направленную в сторону, противоположную ускорению. Поэтому, когда 

известны силы инерции, без всяких ограничений можно применять метод 

сечений и для определения внутренних усилий использовать уравнения 

равновесия. В тех же случаях, когда определение сил инерции затруднительно, 

для определения динамических напряжений и деформаций используется закон 

сохранения энергии. 

 

Принцип наименьшей работы – это закон энергетический, гласящий, 

что действительное напряженное состояние равновесия упругого тела 

(системы) отличается от всех смежных состояний равновесия тем, что оно дает 

минимум потенциальной энергии деформации. Принцип наименьшей работы 

справедлив для любых систем, но для систем, подчиняющихся закону Гука, он 

дает наиболее простые математические зависимости. Дополнительно см. Закон 

минимума потенциальной энергии деформации. 

 

Принцип независимости действия сил гласит, что результат 

воздействия на тело системы сил равен сумме результатов воздействия тех же 

сил, прилагаемых к телу последовательно и в любом порядке. Под словами 

«результат воздействия» в зависимости от конкретной задачи следует понимать 

деформации, внутренние силы, возникающие в теле, и перемещения отдельных 

точек. Этот принцип к деформируемым телам применим лишь при двух 

условиях: 1) перемещения точек приложения сил малы по сравнению с 

размерами тела; 2) перемещения, являющиеся результатом деформации тела, 

линейно зависят от действующих сил. Такие тела (системы) называют линейно 

деформируемыми или подчиняющимися закону Гука. В обычных конструкциях 
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оба эти условия выполняются, и поэтому принцип независимости действия сил 

при силовых расчетах конструкций используется широко. 

 

Принцип равнопрочности используется при оптимальном 

проектировании стержневых систем, многослойных материалов и др. При этом 

принимаются следующие допущения: 1) локальное разрушение приводит к 

разрушению или потере работоспособности конструкции в целом; 2) материал 

не содержит опасных трещиноподобных дефектов, не обнаруженных методами 

неразрушающего контроля; 3) материал работает в условиях, исключающих 

опасное развитие в нем эксплуатационных трещин (усталостных, 

коррозионных, водорододиффузионных и др.), материал, удовлетворяющий 

допущениям, называют равнопрочным. 

 

Принцип Сен-Венана применительно к стержням гласит, что 

распределение напряжений существенно зависит от способа приложения 

внешних сил лишь вблизи места нагружения, а в частях, достаточно удаленных 

от места приложения сил, распределение напряжений практически зависит 

только от статического эквивалента этих сил, то есть имеющими тот же полный 

момент и ту же равнодействующую, но с распределением точно таким, какое 

требуют формулы растяжения, изгиба и кручения. 

 

Принцип суперпозиции или наложения гласит, что результат действия 

группы сил равен сумме (алгебраической или геометрической) результатов, 

полученных от действия каждой силы в отдельности. В этом случае для 

линейных систем справедливо утверждение, которое называется принципом  

независимости действия сил или принципом суперпозиции. Это можно 

проиллюстрировать следующим рисунком 39 а, где перемещение  точки К от 

двух сил �к можно получить как алгебраическую сумму: �к = �к� + �кN, где 

�к� 	и	�кN – перемещения от каждой из сил F1 и F2 (рис. 39 б, в). Если балка 

одновременно изгибается в вертикальной и горизонтальной плоскостях от 
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действия вертикальной F1 и горизонтальной F2 сил, то сумма перемещений �к 
должна быть геометрической. 

 

  а)           б)                  в) 

Рис. 39 Иллюстрация принципа суперпозиции 

 

Прогиб двухопорного стержня постоянного сечения под действием 

распределенной нагрузки (рис. 40). В опорах такого стержня возникают 

реакции �Z = �� = 0,5g�. Изгибающий 

момент в сечении z��([) = −0,5g�[ +
0,5g[8. В данном случае условия 

закрепления таковы: �О, �¨=0. Используя 

уравнение упругой линии, получают, что 

прогиб �U = −(g/12
$�)(0,5�<[ − �[< +
0,5[�). При этом наибольший прогиб 

будет при [ = �/2: �(�/2) = −5g��/
384
$�, где Е – модуль упругости; $� – 

момент инерции поперечного сечения стержня. На рисунке 40 а) – расчетная 

схема; б) – эпюра изгибающих моментов. 

 

Прогиб двухопорного стержня в результате деформации сдвига. 

Реакции в опорах равны �Z = �� = 0,5g�. Перерезывающая сила в сечении 

равна  T([) = −0,5g� + g[. Прогиб двухопорного стержня при сдвиге 

(постоянного сечения) определяется по формуле �сд([) = ¹FTg(�[ − [8) +
sÏ[º/�52, где FT – безразмерный коэффициент, учитывающий неравномерное 

Рис. 40 Прогиб стержня под действием 
распределенной нагрузки q 
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распределение касательных напряжений; G – модуль сдвига; F – площадь 

сечения; sÏ – угол поворота. 

 

Прогиб консольного стержня (балки) постоянного сечения под 

действием сосредоточенной силы Р (рис. 41). В этом стержне одно из 

концевых сечений жестко закреплено, а другое 

свободно. На свободном конце стержня наибольший 

прогиб будет при z=l: �(�) = −R�</3
$�, где Е – 

модуль упругости; $� – момент инерции поперечного 

сечения стержня. Изгибающий момент в сечении z 

будет��([) = R(� − [), а прогиб стержня �([) =
(−R/
$�)(0,5�[8 − 1/6[<). 

 

Прогиб консольного стержня постоянного сечения под действием 

распределенной нагрузки (рис. 42). Для определения изгибающего момента в 

сечении находят равнодействующую сил, 

приложенных к отсеченной части Rр = g(� − [) и 

плечо равнодействующей £ = (� − [)/2. Тогда 

изгибающий момент в сечении ��([) =
−g(� − [)8 × 1/2. Прогиб стержня под действием 

распределенной нагрузки q определяется по 

формуле: �([) = −(g/2
$�)(1/2�8[8 − 1/3�[< +
1/12[�). Наибольший прогиб конца стержня при 

z=lравен	�(�) = −g��/8
$�, где Е – модуль 

упругости; $� – момент инерции поперечного сечения стержня. 

 

Продольная деформация при растяжении или сжатии определяется по 

закону Гука: � = 
/
, где 
 – нормальное напряжение; Е – модуль упругости 

материала стержня. Между продольной � и поперечной �′ деформациями 

Рис. 41 Прогиб 
консольного стержня под 

действием силы Р 

Рис. 42 Прогиб стержня под 
действием распределенной 

нагрузки:  
а) расчетная схема;  

б) эпюра наибольших моментов 
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существует экспериментальная зависимость �/ = −Ý�, где Ý – коэффициент 

поперечной деформации (коэффициент Пуассона). При пользовании этой 

зависимостью удлинение считается положительным, укорочение – 

отрицательным. Значение Ý для всех материалов колеблется в пределах 0 ≤ Ý ≤
0,5, а для большинства материалов – от 0,25 до 0,35. 

 

Продольная сила – это равнодействующая нормальных сил упругости в 

поперечном сечении. Эта сила определяется методом сечений. Величина 

продольной силы N в любом поперечном сечении стержня равна 

алгебраической сумме всех внешних продольных сил, действующих на 

стержень по одну сторону от рассматриваемого сечения. Растягивающие 

усилия считаются положительными, сжимающие – отрицательными. Формула 

для определения продольной силы в произвольном поперечном сечении 

стержня имеет следующий вид: � = ∑R + ∑g���, где Р – сосредоточенные 

силы; g� – интенсивность распределенных по произвольному закону внешних 

сил. Интегрирование производится по длине каждого участка, на котором 

действует распределенная сила, а суммирование – по всем участкам, 

расположенным по одну сторону от рассматриваемого сечения. 

 

Продольный изгиб. Несущая способность бруса, работающего на 

продольный изгиб, в основном определяется величиной коэффициента s 

уменьшения допускаемых напряжений. Гибкость бруса подсчитывается по 

формуле o = p�/q���, где p – коэффициент приведения длины бруса; l – длина 

бруса; q��� – наименьший радиус инерции поперечного сечения бруса. 

Коэффициент приведенной длины зависит от характера закрепления  концов 

бруса. При шарнирном закреплении обоих концов p = 1; в случае, когда один 

конец жестко закреплен, а другой свободен, то p = 2; при жесткой заделке 

обоих концов бруса p = 0,5; в случае, когда один конец бруса заделан жестко, а 

другой закреплен шарнирно коэффициент p = 0,7. Более подробные данные о 
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величине коэффициента p приведены в Справочнике машиностроителя и 

других источниках информации. 

 

Продольно-поперечный изгиб сжатых стержней показан на 

рисунке 43. В данном случае поперечный изгиб стержня происходит 

одновременно с продольным изгибом. 

Изгибающий момент в поперечном сечении 

такого стержня равен � = �Ï + 5�, где �Ï 

– изгибающий момент, вызванный только 

поперечной нагрузкой; � – прогиб стержня. 

Представим прогиб в виде суммы � = �Ï +
∆á, где áÏ – прогиб, вызванный только поперечной нагрузкой F1; ∆á – 

дополнительный прогиб от действия сжимающей силы F. В общем виде 

á = áÏ/	1 − 5/5кр�. Эту формулу применяют и для стержней, имеющих иные 

способы закрепления по концам. Для шарнирно закрепленного стержня 

изгибающий момент равен � = �Ï � 5á. Наибольшие (сжимающие) 

нормальные напряжения определяются выражением 
 = −5/! − �Ï/� −

5áÏ/	1 − 5/5кр��, где S – площадь поперечного сечения стержня; W – момент 

сопротивления. 

 

Произвольная пространственная система сил – это система сил, линии 

действия которых расположены в различных плоскостях. Пространственная 

система сил называется сходящейся, если линии действия всех сил системы 

пересекаются в одной точке. Пусть в точке О приложены четыре силы: F1, F2, 

F3, F4, не лежащие в одной плоскости. Однако через две любые 

пересекающиеся прямые (силы) можно провести одну плоскость. Для их 

сложения, например сил F1 и F2, применяя правило сложения сходящихся сил 

на плоскости, находят их равнодействующую R1, приложенную к той же точке 

О. Далее, сложив R1 с силой F3, получают равнодействующую трех сил �8 =

Рис. 43 Продольно-поперечный изгиб 
сжатого стержня 
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5< + �I = 5I + 58 + 5<. Проделав эту операцию для сил F4 и R2, получают 

вектор R3. Аналогичным образом можно получить равнодействующую системы 

n сил, которая будет равна векторной сумме этих сил: � = ∑5�. Для равновесия 

пространственной системы сходящихся сил необходимо, чтобы алгебраическая 

сумма проекции всех сил на каждую из трех координатных осей равнялась 

нулю. При произвольной пространственной системе сил в целом добавляется 

условие, чтобы и алгебраическая сумма моментов всех сил относительно 

каждой из трех осей координат была равна нулю. 

 

Прочность материалов означает их способность сопротивляться 

разрушению, происходящему в результате действия внешних сил и других 

факторов, таких как неравномерно протекающие термо- и массообменные 

процессы, действия электрических, звуковых и магнитных полей, а также 

многих других физических и физико-механических процессов и явлений. 

Критериями прочности в зависимости от материала, вида напряженного 

состояния (сжатие, растяжение, сдвиг и др.) и условий эксплуатации (время 

действия нагрузки, температура и пр.) могут быть пределом прочности 

(временное сопротивление), пределом текучести, пределом усталости и 

другими видами сопротивления. Следует отметить, что имеющиеся в 

справочной и технической литературе данные по прочности отдельных 

материалов носят условный, а иногда и противоречивый характер. Это 

объясняется тем, что при испытаниях на конечный результат существенное 

влияние оказывают различные условия и факторы: размер и форма образца; 

время и скорость приложения нагрузки; методы испытаний и особенности 

конструкций испытательных машин и приборов. 

 

Работа внешних сил при растяжении (сжатии) совершается вследствие 

перемещения точек их приложения (рис. 44). Элементарная работа dW внешней 

силы F на перемещении dδ равна �� = 5�©. Полную работу силы получают, 

интегрируя это выражение в пределах от нуля до окончательного значения 
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перемещения δ1, тогда � = 0,55I©I, то есть 

работа внешней статически приложенной силы 

равна половине произведения окончательного 

значения силы на окончательную величину 

соответствующего перемещения. Графически 

работа силы F выражается (с учетом 

масштабов) площадью ОСВ диаграммы, 

построенной в координатах δ - F (рис. 44 б). Отметим, что работа силы 5I, 

неизменной по значению, на перемещении ©I, равна � = 5I©I, то есть в два 

раза больше, чем при статическом действии. 

 

Работа внутренних сил при растяжении (сжатии) всегда отрицательна, а 

элементарная работа внутренних сил (для элемента dz, рис. 45) вычисляется по 

формуле: ��� = −0,5�∆	�[�, где � – 

внутреннее усилие (продольная сила); ∆�[ – 

удлинение элемента. Согласно закону Гука 

∆	�[� = ��[/	
��, где Е – модуль упругости; А 

– площадь сечения. Полную работу внутренних 

сил получают, интегрируя обе части формулы 

��� = −�8�[/	2
�� по длине всего стержня l. Если �, 
, � – постоянны, то 

получают, что �� = −�8�/	2
�� = −
�∆�8/2�, где ∆� = © = ��/	
�� – 

удлинение стержня. Следует отметить, что величина, равная работе внутренних 

сил, но имеющая противоположный знак, называется потенциальной энергией 

деформации, которая накапливается телом при деформации. 

 

       а)     б) 

Рис. 44 

Рис. 45 
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Работа, затраченная на разрыв образца, может оценивать способность 

материала сопротивляться действию ударных и 

циклических нагрузок. Чем больше работа, затраченная 

на разрыв образца, тем лучше будет сопротивляться 

материал действию динамической нагрузки. Работу, 

затраченную на разрыв образца, можно определить по 

диаграмме растяжения (рис. 46), считая, что работа 

равна полной площади этой диаграммы, то есть � =
�5���∆�, где í – коэффициент заполнения диаграммы, например для стали Ст3 

í = 0,85 ã 0,87. 

 

Равнопрочная безмоментная нить (цепь, трос, провод, канат и т.п.). 

Рассмотрим гибкую тяжелую нить переменного сечения, провисшую между 

двумя неподвижными опорами (рис. 47). Расстояние между опорами равно 2L. 

Начало координат выберем в середине пролета. Направление силы тяжести 

совпадает с направлением оси z. Максимальный 

прогиб нити а будет при r=0 . Кривую прогиба 

нити обозначим через М, а текущую длину дуги 

кривой – через �т. Уравнения равновесия 

записываются следующим образом: ��/��т �

Rт = 0, � � �R� = 0, где � – усилие; � – радиус 

кривизны; R� и Rт – нормальная и тангенциальная (к кривой М), составляющие 

силы тяжести, то есть R� = ¢c! cos d, Rт = ¢c! sin d, где ¢c – удельный вес 

материала нити; d – угол, составляемый нормалью к кривой М с осью z; S – 

площадь поперечного сечения нити. Равнопрочной  нитью называют нить, в 

которой растягивающее напряжение бывает постоянным и весь материал 

которой «работает» равномерно. Равнопрочная нить для заданного материала с 


в будет также нитью минимального веса, а для заданного веса такая нить 

будет иметь наименьшее напряжение по сравнению с максимальным 

напряжением в других нитях. В данном случае согласно принципу 

Рис. 46 Диаграмма 
растяжения 

Рис. 47 Равнопрочная тяжелая 
нить 
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равнопрочности должно выполняться следующее соотношение: � = 
в!. 

Площадь поперечного сечения равнопрочной нити определяется по формуле 

! = !Ï*ℎo ∙ �т/*ℎo ∙ �, где !Ï – площадь поперечного сечения нити вблизи опор; 

o = ¢c/
в. 
 

Равнопрочные стержневые системы представлены на рисунке 48, где 

показан кронштейн с грузом (рис. 49 а) и ферменная статически неопределимая 

система (рис. 48 б). Для кронштейна с грузом усилия в соответствующих 

стержнях будут: �I = R coss (1 + *.cs), �8 = −R coss / sins. Для второй 

стержневой системы: �I = R
I!I�8/(2
8!8�I + 
I!I�8), �8 = R
8!<�I/
(2
8!8�I + 
I!I�8) coss, где !, �, 
 – соответственно площадь поперечного 

сечения, длина и модуль 

Юнга (индексы 1, 2 отвечают 

номеру стержня). Во втором 

случае равнопрочность 

системы достигается при 

условии: 
8�I = 
I�8 coss. 

Исходя из принципа 

равнопрочности, находят следующие параметры (рис. 49 а): !I = R coss(1 +
*.cs)/
в; !8 = R coss(1 + *.cs)/
сж ∙ sins, где 
сж – прочность. 

 

Радиус инерции – см. Главные радиусы инерции. 

 

Разложение сил на плоскости на составляющие – это значит найти 

такие силы, приложение которых в той же точке производит действие, 

эквивалентное действию разлагаемых сил. Геометрически сложив после 

разложения составляющие, должны получить данную силу, то есть данная сила 

должна быть диагональю параллелограмма, построенного на искомых 

составляющих (рис. 49). Так как по данной диагонали можно построить 

               а)        б) 

Рис. 48 Равнопрочные стержневые системы 
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множество параллелограммов, то для решения задачи необходимо знать еще 

некоторые дополнительные условия, например, линии действия составляющих 

m и n. Для нахождения этих составляющих надо из точки А 

приложения силы F и точки В конца ее провести прямые, 

параллельные направлениям m и n. Тогда в параллелограмме 

ABCD разлагаемая сила F является диагональю, а векторы 

АС=Fm и AD=Fn, приложенные в точке А, искомыми 

составляющими F=Fm+Fn. Силы, приложенные в одной 

точке, взаимно уравновешиваются тогда, когда 

равнодействующая этих сил равна нулю. Таким образом, всякая система 

сходящихся сил может быть заменена равнодействующей силой. 

 

Разложение силы на две, ей параллельные, можно осуществить при 

следующих дополнительных условиях: иметь линии действия обеих искомых 

сил или модуль и линию действия одной из действующих сил. Ниже 

рассмотрен наиболее часто встречающийся первый случай (рис. 50). Пусть силу 

F, приложенную в точке С, требуется разложить на две 

составляющие, направленные по прямым ОМ и DЕ. 

Точки А и В принимаются за точки приложения 

искомых составляющих F1 и F2. Так как сила F 

считается равнодействующей параллельных сил F1 и F2, 

то можно записать, что F=F1+F2; F1/F2=СВ/АС=b/a. 

Решая данную систему уравнений, находим модули F1 и 

F2 искомых составляющих сил, линии действия которых заданы через 

расстояния а и b. Аналогично решается задача в том случае, если точки 

приложения заданной силы F находится не между линиями действия искомых 

составляющих, а за одной из них. В этом случае модуль силы F равен разности 

модулей составляющих сил, направленных в противоположные стороны. 

 

Разрушающие испытания – см. Виды испытаний. 

Рис. 49 
Разложение силы 
на составляющие 

Рис. 50 Разложение силы 
на две параллельные 
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Разупрочняющийся материал (циклически разупрочняющийся) – это 

материал, у которого наблюдаются увеличение остаточных деформаций и рост 

суммарной пластической деформации. 

 

Рама плоская – это стержневая система, стержни которой (стойки и 

ригели) во всех или в некоторых узлах жестко соединены между собой. Ось 

таких систем в общем случае представляет собой ломаную линию, и если эта 

линия лежит в одной плоскости, то ее называют плоской. Статически 

определимые плоские рамы и криволинейные стержни должны отвечать 

следующим требованиям: 1) ось стержня должна находиться в одной 

плоскости; 2) все внешние силы лежат в той же плоскости; 3) сечения стержней 

должны иметь оси симметрии, которые лежат в плоскости нагружения. В этом 

случае в сечениях стержней возникают только три внутренних усилия: 

продольная сила, поперечная сила и изгибающий момент относительно оси, 

перпендикулярной плоскости, в которой находится рама или криволинейный 

стержень. 

 

Раскосы – см. Стержень. 

 

Распределенные нагрузки – см. Внешние нагрузки. 

 

Растяжение стержня – см. Виды нагружения. 

 

Растяжение бруса под действием собственного веса – см. Учет 

собственного веса стержня. 

 

Растяжение и изгиб сочетаются, например, у крюков, винтов с отогнутой 

головкой, винтов тисков и т.д. Рассмотрим брус длиной � постоянного 

поперечного сечения площадью �, защемленный одним концом и нагруженный 

на свободном конце произвольно направленной силой 5, приложенной в центре 



140 

 

тяжести сечения, которую можно разложить на составляющие 5�, 5T и 5U. 
Применяя принцип независимости действия сил, определяют максимальные 

нормальные напряжения в опасном сечении (заделке): 
р = 5U/�; 
Iн =

±5у�/��; 
8н = ±5��/�T. Максимальные суммарные напряжения в заделке 

будут напряжениями растяжения: 
��� = 
зад = 5U/� + 5у�/�� + 5��/�T. 

Сочетание деформаций растяжения и поперечного изгиба в двух взаимно 

перпендикулярных плоскостях дает возможность пренебрегать касательными 

напряжениями изгиба. 

 

Расчет болтовых соединений, работающих на сдвиг, при использовании 

обычных болтов (рис. 51) производится так же, как и заклепки на срез и смятие 

(см. Расчет заклепочных соединений). 

Особенность представляет расчет 

высокопрочных болтов, применяемых во 

фрикционных соединениях, где благодаря 

нормируемому натяжению болта создается 

сжатие пакета листов силой RÞ. При воздействии 

на соединение силы �Þ она воспринимается 

силами трения, возникающими на поверхностях контакта обжимаемых листов. 

Расчетная сила, которую способен воспринять болт по трению, будет �Þ =
,трRÞ�w, где ,тр – число плоскости трения; � – коэффициент трения; w – 

коэффициент условий работы (0,8÷0,9). Коэффициент трения зависит от вида 

обработки трущихся поверхностей листов и может быть в пределах от 0,25 до 

0,45. Напряжения натяжения болта составляют 0,5÷0,6 предела прочности 

высокопрочной стали, из которой он изготовляется. Число болтов определяется 

по формуле , = �/�Þ, где � – заданное расчетное усилие. 

 

Расчет заклепочных соединений начинают с определения и назначения 

основных параметров таких соединений. Диаметры d заклепок выбираются в 

Рис. 51 Работа болта на срез и 
смятие 
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зависимости от S – толщины соединения частей, d=(1,5÷2)S. Шаг между 

заклепками t в зависимости от рядности шва равен t=(2,5÷6)d. Расстояние от 

оси заклепок до свободной кромки в направлении действующей силы 

t1=(1,5÷2)d. Расстояние между рядами заклепок t2=(2÷3)d. Допускаемые 

напряжения в заклепках �ср = (0,4 ÷ 0,5)
т, где 
т – предел текучести 

материала соединяемых частей. В соединениях, подверженных действию 

продольных сил, распределение усилий на заклепки принимается 

равномерным. При расчете заклепок на срез допускаемое усилие в соединении 

R ≤ ��ср��A�8/4, где � – число плоскостей среза в соединении. При расчете на 

смятие допускаемое усилие в соединении R ≤ �
см�,�!, где �
см� допускаемое 

напряжение заклепок на смятие; , – количество заклепок; ! – наименьшая 

толщина соединяемых частей. При расчете заклепок на растяжение (отрыв 

головок) допускаемое усилие в соединении R ≤ �
р�,A�8/4, где �
р� – 

допускаемое напряжение на отрыв головок заклепок. Допускаемые 

напряжения: срез наклепок ¹�срº = 140	МПа; смятие заклепок �
см� = 280 ÷
320	МПа; отрыв головок ¹
рº = 90	МПа; растяжение основных элементов 

¹
рº = 140 ÷ 160	МПа. Для определения необходимого числа заклепок n при 

действии на соединение заданного расчетного усилия N, распределенного 

между всеми заклепками поровну, вычисляют , = �/�зак, где �зак – 

наименьшая из двух расчетных сил, найденных для одной заклепки по срезу и 

по смятию. 

 

Расчет на прочность клеевых соединений – см. Клеевые соединения. 

 

Расчет на прочность кривого бруса производят для определения 

величины безопасной нагрузки на него. Для проверки его прочности 

пользуются условием w��	|
в| = |�dв/�в +�/�| ≤ �
�, где �
� – допускаемое 

нормальное напряжение; w��	|
в| – расчетное напряжение во внутреннем 

волокне бруса; dв – коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения; 
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�в – моменты сопротивления площади сечения во внутренних волокнах; � – 

площадь поперечного сечения бруса; � – сила (нормальная); � – изгибающий 

момент. Необходимые размеры поперечного сечения бруса подбирают пробами 

с последующей проверкой. Первую пробу можно брать из расчета бруса как 

прямолинейной балки в соответствии с неравенством w��	|�|/�в ≤ �
�. 
Прочность сечения, однако, следует проверять с учетом кривизны бруса и 

нормальной силы �. Перенапряжение не должно быть более 5 %. Если 

материал бруса различно сопротивляется растяжению и сжатию, то в опасном 

сечении условия прочности должны удовлетворяться и для внутреннего, и для 

наружного волокон в соответствии со значениями допускаемых напряжений 
р 
и 
с. 

 

Расчет на прочность при переменных напряжениях. Для этих целей 

производится расчет элементов конструкции на выносливость путем проверки 

неравенства вида: 
��� ≤ d����, где 
��� – максимальное нормальное 

напряжение; �� – расчетное сопротивление усталости, зависящее от 

временного сопротивления материалов; d – коэффициент, учитывающий число 

циклов нагружений; �� – коэффициент, зависящий от вида напряженного 

состояния и коэффициента асимметрии цикла. Расчетное сопротивление 

усталости, а также коэффициент d учитывают качество обработки поверхности 

деталей их конструктивное исполнение, наличие концентраторов напряжений. 

Выше приведенное соотношение для частных случаев может иметь отличную 

форму. Так, при расчете стальных конструкций мостов используется 

следующее неравенство: 
��� ≤ ��w�, где � – расчетное сопротивление при 

растяжении, сжатии и изгибе по пределу текучести материала; w – 

коэффициент условий работы; �� = 1/(d¬ + ©) − (d¬ − ©)¢, d, � – 

коэффициенты, учитывающие марку стали и нестационарность нагружения; ¢ – 

коэффициент асимметрии цикла переменных напряжений; ¬ – эффективный 

коэффициент концентрации напряжений. Коэффициент �� описывает вид 
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диаграммы предельных амплитуд с учетом концентрации напряжений, качество 

материала и обработки его поверхности, режима нагружения и других 

факторов. 

 

Расчет на прочность при сложном сопротивлении первоначально 

сводится к тому, чтобы привести сложное сопротивление к простому 

растяжению. Для этого используют ряд гипотез или теорий прочности. 

Напряжение растяжения, к которому приводится сложное сопротивление с 

помощью теории прочности, называется эквивалентным напряжением 
экв. Для 

понимания теорий прочности необходимо рассмотреть напряженное состояние 

в точке тела. Любую точку тела можно ограничить кубом,  ребра которого при 

непрерывном их уменьшении в пределе стянут куб в точку. В общем случае на 

гранях куба возникают полные напряжения, которые раскладываются на 

нормальные и касательные. В зависимости от положения куба в пространстве 

полные напряжения и их составляющие непрерывно меняются. Если на гранях 

куба будут отсутствовать касательные напряжения, то такие грани называются 

главными площадками, а нормальные напряжения, действующие на них, 

называются главными напряжениями и обозначаются 
I, 
8, 
< в порядке 

убывания их значения, то есть 
I > 
8 > 
<. Теории прочности, с помощью 

которых главные напряжения приводятся к одному напряжению растяжения – 

эквивалентному напряжению 
экв, полно представлены в статье Теории 

прочности. 

 

Расчет на прочность шлицевого соединения предполагает, что усилия, 

возникающие в таком соединении, распределяются между шлицами 

равномерно. Для вычисления перерезывающей (поперечной силы) используется 

следующее выражение:  = È/[�, где È – вращающий момент; [ – число 

зубьев шлицевого соединения; � – радиус поперечного сечения вала. Расчет 

площади среза зубьев шлицевого соединения ведется по формуле � = #�[, где # 
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– ширина зуба; � – длина зуба. При этом необходимо учитывать и профиль зуба, 

который может быть прямоугольным, треугольным или эвольвентным. 

 

Расчет на прочность шпоночного соединения производят с учетом 

величины крутящего момента Т, радиуса поперечного сечения вала R и 

размеров шпонки – длины шпонки l и ширины b. При этом поперечная сила, 

срезающая шпонку или сминающая зубчатое колесо (или вал) в малой области 

около шпонки, определяется по формуле:  = È/�. Реальное соединение 

должно проектироваться с запасом и удовлетворять условию прочности: 


с ≤ �
с�. Расчет площади среза шпонки ведется по формуле: � = #�, а площади 

смятия вала: �сI = �.I, где .I – часть высоты шпонки, соприкасающаяся с 

валом. 

 

Расчет рамных конструкций обычно производят по методу сил. Рамные 

конструкции являются статически неопределимыми системами, в которых 

имеется больше связей, чем это необходимо для равновесия. Для расчета таких 

конструкций необходимо составить дополнительно к уравнениям равновесия 

недостающее количество уравнений перемещений. Расчет рам носит 

поверочный характер, так как для расчета нужно знать или задаться величиной 

моментов инерций сечений деталей. Для уменьшения вычислительной работы 

расчет плоских рам может производиться по методу распределения узловых 

моментов. При расчете по этому методу принимается, что во время действия 

внешней нагрузки на раму каждый ее узел поворачивается на некоторый угол, 

пока не наступит упругое равновесие всей рамы. Эти повороты узлов 

происходят не одновременно, а последовательно, то есть во время поворота 

одного узла остальные узлы рамы остаются неподвижными. После поворота 

первого узла последовательно поворачиваются остальные узлы, в результате 

чего действующие изгибающие моменты от внешних сил распределяются 

между всеми узлами рамы. Расчетная схема рамы по методу узловых моментов 

получается  путем условной замены всех жестких узлов шарнирами. Такая 
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замена каждый брус рамы превращает в обособленную балку с заделанными 

концами. Узловые моменты от внешней нагрузки можно подсчитать с 

помощью формул, приведенных в таблицах Приложения. 

 

Расчет размеров площади поперечного сечения растянутого или 

сжатого стержня производят по формуле � ≥ ����/�
�, где ���� – наибольшая 

по модулю продольная сила, действующая на стержень; �
� – допускаемое 

напряжение материала стержня на растяжение ¹
рº или на сжатие �
с�. Для 

материалов, одинаково сопротивляющихся растяжению и сжатию (для 

пластичных материалов), ¹
рº = �
с� = �
� = 
т/,т, где 
т – предел текучести; 

,т – коэффициент запаса прочности по пределу текучести. 

 

Расчет сварных соединений зависит от вида этих соединений, которые 

подразделяются на соединения с прямым швом, косым швом, с прорезями, с 

накладками и др. Допустимое усилие для стыкового соединения с прямым 

швом при растяжении RI = �
р��!, то же при сжатии R8 = �
сж��!, где �
р� и 

�
сж� – допускаемые напряжения для сварного шва соответственно при 

растяжении и сжатии; � – длина шва; ! – толщина свариваемых пластин. При 

расчете стыкового соединения с косым швом необходимо учитывать угол ¬ 

косого шва, и допускаемые напряжения RI и R8 уменьшаются на величину, 

равную sin ¬. При ¬ = 45° соединение равнопрочно целому сечению. При 

расчете нахлесточного соединения необходимо учитывать, что такое 

соединение выполняют угловым швом, который в зависимости от направления 

шва относительно направления действующих сил может быть лобовым, 

фланговым, косым и комбинированным. Максимальную длину лобового и 

косого швов не ограничивают. Длину фланговых швов принимают не более 

60К, где К – длина катета шва. Минимальная длина углового шва 30 мм, а 

минимальный катет этого шва F��� принимают равным 3 мм, если толщина 

металла ! ≥ 3	мм. Допускаемые усилия для такового соединения RI = R8 =
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0,7��ср�Fà, где ��ср� – допускаемое напряжение для сварного шва на срез; à – 

весь периметр угловых швов; для лобовых швов à = �; для фланговых à = 2�q; 
для косых à = �/ sin¬; для комбинированных à = 2�I + � (�I – длина нахлеста, � 
– ширина пластины). При расчете соединения с накладками определяют 

сечение накладок, обеспечивающих равнопрочность целого сечения: 5Н =
!Н� = ¹5(¹
рº − ¹
рIº)º/¹
рIº, где 5 – сечение основного металла; ¹
рº – 

допускаемое напряжение при растяжении основного металла; ¹
рIº – 

допускаемое напряжение для сварного шва при растяжении. При работе шва на 

срез 5Н = !Н� = 5{¹
рº − ¹�срI º|/¹�срI º, где ¹�срI º – допускаемое напряжение для 

сварного шва на срез. Соединения с прорезями применяют в случаях, когда 

угловые швы недостаточны для скрепления. При этом рекомендуется ширину 

прорези принимать � = 2!, а длину � = (10 ÷ 25)!. Допускаемое усилие, 

действующее на прорезь, R = 2¹�срI º�!. 

 

Расчет сжатых стержней на устойчивость предполагает, что кроме 

условия прочности должно соблюдаться и условие устойчивости: R ≤ Rкр/¹,Tº 
или 
 = R/� ≤ ¹
Tº, где Rкр – критическая сила, определяемая в зависимости от 

гибкости формулой Эйлера или формулой Ясинского, то есть выражением 

Rкр = 
кр�, � – площадь поперечного сечения стержня; ¹,Tº – допускаемый 

коэффициент запаса устойчивости; ¹
Tº – допускаемое напряжение на 

устойчивость. Отношение ¹
Tº/�
с� = sназывается коэффициентом 

уменьшения допускаемого напряжения при продольном изгибе или 

коэффициентом продольного изгиба. Расчет на устойчивость может 

проводиться в двух вариантах: 1) при заданном в условии допускаемом 

коэффициенте запаса на устойчивость ¹,Tº; 2) с помощью таблиц 

коэффициентов уменьшения s(o) (см. Приложение: Коэффициент продольного 

изгиба). Первый вариант применяют при ориентировочных проверочных 

расчетах, а также когда отсутствует таблицы и графики s(o). Второй вариант 
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применяется повсеместно, являясь основным методом расчета стержней на 

устойчивость. В этом случае расчет ведут, исходя из уравнения 
 = R/� ≤
s�
с�, с помощью только таблиц коэффициентов s. При проверке стержней на 

устойчивость определяют допускаемую сжимающую силу �R� = ¹
Tº� =
s�
с�� и подбирают поперечное сечение стержня А (см. Подбор размеров 

поперечного сечения). 

 

Расчет цилиндрических винтовых пружин начинается с выбора их 

параметров: B – диаметра винтовой оси; � – диаметра проволоки; , – 

количества витков; d – угла подъема витков, а также назначается 

(определяется) действующая сила 5. При рассмотрении равновесия в 

поперечном сечении витка пружины возникает два внутренних силовых 

фактора: поперечная сила  = 5 и крутящий момент �к = 5B/2. Отсюда 

следует, что в поперечном сечении витка действуют только касательные 

напряжения сдвига и кручения. Формула для приближенного расчета пружин 

имеет вид ���� ≈ 85B/(A�<) ≤ ���, где ��� – допускаемое напряжение (��� =
200 ÷ 1000	МПа). Формула для определения осадки (высоты) o пружины имеет 

вид: o = 5/Ë, где Ë – коэффициент жесткости пружины. Этот коэффициент 

определяют по формуле: Ë = ���/(8B<,). Отношение среднего диаметра 

витка к диаметру проволоки обозначают Ë� и называют индексом пружины: 

Ë� = B/�. Индекс пружины бывает в пределах Ë� = 4 ÷ 12. 

 

Расчеты на жесткость элемента конструкции в форме бруса 

заключаются в определении наибольших угловых и линейных упругих 

перемещений его поперечных сечений при заданной нагрузке и сопоставлении 

их с допускаемыми, зависящими от назначения и условий эксплуатации 

данного элемента. Условие жесткости можно выразить неравенством: © ≤ �©�, 
Ç ≤ �Ç�, где © и Ç – линейное и угловое перемещение заданного сечения, 

возникающие под нагрузкой, а �©� и �Ç� – допускаемые значения перемещений, 
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назначаемые конструктором. Существует несколько способов определения 

перемещений поперечных сечений, например методом Мора, в основе которого 

лежит закон сохранения энергии и принцип возможных перемещений. 

 

Расчеты на прочность деталей с трещинами ведутся по силовому 

критерию коэффициента интенсивности напряжений: FI	расч ≤ FI	с, где FI	расч – 

расчетный коэффициент интенсивности напряжений около вершины трещины; 

FI	с – истинный коэффициент сопротивления разрыву (предельное значение). 

Следуя критерию Ирвина, можно установить связь между предельной 

нагрузкой и длиной трещины. Для определения аналитического выражения 

коэффициента интенсивности пользуются методом сечений в теории трещин, а 

также методическими указаниями при экспериментальном испытании на 

вязкость разрушения. Испытание проводят с образцами, в которых от надреза, 

нанесенного способами механической обработки, уже создана усталостная 

трещина. Затем производится соответствующая обработка полученной 

диаграммы и при условии, что диаграмма полноценна, определяют значение 

FI	с. Имеется способ учета зависимости критического коэффициента 

интенсивности напряжения FI	с от температуры, циклического повреждения, 

размеров детали и других факторов. Этот способ состоит в определении 

зависимости FI	с от второй критической температуры хрупкости детали. На 

основании результатов испытаний получена зависимость 

FI	с = FI	сâ ã�ä¹−¬к{ÈкрN − Èэ|º, где FI	сâ  – коэффициент интенсивности 

напряжений при второй критической температуре хрупкости образцов; ¬к – 

коэффициент, определяемый экспериментально в зависимости от 
т; ÈкрN – 

вторая критическая температура; Èэ – температура, при которой 

эксплуатируется деталь. 

 

Расчеты на прочность при кручении варьируются на том, что 

наибольшее возникающее в брусе (стержне, вале) касательное напряжение не 
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должно превышать допускаемое. Расчетная формула на прочность при 

кручении имеет вид � = �к/�р ≤ ��к�, где �к – крутящий момент; �р – момент 

сопротивления кручению. Допускаемое напряжение при кручении ��к� 
выбирают в зависимости от допускаемого напряжения при растяжении ¹
рº, а 

именно: для сталей ��к� = (0,55 ÷ 0,6)¹
рº, для чугунов ��к� = (1 ÷ 1,2)¹
рº. 
 

Расчеты на прочность при растяжении и сжатии производятся по 

расчетной формуле 
 = �/� ≤ �
�, где 
 – сила; � – площадь поперечного 

сечения; �
� – допускаемое напряжение, определяемое по формуле �
� =

пред/�!�, где 
пред – предельное напряжение; �!� – допускаемый коэффициент 

запаса прочности. Этот коэффициент зависит от многих причин и принимается 

для пластичных материалов �!� = 1,2 ÷ 2,5, для хрупких �!� = 2 ÷ 5, для 

древесины �!� = 8 ÷ 12. Условие прочности детали конструкции заключается в 

том, что наибольшее возникающее в ней напряжение (рабочее) не должно 

превышать допускаемое: 
��� ≤ �
�. При расчете конструкций на прочность 

встречаются три вида задач, различающихся формой использования расчетной 

формулы: 1) проектный расчет, при котором определяются размеры опасного 

сечения по формуле � = ����/�
�; 2) проверочный расчет, при котором 

определяется рабочее напряжение и сравнивается с допускаемым по формуле 


 = �/� ≤ �
�; 3) определение допускаемой нагрузки ��� = ��
�. 
 

Расчеты на прочность при сдвиге базируются на том, что касательное 

напряжение при сдвиге, вычисленное по формуле � =  /�, не должно 

превышать допускаемое ���, где   – поперечная сила; � – площадь поперечного 

сечения. По этой формуле проводят проектный и проверочный расчеты и 

определяют допускаемую нагрузку. Деформация сдвига, доведенная до 

разрушения материала, называется срезом (применительно к металлическим 

деталям) или скалыванием (применительно к неметаллическим конструкциям). 

Допускаемое напряжение на срез выбирают в зависимости от предела 
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текучести 
т. Для болтов, шпонок, штифтов и т. п. принимают ¹�срº = (0,25 ÷
0,35)
т. Для древесины допускаемые напряжения на скалывание колеблются в 

пределах от 0,5 до 1,4 МПа. При расчетах на срез в случае, если соединение 

осуществляется несколькими одинаковыми деталями (заклепками.болтами и 

т. п.), полагают, что все они нагружены одинаково. Расчеты соединений на срез 

обычно также сопровождают проверкой прочности на смятие. 

 

Расчеты прямолинейных стержней на устойчивость подразделяются 

на три вида расчетов – проектный, проверочный и силовой. При проектном 

расчете определяют минимальный осевой момент инерции поперечного 

сечения стержня по формуле $��� = 5¹!Tº(p�)8/(A8
), где 5 – действующая 

нагрузка; ¹!Tº – допускаемый коэффициент запаса устойчивости; p – 

приведенная длина стержня; 
 – модуль продольной упругости. Далее 

определяется гибкость стержня o по формуле o = p�/q���, где q��� = K$���/�; 

� – площадь сечения, которую сравнивают с предельной для данного 

материала. При проверочном расчете определяют действительный 

коэффициент запаса устойчивости ¹!Tº и сравнивают его с допускаемым по 

формуле ¹!Tº = 5кр/5 ≥ ¹!Tº. При силовом расчете определяют допускаемую 

нагрузку �5� по формуле �5� = 5кр/¹!Tº. Расчет сжатых стержней на 

устойчивость ведут по формуле �5� = s�
½��, где �
½� – допускаемое 

напряжение на сжатие; s – коэффициент продольного изгиба, зависящий от 

гибкости стержня, его материала и определяемый по справочным таблицам. 

Расчеты показывают, что при продольном изгибе наиболее выгодными 

являются кольцевые и коробчатые тонкостенные сечения, имеющие 

относительно большой момент инерции. 

 

Расчеты на сопротивление усталости (расчеты на усталость) имеют в 

технике очень большое значение. Потеря работоспособности и поломки 

деталей конструкций часто происходят из-за усталости материала. На усталость 
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при изгибе рассчитывают валы и вращающиеся оси, на контактную усталость и 

изгиб рассчитывают зубья зубчатых передач, катки фрикционных передач и 

многие другие детали. Расчеты на усталость нередко выполняются как 

проверочные, получая в результате фактические коэффициенты запаса 

прочности S, которые сравнивают с допускаемыми для данной конструкции 

коэффициентами запаса прочности [S]  по условию ! ≥ �!�. Обычно �!� = 1,3 ÷
3 и более в зависимости от вида и назначения детали. При симметричном цикле 

изменения напряжений коэффициент запаса прочности определяют по 

формулам: для растяжения (сжатия) !� = 
JIр/F
; для кручения !ª = �JI/F�; 
для изгиба !� = 
JI/F
, где 
 и � – номинальные значения максимальных 

нормальных и касательных напряжений; F – коэффициент снижения предела 

выносливости. При работе деталей в условиях асимметричного цикла 

коэффициент запаса прочности определяют по формулам: !� = 
JI/(F
� +
å�
�); !ª = �JI/(F�� + åª��); где 
� и 
� (�� и ��) – амплитуда и среднее 

напряжение цикла; å� и åª – коэффициенты чувствительности к асимметрии 

цикла, вычисляемые по формулам: å� = (2
JI − 
")/
", åª = (2�JI − �")/�", 
где 
JI и 
" (�JI	и	�") – пределы выносливости при симметричном и отнулевом 

циклах. В случаях сложного сопротивления (изгиб и кручение, кручение и 

растяжение или сжатие) общий коэффициент запаса прочности ! определяют из 

выражения 1/!8 = 1/!�8 + 1/!ª8, откуда ! = !� ∙ !ª/K!�8 + !ª8, где !� 	и		!ª – 

коэффициенты запаса прочности соответственно по нормальным и касательным 

напряжениям. 

 

Расчетная нагрузка определяется путем умножения нормативных 

значений нагрузок и воздействий на коэффициент надежности по нагрузке n, 

принимаемым по СНиПу (Строительные нормы и правила). Например, 

расчетная сила	5 = ,5Ò; расчетная равномерно распределенная нагрузка 

g = ,gÒ. Коэффициент надежности по нагрузке в зависимости от условий 

может быть больше или меньше единицы (,æç1). 
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Расчетная схема конструкции составляется, чтобы заранее исключить 

из рассмотрения те из факторов, которые в рассматриваемой ситуации почти не 

влияют на результаты. Выбор расчетной схемы должен учитывать две взаимно 

противоречивые стороны проблемы – безопасность и экономичность 

конструкции в период всего планируемого срока службы. Во многих случаях 

используются научно обоснованные процедуры при выборе расчетной схемы с 

перечислением минимума факторов, подлежащих учету. Прежде всего, это 

отнесение конструкции к пространственной, двумерной или одномерной 

модели. Весьма существенным фактором, входящим в понятие расчетной 

схемы, является нагрузка с указанием ее характера и различных комбинаций. 

Следующий фактор – это механические свойства конструкционного материала. 

Опыт проектирования, изготовления и эксплуатации конструкций позволяет, 

несмотря на все их разнообразие, выделить некоторые типовые расчетные 

схемы. В сопротивлении материалов анализируются достаточно простые 

расчетные схемы, а более сложные рассматриваются далее в специальных 

курсах. 

Расчетной схемой в сопротивлении материалов называют упрощенное 

или условное изображение конструкции, в которой отражены ее основные 

особенности. При выборе расчетной схемы второстепенные особенности и 

факторы, не влияющие на 

прочность конструкции, не 

рассматриваются. Введение 

понятия расчетной схемы 

значительно облегчает создание 

и использование общих методов 

расчета. Для примера на 

рисунке 52 показаны схема нагружения и расчетные схемы двух балок с 

нагрузками. Расчетная схема каждой балки дана в виде осевой линии с 

идеализированными опорами. При составлении расчетных схем допускаются 

некоторые отклонения от реальных условий работы конструкции. Например, 

Рис. 52  Схемы нагружения (а, б) и расчетные 
схемы (в, г) 
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принимают, что нагрузка, действующая на балку, передается на ось 

(рис. 52 в и г). Встречаются случаи, когда для одной и той же конструкции 

предлагается несколько расчетных схем или, наоборот, одной и той же 

расчетной схеме могут соответствовать различные конструкции. Это позволяет 

путем исследований одной расчетной схемы получить решения для целого 

класса инженерных задач. 

 

Расчетное сопротивление R – это величина, полученная в результате 

деления нормативного сопротивления �Ò на коэффициент надежности �&. Это 

сопротивление устанавливается соответствующим СНиПом. 

 

Рациональные формы сечений при кручении выбирают с помощью 

удельного момента сопротивления �р = �р/√�<, где �р – полярный момент 

сопротивления; � – площадь поперечного круглого сечения. В случае 

некруглого сечения стержней применяется формула �x = �x/√�<. Чем больше 

значение �x, тем рациональнее сечение. Наименьшее значение �x = 0,04 ÷
0,07 имеется у швеллера и двутавра. Наибольшее значение �x = 1,16 

наблюдается у круглого кольца при Ë = �/B = 0,9, где � – диаметр 

внутреннего отверстия кольца; B – внешний диаметр кольца. Следовательно, из 

двух сечений с одним и тем же �р или �x рациональным будет сечение с 

наименьшей площадью, то есть обеспечивающее наименьший расход 

материала. Сравнивая площадь стержней трубчатого сечения �8 с площадью 

стержней сплошного сечения �I при различных Ë = �/B и при условии равной 

прочности, будем иметь, что A�</16 = AB<(1 − Ë�)/16. Для равнопрочности 

должно соблюдаться условие B = �/√1 − Ë�´
и �8/�I = (1 − Ë8)/K(1 − Ë�)8´ . 

При Ë = 0; �8/�I = 1; Ë = 0,5; �8/�I = 0,79; Ë = 0,9; �8/�I = 0,39. Из этого 

видно, что применение трубчатых тонкостенных стержней дает большую 

экономию металла. При подборе сечений по жесткости в качестве критерия 

экономичности профиля может служить безразмерная величина éр = $р/�8 (или 
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éx = $x/�8 для некруглых сечений), которую называют удельным полярным 

моментом инерции или удельной геометрической крутильной жесткостью. Как 

видно, при расчете на жесткость преимущества кольцевых тонкостенных 

сечений по сравнению с другими типами сечений еще более возрастают. 

 

Реакции опорных закреплений зависят от их основных видов. Реакция 

подвижной шарнирной опоры � (рис. 53 а) направлена по нормали к 

поверхности, на которую 

опираются катки подвижной 

опоры. Реакция �� неподвижной 

опоры E проходит через ось 

шарнира и может иметь любое 

направление в плоскости чертежа; 

при решении задач реакцию �� заменяют составляющими ê�иУ�. Реакция 

�� = Kê�8 + У�8 . Жесткая заделка (рис. 53 б) не допускает не только линейных 

перемещений балки, но и ее поворота; в этом случае на заделанный конец 

балки со стороны опорных плоскостей действует система распределенных сил 

реакции; реакции неизвестной силы �Z, приложенной в этой точке, и пара с 

моментом �Z. 

 

Реакции основных типов связи. Ниже рассмотрены пять связей: 1) тело 

опирается на неподвижную поверхность в точке � (рис. 54 а, б); 2) связь 

осуществляется в виде гибкой нерастяжимой нити (рис. 54 в); 

3) цилиндрический шарнир или шарнирно-неподвижная опора (рис. 54 г); 

4) шаровой шарнир (рис. 54 д); 5) стержень, закрепленный на концах 

Рис. 53 Шарнирные опоры (а), 
жесткая заделка (б) 
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шарнирами (рис. 54 е). При опирании тела в точке � (рис. 54 а) реакция �

 
 

Рис. 54 Основные типы связей 

 

направлена по нормали к опорной поверхности в этой точке. Эта реакция 

называется нормальной реакцией. Относительно реакций �I и �8 (рис. 54 б) 

следует отметить, что они также направлены по нормали к другой поверхности, 

как показано на рисунке. При связи в виде гибкой нерастяжимой нити 

(рис. 54 в) реакции ÈI и È8 направлены вдоль нити. Примерами такой связи 

могут служить канат, цепь, трос. В шарнирно-неподвижном соединении 

(рис. 54 г) тело �E, прикрепленное к опоре � может поворачиваться вокруг оси 

шарнира, и поэтому реакция � шарнира может иметь любое направление в 

плоскости ��7. При этом заранее неизвестны ни величина реакции связи �, ни 

ее направление (угол d). Шаровой шарнир (рис. 54 д) закрепляет какую-нибудь 

точку тела так, что она не может совершать никаких перемещений в 

пространстве. Реакция � такой связи может иметь любое направление в 

пространстве, но при этом заранее неизвестны ни модуль реакции �, ни углы, 
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образуемые с осями �, 7, [. В некоторых конструкциях связью может служить 

стержень, закрепленный на концах шарнирами (рис. 54 е). Для условия 

равновесия стержня �E силы, приложенные в точках �	и	E, должны быть, по 

первой аксиоме, направлены вдоль одной прямой, то есть вдоль оси стержня 

�E. Нагруженный на концах стержень, весом которого можно пренебречь, 

работает только на растяжение или сжатие. При использовании такого стержня 

в качестве связи реакция связи � будет направлена вдоль оси стержня. 

 

Резервуары выполнены чаще всего в виде сферы и цилиндра. Толщина 

стенок резервуаров обычно 

мала по сравнению с их 

диаметром, поэтому их 

называют тонкостенными 

сосудами. Для определения 

напряжений, возникающих в 

стенках резервуаров, находящихся под действием внутреннего давления, 

пользуются методом сечений. На рисунке 55 изображен сферический резервуар 

радиусом � и толщиной стенки δ, находящийся под внутренним давлением ¢. 

Из условий симметрии видно, что в таком резервуаре напряжения равны в 

направлении как оси �, так и оси 7. Из условия равновесия отмеченных частей 

резервуара можно установить 
� ∙ 2A�© = 
T ∙ 2A�© = A¢�8, где 2A�© – 

площадь сечения оболочки. Отсюда 
� = 
T = ¢�/2©. Таким образом, 

напряжения в сферическом резервуаре пропорциональны давлению и радиусу 

сферы и обратно пропорциональны толщине стенки резервуара. Определение 

напряжений в цилиндрическом резервуаре, состоящем из двух днищ и 

цилиндрической обечайки, производится также методом сечений. Уравнения 

для определения напряжений в сферических днищах представлены выше. Для 

определения напряжений в цилиндрической части резервуара рассекают эту 

часть в продольном и поперечном направлении и вырезают из цилиндрической 

Рис. 55 Определение напряжений в стенках резервуара 
(сферического) 
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поверхности участок длиной �. Проектируя все силы на ось 7, находят 

окружное напряжение 
T = ¢�/©. Далее проектируя силу на ось �, находят 

осевое напряжение 
� = ¢�/2©. Отсюда видно, что в цилиндрическом 

резервуаре окружные напряжения вдвое больше, чем осевые напряжения. При 

одинаковых радиусах и толщинах стенки максимальные напряжения в 

сферическом резервуаре в два раза меньше максимальных напряжений в 

цилиндрическом резервуаре. Следует отметить, что в трубопроводе 

максимальные напряжения возникают в окружном направлении и 

определяются по формуле 
 = ¢�/©. 

 

Резонанс – явление повышения амплитуды при совпадении частот 

собственных колебаний и вынуждающей силы, а само совпадение частот 

называется условием резонанса. 

 

Релаксация – явление, при котором упругие деформации тела со 

временем переходят в пластические, а результатом этого является изменение 

действующих напряжений при сохранении полной величины деформации. 

Вследствие релаксации соединения, выполненные с натягом, при длительной 

работе в условиях высоких температур ослабевают. 

 

Релаксация напряжений – явление медленного уменьшения 

напряжений в образце при постоянной деформации. Результаты испытаний на 

релаксацию представляются в виде кривых релаксации, то есть кривых 

зависимости напряжений от времени. В металлических образцах при высоких 

температурах напряжение часто убывает до нуля. 

 

Рекомендации к решению задач статики заключаются в следующем: 

1) определить и выбрать твердое тело, равновесие которого требуется изучить 

для определения искомых величин; 2) изобразить задаваемые силы, 

приложенные к твердому телу; 3) связи, наложенные на твердое тело, мысленно 
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отбросить и заменить их соответствующими  силами реакций; 4) выбранную 

систему осей декартовых координат направить так, чтобы они оказались 

параллельны или перпендикулярны возможно бо́льшему числу неизвестных 

сил, а также чтобы линии действия неизвестных сил пересекали эти оси; 

5) составить уравнения равновесия твердого тела; 6) решить систему уравнений 

и найти неизвестные величины. Отдельные примеры решения задач статики 

приведены в Приложении. 

 

Роберт Гук (1635 – 1705) – английский ученый, открыл закономерность 

между силами и вызываемыми перемещениями, которая известна как закон 

Гука. Этот закон гласит, что «сила любого упругого тела находится в 

постоянном отношении с удлинением, поэтому если одна сила растягивает или 

изгибает его на определенную величину, то две силы будут изгибать его на две 

такие величины, три – на три и так далее. И это есть Правило, или Закон, 

Природы, в соответствии с которым и происходят все виды 

Восстанавливающего, или Упругого, движения». Роберт Гук сформулировал 

важнейшее соотношение, устанавливающее прямо пропорциональную 

зависимость удлинения образца от растягивающей силы. 

 

Роквелла метод заключается в том, что в образец вдавливается 

наконечник в виде стального шарика и алмазного конуса. Диаметр шарика 

B = 1,588 мм. Алмазный конус имеет при вершине образующий угол α=120° и 

радиус закругления в основании £ = 0,2 мм. Конус используют при испытаниях 

образцов из твердой закаленной стали. Образцы испытывают на приборе ТК-2 

или на других подобных приборах. Наконечник вдавливается в образец под 

действием двух нагрузок, прилагаемых последовательно: предварительной 

5о = 98	Н, при этом наконечник внедряется в образец на глубину ℎI; и 

основной 5 = 980	Н для шарика и 5 = 1470	Н для конуса; при этом 

наконечник внедряется в образец на глубину ℎ. Таким образом, под действием 

этих двух нагрузок (5 + 5о) глубина внедрения ℎ8 = ℎ + ℎI. Прибор имеет три 
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шкалы: А, В, С. Шкалу А используют при испытаниях образцов из очень 

твердых материалов, тонкого листового металла, а также при определении 

твердости тонкого верхнего слоя на образцах, подвергнутых упрочнению. 

Твердость по Роквеллу по шкале А обозначается D��. При измерении 

твердости шариком используют шкалу E, а твердость обозначается D�E. При 

испытаниях термически обработанных стальных образцов алмазным конусом 

глубину внедрения измеряют по шкале С. При этом твердость по Роквеллу 

обозначается D�Ë. Числа твердости по Роквеллу D� выражается формулами: 

при измерении по шкалам А и СD�Ë = 100 − (ℎ8 − ℎI)/0,002, при измерении 

по шкале ВD�E = 130 − (ℎ8 − ℎI)/0,002. Для перевода мер твердости по 

Роквеллу в единицы по Бринеллю имеется специальная таблица. 

С 

Сварные соединения – см. Расчет сварных соединений. 

 

Свободное и стесненное кручение – см. Депланация (искривление). 

 

Свод – несущая пространственная конструкция криволинейного 

очертания, работающая преимущественно на сжатие. Распор свода 

воспринимается обычно затяжками, контрфорсами, поперечными стенами и 

т. п. 

 

Свойства механической энергии заключаются в законе сохранения 

механической энергии и в законе минимума потенциальной энергии 

деформации или в принципе наименьшей работы. Эти два важных свойства 

механической энергии широко используются в современных методах расчета 

конструкций при любых деформациях: растяжении, сжатии, кручении, изгибах 

и т. д. Закон сохранения энергии дает одно уравнение, пользуясь которым 

можно определить одно неизвестное, например перемещение по направлению 
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внешней силы или неизвестное усилие в одном из стержней. Широко 

используется в расчетах конструкций энергетический закон, называемый 

принципом наименьшей работы. Этот принцип справедлив для любых систем, 

но для систем, подчиняющихся закону Гука, он дает наиболее простые 

математические зависимости и любое нужное число уравнений для 

определения искомых неизвестных величин. 

 

Связь между коэффициентом Пуассона ì и изменением объема í 

бруса. Рассмотрим растяжение бруса длиной �, имеющего квадратное сечение 

со стороной �. После растяжения длина бруса увеличивается до �I = � + ∆� =
�(1 + �), а размеры поперечного сечения уменьшатся и сторона квадрата станет 

равной �I = � − ∆� = �(1 − p�). Тогда объем бруса ¥I = �8�(1 + � − 2p�), а 

абсолютное изменение объема ∆¥ = ¥I − ¥. Относительное изменение объема 

∆¥/¥ = �(1 − 2p), где � – продольная деформация. 

 

Связь между напряжениями и деформациями является основной в 

сопротивлении материалов и носит название закона Гука в виде 
 = 
 ∙ �, где 
 

– напряжение; � – деформация; 
 – модуль упругости (модуль Юнга) при 

растяжении – сжатии материалов. Однако, как показывает опыт, линейная 

зависимость между напряжением и деформацией наблюдается не при всех 

значениях напряжений. Так, при достижении напряжением некоторого 

предельного значения зависимость между 
 и � начинает отклоняться от 

линейной. То напряжение, до которого соблюдается пропорциональность 

между
 и �, называют пределом пропорциональности и обозначается 
пц. 
Такие материалы, как чугун, полимеры, камень и другие, имеют очень низкий 

предел пропорциональности и уже при малых значениях напряжений 

обнаруживают довольно значительные отклонения от закона Гука. Сталь и ее 

сплавы имеют высокий предел пропорциональности. 
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Сдвиг в сопротивлении материалов – вид деформации, 

характеризующийся изменением углов элементарных параллелепипедов тела 

без изменения размеров их граней. Сдвиг 

вызывается касательными напряжениями �. 
При сдвиге справедлив закон Гука: � = ��, 

где � – модуль упругости; � – относительный 

сдвиг или угол сдвига. Различают чистый 

сдвиг, абсолютный сдвиг, относительный 

сдвиг (угловая деформация) и октаэдрический 

сдвиг. Чистым сдвигом называется 

напряженное состояние, при котором действуют только касательные 

напряжения. При таком сдвиге происходит линейное смещение двух 

параллельных граней элемента относительно друг друга. Абсолютным сдвигом 

называется величина линейного смещения S (рис. 56). Отношение абсолютного 

сдвига S к расстоянию � между смещающимися гранями !/� = .c� называется 

относительным сдвигом или угловой деформацией. Угловые деформации �I, 
�8, �< определяются по закону Гука. Они соответственно равны �I = �8 − �< =
�I/�, �8 = �I − �< = �8/�, �< = �I − �8 = �</�, где �I, �8, �< – главные 

линейные деформации (относительные удлинения, происходящие в 

направлениях действия главных напряжений); �I, 	�8, �< – экстремальные 

касательные напряжения; G – модуль сдвига или модуль касательной упругости 

материала (� = 
/2(1 + p). Октаэдрическим сдвигом называется 

относительный сдвиг �", происходящий под действием октаэдрического 

касательного напряжения �" и определяется по формуле: �" = �"/� =
2/3K�I8 + �88 + �<8. 

 

Секториальная площадь – это площадь, покрываемая радиусом 

заданной точки при ее движении вдоль контура из начальной точки �" в 

рассматриваемую точку N. Секториальная площадь больше нуля, если радиус ¢ 

Рис. 56 



162 

 

вращается против хода часовой стрелки при взгляде на сечение в 

положительном направлении оси z. В тонкостенном стержне открытого 

профиля депланация происходит по закону секториальных площадей, так как 

перемещения точки пропорциональны секториальным площадям. 

Секториальную площадь называют секториальной координатой точки, если 

между положением точки на дуге и площадью существует однозначное 

соответствие. 

 

Сечение рациональное – см. Рациональные формы сечений. 

 

Сжатие и растяжение внецентренное – см. Внецентренное растяжение 

– сжатие. 

 

Сила критическая – см. Критическая сила и критическое 

напряжение. 

 

Сила поперечная – см. Поперечная сила. 

 

Сила продольная – см. Продольная сила. 

 

Силовая линия – см. Линия силовая. 

 

Симметричная нагрузка – это такая нагрузка, при которой все внешние 

силы, приложенные к правой части рамы, являются зеркальным отображением 

сил, приложенных к левой части относительно оси симметрии. 

 

Симметричная система – это система, у которой геометрическая схема, 

образованная осями стержней, имеет ось симметрии, а жесткости симметрично 

расположенных элементов равны друг другу. 
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Симон Дени Пуассон (1781 – 1840) – французский механик, физик и 

математик, впервые ввел в теорию сопротивления материалов коэффициент p, 

характеризующий свойства материала и определяемый экспериментально. Этот 

безразмерный коэффициент носит имя Пуассона, абсолютное значение 

которого равно отношению относительной поперечной деформации �попер к 

относительной продольной деформации �прод, то есть p = î�попер/�продî. 
Первоначально коэффициент p принимался постоянным для любого материала 

и равным 0,25. В дальнейшем английский исследователь Д. Грин теоретически 

обосновал, что коэффициент Пуассона не может иметь постоянного значения 

для всех материалов. Экспериментальным путем доказано, что для различных 

материалов значения коэффициентов Пуассона находятся в пределах 0 ≤ p ≤
0,5. 

 

Система канонических уравнений метода сил – это система линейных 

алгебраических уравнений: ©II�I + ©I8�8 + ∆Iï= 0; ©8I�I + ©88�8 + ∆8ï= 0. 

Число уравнений совпадает со степенью статической непреодолимости 

системы. Перемещения ©�ð и ∆�ï определяются по формуле Мора. Для этого 

необходимо построить эпюры моментов от единичных неизвестных и от 

нагрузки в основной статически определимой системе. Из выше приведенной 

системы уравнений находят неизвестные �I, �8, после чего определяют 

внутренние усилия в элементах заданной системы, так же как это делается в 

статически определимых системах. 

 

Система сил – это совокупность одновременно действующих на тело 

сил. Системы сил, оказывающие на тело одинаковое воздействие, называют 

эквивалентными. Уравновешенной системой сил называется такая система, под 

действием которой свободное тело продолжает оставаться в покое. Система 

сил, линии действия которых пересекаются в одной точке, называется 

сходящейся. Система сходящихся сил приводится к системе сил, приложенных 
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в этой точке, а также такая система может быть заменена равнодействующей 

силой. Для равновесия системы сходящихся сил необходимо и достаточно, 

чтобы алгебраическая сумма проекций всех сил на каждую из координатных 

осей была равна нулю. Система сил, линии действия которых расположены в 

различных плоскостях, называется пространственной системой сил. Для 

равновесия пространственной системы сходящихся сил необходимо и 

достаточно, чтобы алгебраическая сумма проекций всех сил на каждую из трех 

координатных осей равнялась нулю. 

 

Сложение сил на плоскости. Просто решается задача о сложении двух 

сил, приложенных в одной точке. Если в точке � приложены две силы 5Iи 58, 
то на основании третьей аксиомы статики 

равнодействующая � данных сил приложена в той же 

точке � и изображается по модулю и направлению 

диагональю параллелограмма, построенного на этих 

силах, как на сторонах (рис. 57). Равнодействующую 

можно найти также строя только один из треугольников 

�EË или �BË. Для построения любого из них, например 

�EË, из конца вектора 5I проводим вектор EË, равный 

вектору силы 58. Замыкающая сторона �Ë треугольника �EË изображает по 

модулю и направлению равнодействующую двух данных сходящихся сил. 

Полученный треугольник �EË называются силовым треугольником, а способ 

сложения – правилом треугольника. Следует отметить, что при сложении 

нескольких сил (больше двух) можно также воспользоваться тем же правилом 

силового треугольника. Сложение сил можно также выполнять, не строя 

каждый раз треугольник сил, а достаточно в конце вектора 5I (точка E) 

приложить начало вектора 58, затем к концу вектора 58 – начало вектора 5< и 

т. д. Изложенный способ нахождения равнодействующей трех и более сил 

называется правилом многоугольника. 

 

Рис. 57 Сложение сил 
правилом треугольника 
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Сложные виды нагружения – см. Виды нагружения. 

 

Смятие поверхностей деталей может произойти, если детали 

конструкции, передающие значительную сжимающую нагрузку, имеют 

небольшую площадь контакта. Расчетное уравнение на смятие имеет вид 


см = 5/�см ≤ �
см�, где 5 – сжимающая сила; �см – площадь контакта; �
см� – 

допускаемое напряжение на смятие. Если соприкасающиеся детали сделаны из 

разных материалов, то на смятие проверяют деталь из более мягкого материала. 

При контакте двух деталей по цилиндрической поверхности в расчетную 

формулу подставляют не площадь боковой поверхности полуцилиндра, по 

которой происходит контакт, а значительно меньшую площадь диаметрального 

сечения отверстия (условная площадь смятия). Тогда �см = �©, � – диаметр 

отверстия; © – толщина соединяемой детали (высота цилиндра). При различной 

толщине соединяемых деталей в расчетную формулу подставляют меньшую 

толщину. В машиностроении 
см для болтовых, штифтовых и шпоночных 

соединений из стали принимают 100÷120 МПа, для клепаных соединений – 

240÷320 МПа. 

 

Собственный вес стержня – см. Учет собственного веса стержня. 

 

Совместное действие изгиба и кручения круглого стержня вызывает 

сложное сопротивление, состоящее из различных комбинаций простых 

напряжений. В связи с этим для решения поставленных задач применяется 

принцип независимости действия силовых факторов (моментов и сил) и 

суммирования напряжений от каждого из видов нагрузки. При одновременном 

действии изгиба и кручения находят напряжения отдельно от действия каждого 

из моментов по известным формулам. Для определения максимальных 

нормальных напряжений от изгиба используется формула 
��� = �/�, где 

� = 0,1�<; � – диаметр стержня; � – момент сопротивления изгибу. Для 

определения напряжения от кручения используется формула ���� = �кр/�р, 
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где �р = 0,2�< – момент сопротивления кручению. Следует отметить, что  

крутящие моменты и касательные напряжения действуют в плоскости 

поперечного сечения, а изгибающие моменты и нормальные напряжения – в 

плоскости, перпендикулярной поперечным сечениям. 

 

Совместное действие сдвига и кручения необходимо рассматривать 

при расчете напряжений, например, в пружинах. Для этих целей методом 

сечений определяют внутренние силовые факторы (силу и крутящий момент 

�кр) из условия равновесия:  = 5, �кр = 0,55B, где 5 – сила, растягивающая 

пружину; B – диаметр пружины. Возникающие касательные напряжения � 
определяют от каждого силового фактора отдельно: от сдвигающей силы 

 �ñ =  /! = 5/!, где ! = A�8/4 – поперечное сечение проволоки пружины; � 

– диаметр проволоки; от крутящего момента �кр�&��� = �кр/�р = 5B/2�р, где 

�р = A�</16 – момент сопротивления кручению. Суммарные максимальные 

напряжения в поперечных сечениях пружины ���� = �ñ + �&��� = 45/A�8 +
85B/A�<. Учитывая, что �/2B намного меньше единицы, этим членом можно 

пренебречь и ���� = 85B/A�<. Однако в этом случае не будут учтены 

напряжения от сдвига, которые значительно меньше напряжений от кручения и 

которыми можно пренебречь. Ниже приведен пример определения диаметра 

проволоки для навивки пружины наружного диаметра D=0,1 м, растягиваемой 

силой F=1 кН. Допускаемое напряжение стальной проволоки ��� = 200	МПа. 
Исходя из очевидного условия прочности ���� ≤ ��� и приведенной выше 

формулы, определяется � = K85B/A���´ = 11	мм. (См. пример в Приложении). 

 

Сопротивление материалов – наука о прочности и деформируемости 

элементов (деталей), сооружений и машин. Основные объекты изучения 

сопротивления материалов – стержни и пластины, для которых 

устанавливаются соответствующие расчеты на прочность, жесткость и 

устойчивость при действии статических и динамических нагрузок. 
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Теоретические положения этого базируются на законах и выводах 

теоретической механики, а также на опытных данных о свойствах материалов 

деформироваться под действием приложенных к ним внешних сил. В задачи 

сопротивления материалов входят обобщение инженерного опыта создания 

машин и сооружений, разработка научных основ проектирования надежных 

изделий, совершенствование методов оценки прочностной надежности и 

долговечности конструкций. Сопротивление материалов является связующим 

звеном между теоретическими науками и конкретными техническими 

дисциплинами. 

 

Сопротивление усталости материалов – это способность материалов 

противостоять усталости, то есть процессу постепенного накопления 

повреждений материала под действием переменных напряжений, приводящих к 

изменению свойств, образованию трещин, их развитию и разрушений. Число 

циклов напряжений до начала усталостного разрушения называется 

циклической долговечностью. Пределом выносливости называется 

максимальное по абсолютному значению напряжение цикла, при котором 

материал может сопротивляться усталости при заданной циклической 

долговечности. Предел выносливости для нормальных напряжений при 

симметричном цикле обозначают 
JI, при отнулевом цикле – 
", при цикле с 

коэффициентом асимметрии �� – 
ò. Экспериментально установлено, что при 

любом асимметричном цикле предел выносливости материала будет выше, чем 

при симметричном цикле. Это означает, что симметричный цикл является 

наиболее опасным. Величина предела выносливости зависит от вида 

деформации. Испытания на усталость при растяжении – сжатии и кручении 

проводятся реже, поэтому пределы выносливости при растяжении 
JIр и 

кручении �JI определяют из эмпирических формул по известному пределу 

выносливости 
JI при симметричном цикле изгиба: 
JIр ≈ 	0,7 ÷ 0,9)
JI; 
�JI ≈ 0,58
JI. Пределы выносливости для симметричного цикла изгиба могут 

быть определены по следующим эмпирическим соотношениям: для 
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углеродистой стали 
JI ≈ 0,43
В; для легированной стали 
JI ≈ 0,35
В +
120	МПа; для серого чугуна 
JI ≈ 0,45
В, где 
В – временное сопротивление. 

При расчетах деталей, не предназначенных для длительной эксплуатации, 

вместо предела выносливости учитывается предел ограниченной выносливости 


òô – максимальное по абсолютному значению напряжение цикла, 

соответствующее задаваемой циклической долговечности N. Эти значения (
òô 

при N) определяют по кривой усталости, построенной по экспериментальным 

данным при испытании образцов. 

 

Сосредоточенные нагрузки – см. Внешние нагрузки. 

 

Сосуды тонкостенные используются в технике, стенки которых 

воспринимают давление жидкостей, газов, паров и сыпучих тел. К таким 

сосудам можно отнести: паровые котлы, резервуары для жидкостей, цистерны, 

рабочие камеры двигателей и т.п. Если сосуды имеют форму тел вращения и 

толщина стенок их незначительна, а нагрузка осесимметрична, то определение 

напряжений, возникающих в их стенках под нагрузкой, не вызывает 

затруднений. В таких случаях принимают, что в стенках возникают только 

нормальные напряжения (растягивающие) и что эти напряжения 

распределяются равномерно по толщине стенки. Расчеты, основанные на таких 

допущениях, хорошо подтверждаются опытами, если толщина стенки не 

превосходит примерно 0,1 минимального радиуса кривизны стенки. 

 

Сплошная нагрузка в строительной механике – нагрузка, 

распределенная непрерывно по данной площади или по линии. Такая нагрузка 

может быть равномерно распределенной (постоянной интенсивности) или 

изменяться по другому закону, например линейному, квадратичному. 

 

Способы закрепления стержней (часто встречающиеся) показаны на 

рис. 58. 1) Оба конца стержня закреплены шарнирно и могут сжиматься (а), 
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p = 1,0. 2) Нижний конец жестко защемлен, верхний свободен (б), p = 2,0. 

3) Оба конца жестко защемлены, но могут 

сближаться (в), p = 0,5. 4) Нижний конец 

закреплен жестко, верхний – шарнирно, 

концы могут сближаться (г), p = 0,7. 

5) Нижний конец закреплен жестко, 

верхний имеет «плавающую заделку» (д), 

p = 1,0. Здесь p – коэффициент 

приведения длины стержня, зависящий от 

способа закрепления концов стержня. Чем меньше p, тем больше критическая 

сила 5кр, а следовательно, и допускаемая сжимающая нагрузка. 

 

Способы оценки твердости материалов связаны с поведением его 

поверхностного слоя при механическом воздействии на материал. При этом 

используют два различных метода: 1) качественный, или сравнительный метод, 

когда пластическая деформация поверхности осуществляется при взаимном 

царапании сравниваемых материалов; 2) количественный метод, при котором 

пластическая деформация поверхности материала достигается вдавливанием в 

нее так называемых инденторов, то есть стандартных твердых тел различной 

геометрической формы. В первом случае применяют шкалу твердости по 

Моосу в качестве ориентира, то есть обозначают стандартные материалы 

твердых тел 10 видов (от талька до алмаза), которые ступенчато 

классифицированы от 1 до 10 в зависимости от твердости, определяемой при 

взаимном царапании. Как ориентир твердости материалов показатель твердости 

по Моосу является весьма качественным экспериментальным показателем. 

Количественный метод определения твердости связан с приложением нагрузки 

посредством вдавливания индентора из алмаза или другого материала в 

поверхность испытуемого образца. По величине образующегося отпечатка 

рассчитывают показатель твердости. В зависимости от типа и формы индентора 

Рис. 58 Схемы способов закрепления  
концов стержней 
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различают показатель по Бринеллю (символ HВ), по Виккерсу (HV), по Кнуппу 

(HN) и по Роквеллу (HR). Величину твердости в зависимости от высоты отскока 

стального шарика при падении на поверхность твердого тела называют 

показателем твердости по Шору. Результаты испытаний на твердость одних и 

тех же материалов, проведенных различными методами, как правило, 

неодинаковы, хотя сходимость их во всех случаях имеет место. Так, 

зависимость между твердостью по Моосу М и твердостью по Виккерсу HV 

выражается формулой �cDõ = ��, где � – константа (для металлов � = 1,2; для 

керамики � = 1,6. Твердость по методу вдавливания рассчитывают по 

следующим формулам: D� = 25/AB{B − √B8 − �8|; Dõ = 1,8545/�8; Dô =
14,235/�8, где 5 – нагрузка на индентор; B – диаметр индентора; � – диаметр 

отпечатка; � – длина отпечатка. Зависимость напряжения разрушения 

материалов от твердости, например по Виккерсу, выражается уравнением 


² = Dõ/,, где 
² – предельное напряжение (МПа); Dõ – твердость по 

Виккерсу (МПа); , – показатель, учитывающий тип материала (для металлов 

,~3, для керамики ,~20 ÷ 50). 

 

Средняя линия (контур) тонкостенного поперечного сечения стержня 

замкнутого профиля – это линия пересечения срединной поверхности и 

поперечного сечения. Следует отметить, что при свободном кручении стержня 

с таким поперечным сечением касательные напряжения распределены 

равномерно по толщине стенки сечения, а интенсивность потока касательных 

усилий вдоль замкнутого контура сечения постоянна на всей длине контура. По 

формуле Бредта касательные напряжения имеют вид: � = ./© = �U/Ω©, где . – 

поток касательных сил; © – толщина стенки сечения; �U – внутренний 

крутящий момент (�U = .Ω); Ω – удвоенная площадь, охватываемая контуром 

сечения. 
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Срез (сдвиг) – разрушение в результате сдвига одной части материала 

относительно другой, возникающее под действием касательных напряжений. 

Термин «срез», в отличие от скалывания, применяется преимущественно для 

пластического разрушения при сдвиге. Различают двойной сдвиг (по двум 

параллельным плоскостям) и сдвиг одинарный. Сопротивление срезу 

определяют при испытаниях на кручение, двойной срез и другими способами. 

 

Стабильный материал (циклически стабильный) – это материал, у 

которого остаточная деформация не меняется во всех циклах нагружения. 

 

Статика – это раздел механики, в котором излагается общее учение о 

силах и изучаются условия равновесия материальных тел, находящихся под 

действием сил. В статике изучается только так называемое абсолютное 

равновесие тела, когда можно пренебречь движением тела. 

 

Статическая нагрузка – нагрузка, значение, направление и место 

приложения которой изменяется столь незначительно, что при расчетах их 

принимают не зависящими от времени и поэтому пренебрегают влиянием сил 

инерции, обусловленных такой нагрузкой. 

 

Статические зависимости в одномерной задаче о стержне выражают 

условия равновесия элемента стержня и дают соотношения между внутренними 

усилиями и интенсивностью внешней нагрузки. 

 

Статический момент площади сечения – это сумма произведений 

площадей элементарных площадок на расстояние их до оси, взятых по всей 

площади. На основании теоремы о моменте равнодействующей сумма 

статических моментов элементарных площадок относительно какой-нибудь оси 

равна моменту всей площади относительно этой оси, то есть произведению 

площади сечения на расстояние от центра тяжести сечения до оси: !� = 7v!, где 
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7v – расстояние от центра тяжести рассматриваемого сечения до оси �. 

Статический момент относительно оси 7: !T = �v!, где �v – расстояние от 

центра тяжести сечения до оси 7. Статический момент имеет  единицу длины в 

третьей степени, то есть измеряется в мм3, см3, м3. Моменты относительно осей 

�	и	7 называются определенные интегралы вида !� = �7��; !T = ����, где � 

– площадь сечения; �	и	7 – координаты элемента площади ��. Если известно 

положение центра тяжести сечения, то статические моменты сечения могут 

быть подсчитаны по формулам без взятия интегралов, а именно !� = 7½�; 

!T = �½�, где �½ и 7½ – координаты центра тяжести сечения. Статический 

момент сечения относительно оси, проходящей через центр тяжести, равен 

нулю. Центр тяжести сечения лежит на оси симметрии сечения. 

 

Статически неопределимые системы – это системы, в которых число 

наложенных связей больше числа уравнений равновесия. В этих системах 

невозможно определить как усилия в связях, так и внутренние усилия, 

используя только уравнения равновесия. Разность между числом неизвестных и 

числом независимых уравнений равновесия в данной системе называют 

степенью статической неопределимости. Неизвестные усилия в таких системах 

могут быть определены, если условия равновесия дополнить условиями, 

характеризующими деформацию данной системы. Число этих дополнительных 

условий (уравнений) равно степени статической неопределимости системы. Их 

условно называют уравнениями перемещений. 

 

Статически определимые системы – это системы, находящиеся в 

равновесии при действии заданных нагрузок, а также если все реакции в связях 

закрепления и внутренние усилия в элементах системы могут быть определены 

исходя из уравнений равновесия. 
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Статически определимые фермы – это фермы, в которых усилия в 

стержнях полностью определяются условиями равновесия. На рисунке 59 

такими фермами являются фермы а, б, г; фермы в, д являются статически 

неопределимыми. Расчет статически определимых ферм проводится методом 

сечений. В таких фермах усилие, приходящееся на стержень, не зависит от 

размеров его поперечного сечения и физических свойств материала. При 

разрушении одного из стержней разрушается сразу вся эта система. Так как 

опоры фермы являются шарнирными, то они могут воспринимать только силы 

и не могут воспринимать моменты. 

Статически определимое закрепление 

фермы при плоской системе сил 

осуществляется двумя опорами, одна из 

которых воспринимает силу произвольного 

направления. Статическая определимость 

закрепления определяется числом связей в 

опорах. Для плоской фермы оно должно 

быть равно трем, так как имеются три 

условия равновесия плоской системы сил. 

 

Степень статической неопределимости системы можно найти как 

разность между числом искомых усилий и числом независимых уравнений 

равновесия, которые можно составить для их получения. Например, для 

стержня число неизвестных реакций равно пяти, а число уравнений равновесия 

для их отыскания – трем, то стержень является дважды статически 

неопределимой системой. Степень статической неопределимости равна числу 

лишних связей, удаление которых превращает статически неопределимую 

систему в кинематически неизменяемую статически определимую. 

 

Стержень – это элемент конструкции, у которого длина существенно 

превышает характерные размеры поперечного сечения (см. Виды основных 

Рис. 59  Системы стержней 
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элементов конструкций). Осью стержня является геометрическое место точек, 

являющихся центрами тяжести поперечных сечений. Преимущественная работа 

материала в стержне – это сжатие или растяжение в осевом направлении 

(особенность представляет деформация кручения). Различают прямые и кривые 

стержни, непрерывно или ступенчато с изменяющимся поперечным сечением. 

Стержни (брусья), которые в основном работают на изгиб, называют балками. 

Стержневые элементы конструкций, воспринимающие вертикальные 

сжимающие силы, называют стойками, а наклонные стержни – раскосами. 

Конструкцию, состоящую из соединенных изгибаемых стержней, называют 

рамой. Если шарнирно соединенные стержни работают только на растяжение 

или сжатие от нагрузки, приложенной в узлах, то такую конструкцию называют 

фермой. 

 

Стержень равного сопротивления – это стержень переменного сечения, 

у которого напряжения во всех сечениях должны быть одинаковыми и 

близкими к предельно допустимым для данного материала. Форма боковой 

поверхности такого стержня ограничена кривой, а площадь поперечного 

сечения изменяется по экспоненциальному закону. Продольная сила также 

изменяется по этому же закону, а нормальные напряжения во всех сечениях 

остаются постоянными и постоянными будут и относительные удлинения, а 

перемещения сечений изменяются по линейной зависимости. 

 

Стержневые системы – это фермы, в которых стержни работают на 

растяжение или сжатие. Наклонные стержни фермы часто называют раскосами, 

подкосами, тягами; вертикальные стержни – стойками; горизонтальные 

стержни – поперечинами (траверсами). Фермы бывают плоскими и 

пространственными. Соединения стержней должны быть шарнирными, чтобы 

они передавали усилия, направленные вдоль оси. Если стержень имеет два 

шарнирных конца и поперечная нагрузка на стержень отсутствует, то из 

условия его равновесия следует, что усилие на стержень действует вдоль его 
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оси. Внешние силы, действующие на фермы, приложены в узлах, то есть в 

точках соединения стержней. Собственный вес стержней при расчете не 

учитываются. Фермы в большинстве случаев имеют несколько узлов, 

опирающихся на другие элементы конструкции или на фундамент. Опорные 

узлы предполагаются шарнирными, причем закрепление опорных узлов должно 

допускать свободное температурное расширение стержней фермы. Следует 

отметить, что узлы фермы часто выполняют с помощью сварки. Определение 

усилий в стержнях в таком случае является приближенным, но для длинных 

стержней погрешность приближения невелика. 

 

Стесненное кручение стержней происходит, если депланация переменна 

на их длине. Возникающие при стесненном кручении нормальные напряжения 

в стержнях с незамкнутым контуром сечения могут иметь большие значения и 

оказывают существенное влияние на их прочность и жесткость. Задача 

стесненного кручения является статически неопределимой. При стесненном 

кручении в поперечных сечениях возникает система взаимноуравновешенных 

продольных сил и напряжений, значения которых установить статическим 

путем невозможно. Найти их можно только выразив нормальные напряжения, 

возникающие в поперечных сечениях, через функцию углов закручивания. 

 

Стрелецкий Н. С. (1885 – 1967) – крупный русский инженер и ученый в 

области металлических строительных конструкций. Под руководством 

Стрелецкого Н. С. был разработан метод предельных состояний, который начал 

применяться с 1955 г. Поэтому методу в настоящее время рассчитывают все 

конструкции промышленных и гражданских зданий и сооружений, мостов и др. 

Т 

Твердость материала характеризует свойство материала сопротивляться 

внедрению в него более твердого тела, не получающего остаточных 
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деформаций. Основой методов испытания материалов на твердость является 

вдавливание в испытываемый образец наконечников разной формы, имеющих 

гораздо большую твердость, чем образец. Эти наконечники должны иметь 

вполне определенные формы и размеры. Основными методами определения 

твердости являются: метод Бринелля – вдавливание стального закаленного 

шарика; метод Роквелла – вдавливание алмазного конуса или стального 

закаленного шарика малого размера; метод Виккерса – вдавливание алмазной 

четырехгранной пирамиды. 

 

Температурные напряжения и деформации возникают при нагревании 

или охлаждении тела. Для примера рассмотрим образец длиной �, 
закрепленный с одного конца (рис. 60) и нагреваемый 

с температуры .I до .8. Изменение температуры 

образца (стержня) ∆. = .8 − .I. При нагревании 

длина образца увеличивается на величину ∆�x, 
называемую абсолютным температурным 

удлинением: ∆�x = d∆. ∙ �, где d – коэффициент 

линейного расширения. Тогда температурная 

деформация определится следующим образом: �x = ∆�x/� = d∆.. При 

нагревании ∆. > 0, а при охлаждении ∆. < 0. При нагреве или охлаждении 

образца, свободного хотя бы с одного конца, длина его изменяется 

беспрепятственно, и поэтому никаких напряжений в нем не возникает. Если 

дополнительно закрепить свободный конец, то в образце возникают 

напряжения 
x, называемые температурными. При нагреве образца, 

закрепленного с двух сторон, в нем возникают напряжения сжатия, а при 

охлаждении – растяжения. Деформацию от температурных напряжений можно 

определить, исходя из закона Гука 
x = 
��÷: ��÷ = 
x/
. При изменении 

температуры образца, закрепленного с двух сторон, его длина не изменится, 

Рис. 60 Температурная 
деформация стержня 
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поэтому сумма относительных деформаций�x и ��÷ должна равняться нулю 

{�x + ��÷ = 0|, а температурное напряжение 
x = −d∆.
. 

 

Тензодатчик – преобразователь деформации твердых тел в 

электрический сигнал. Работа тензодатчика сопротивления основана на 

свойстве металлической проволоки или фольги при деформации (растяжении 

или сжатии) изменять свое электрическое сопротивление. Конструктивно 

тензодатчик представляет собой решетку из проволоки или фольги, который 

приклеивается к поверхности исследуемой детали (при повышенных 

температурах – приваривается). Изготовляются ненаклеиваемые тензодатчики, 

преимущество которых заключается в отсутствии поперечной 

теплочувствительности и малом гистерезисе. 

 

Тензометр – прибор, применяемый для исследования распределения 

деформаций в деталях машин, конструкций и сооружений, а также при 

механических испытаниях материалов. По способу приведения измеряемой 

величины к виду, удобному для регистрации и отсчета, различают 

механические и электрические тензометры. Механические тензометры 

различных систем состоят из комбинации рычагов с различными отсчетными и 

регистрирующими устройствами; используются для определения прочностных 

характеристик упругих материалов. Электрические тензометры позволяют 

дистанционно измерять статические и динамические деформации в сложных 

условиях (в агрессивных средах, при высоких или низких температурах и 

давлениях и т.п.). 

 

Тензометрирование используется для определения напряжений при 

испытании материалов. Тензометрированием называется измерение 

деформаций образцов и конструкций, а тензометрами – приборы для их 

измерения. Существуют следующие методы тензометрирования: 

рентгеновский, поляризационно-оптический (фотоупругости), муаровых полос, 
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хрупких покрытий и методы, основанные на преобразовании деформаций с 

помощью тензорезисторов (проволочных, фольговых, полупроводниковых). 

Рентгеновский метод применяется только для материалов с кристаллическими 

структурами и основан на явлении интерференции рентгеновских лучей, 

проходящих через кристаллическую решетку образца. При рентгеновском 

методе находят только величину деформации в упругой области. При 

использовании метода поляризационно-оптического (фотоупругости) образец 

должен быть прозрачным, например оргстекло, в котором появляется 

упругопластический эффект вследствие двойного лучепреломления полос при 

просвечивании модели поляризационным светом. При использовании метода 

муаровых полос на образец наносят сетку, например, травлением 

фотохимическим способом. При испытании возникает эффект муаровых полос 

при деформации одной из двух освещенных растровых сеток. В основу метода 

хрупких покрытий положены эффекты образования трещин или темных пятен 

на поверхности покрытия образца. Сущность метода состоит в том, что на 

поверхность образца наносится хрупкое покрытие, например, лаковое или 

медное. В связи с малой толщиной покрытия практически можно считать 

напряженное состояние покрытия и поверхности образца одинаковыми. На 

поверхности образцов с лаковым покрытием образуются трещины, которые 

указывают на зоны наибольшего напряженно-деформированного состояния. На 

образце с медным покрытием появляются темные пятна, размер которых и 

интенсивность меняются с увеличением нагрузки. При применении этих 

методов оценивается качественная картина напряженно-деформированного 

состояния и определяются зоны концентрации напряжений. В последнее время 

для нахождения зон концентрации напряжений и определения напряженного 

состояния применяют голографические методы. Большое практическое 

значение в практике испытания образцов и конструкций для определения 

деформаций получили механические, оптические, электронные 

преобразователи, основанные на изменении сопротивления проволоки, фольги, 

полупроводниковых материалов. 
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Тензор напряжений. При анализе напряжений в окрестности 

рассматриваемой точки выделяют бесконечно малый элемент в форме 

параллелепипеда со сторонами ��, �T, �U. При разложении полных напряжений 

R�, RT и RU, действующих на его гранях, на составляющие в общем случае на 

каждой грани получаются одно нормальное и два касательных напряжения. 

Например, на грани, перпендикулярной оси �, это будут 
�, ��T и ��U. Для трех 

граней элемента они образуют тензор напряжений: È� = ø 
� �T� �U���T 
T �UT��U �TU 
U ù. 

Здесь первый столбец состоит из компонент напряжений, действующих на 

площадках, нормальных к оси �, второй – к оси 7, третий – к оси [. Первый 

индекс у напряжения, например ��T, говорит о том, что оно действует на 

площадке с нормалью, параллельной оси �, а второй – о том, что вектор 

напряжений параллелен оси 7. У нормального напряжения оба индекса 

совпадают и ставится один индекс. Первый индекс служит своеобразным 

«адресом» площадки, а второй – указателем направления касательного 

напряжения. 

 

Теорема Бетти имеет важные приложения, а именно о взаимности работ 

внешних сил, а также о взаимности виртуальной работы внутренних сил. 

Теорема Бетти о взаимности работ гласит, что работа внешних сил первого 

состояния на перемещениях второго состояния равна работе сил второго 

состояния на перемещениях, вызванных силами первого состояния. Из теоремы 

о взаимности работ как частный случай следует другая теорема о взаимности 

перемещений (теорема Максвелла). 

 

Теорема Вариньона гласит, что момент равнодействующей плоской 

системы сходящихся сил относительно любого центра равен алгебраической 

сумме моментов слагаемых сил относительно того же центра. Пусть имеется 

система сил 5I, 58, … , 5� сходящихся в точке �. Обозначим равнодействующую 
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этих сил через� = ∑5�. По теореме о проекции суммы сил на ось получается, 

что �"(�) = ∑�"(5�). Полученная формула является математическим 

выражением теоремы Вариньона. 

 

Теорема Журавского формулируется так: поперечная сила равна первой 

производной от изгибающего момента по абсциссе сечения балки, то есть 

существуют дифференциальные зависимости 

между изгибающим моментом, поперечной 

силой и интенсивностью распределенной 

нагрузки. В качестве примера рассмотрим 

балку (рис. 61). Начало координат возьмем на 

левом конце балки, а ось [ направим вправо. 

На одном участке балки возьмем сечение с текущей координатой [, тогда 

уравнение изгибающего момента: �и = �Z ∙ [ + w − 5I([ − �) + g([ − #)8/2. 

Продифференцировав это выражение по координате [, получают ��и/�[ =
�Z − 5I + g([ − #). Поперечная сила  = ��и/�[ в сечении [. Уравнение 

изгибающих моментов (для участков с равномерно распределенной нагрузкой) 

продифференцировав вторично, получим, что �8�и/�[8 = � /�[ = g, то есть 

вторая производная от изгибающего момента или первая производная от 

поперечной силы по абсциссе сечения балки равна интенсивности 

распределенной нагрузки g. Известно, что по знаку второй производной 

функции можно судить о выпуклости или вогнутости кривой. 

Соответствующее правило рекомендуется использовать при построении эпюр. 

(См. Формула Журавского). 

 

Теорема Лангража-Дирихле является одной из важнейших теорем 

механики деформируемого тела, на которой основан эффективный общий 

метод решения разнообразных технических задач, в частности задач по 

устойчивости упругих форм равновесия. Эта теорема гласит, что если система 

находится в устойчивом равновесии, ее полная потенциальная энергия обладает 

 

Рис. 61 
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минимумом по сравнению со всеми соседними положениями системы, 

отличающимися от исходного бесконечно малыми перемещениями. С 

помощью этой теоремы имеется возможность решать задачи со многими 

неизвестными параметрами, так как предоставляет необходимое число 

уравнений вида �¥/��� = 0, где ¥ – полная потенциальная энергия стержня; �� 
– неизвестный параметр. Полная потенциальная энергия 

¥ = 1/2� 
$�û′′(8)�[ − 5"̈ /2� û′(8)�["̈ , где � – длина балки; 
 – модуль 

упругости; $� – модуль инерции; û/, û′′ – угол поворота, кривизна (прогиб). 

 

Теоремы, характеризующие свойства пары сил – см. Пара сил и их 

свойства. 

 

Теоретический коэффициент концентрации напряжений F² равен 

отношению наибольшего местного напряжения 
��� к номинальному 

напряжению 
:F²� = 
���/
. В случае концентрации касательных напряжений 

принимают F²ª = ����/�. Иногда теоретический коэффициент концентрации 

напряжений обозначают d�² ∙ dª. Теоретический коэффициент концентрации 

F² отражает влияние концентратора напряжений в условиях, далеких от 

разрушения детали, поэтому вводится понятие эффективного коэффициента 

концентрации напряжений, обозначаемого F� или Fª. Этот коэффициент 

определяется как отношение предела выносливости 
JI образца без 

концентрации напряжений к пределу выносливости 
JIК образцов с 

концентрацией напряжений, имеющих такие же абсолютные размеры, как и 

гладкие образцы: F� = 
JI/
JIК и Fª = �JI/�JIК. Сравнение показывает, что 

эффективный коэффициент концентрации всегда меньше теоретического. 

 

Теория наследственного старения – это теория ползучести, в основу 

которой положена зависимость �~
 для «стареющего» вязкоупругого 

материала. В общем случае эта зависимость имеет следующий вид: �(.) =
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(.)/
(.) + � F(., �)
(�)��xxÎ , где F(., �) = − ý
ýx ©(., �); где 
 – модуль 

упругости; �(.) – деформация; 
(.) – напряжение; � – момент времени 

приложения нагрузки; . – время испытания. Для кратности можно записать 

выше приведенную зависимость в операторной форме: � = (1 + F)
/
. 

 

Теории прочности, используемые при решении задач по курсу 

«Сопротивление материалов», направлены к определению главных 

напряжений. В общем виде под прочностью понимают способность 

конструкции, отдельных ее элементов и деталей выдерживать заданную 

нагрузку без разрушения. Существует несколько теорий прочности. Первая 

теория прочности – теория максимальных напряжений – предполагает, что 

эквивалентное напряжение 
экв равно максимальному нормальному 

напряжению 
I, то есть 
экв = 
I. Вторая теория прочности – теория 

максимальных относительных деформаций, определяет эквивалентные 

напряжения исходя из равенства максимальных относительных деформаций 

при сложном и приведенном напряженных состояниях, то есть �экв = ����. 

Следует отметить, что эти две теории прочности почти не используются из-за 

плохого совпадения результатов расчета с опытными данными. Третья теория 

прочности – теория максимальных касательных напряжений, которая 

достаточно широко используется в практике расчетов. По этой теории 

эквивалентное напряженное состояние имеет касательные напряжения, равные 

максимальному касательному напряжению сложного напряженного состояния 

�экв = ����. В нормальных напряжениях эта теория выражается следующим 

образом: 
экв = 
I − 
<, где 
I	и	
< – максимальное и минимальное главные 

напряжения. Для хрупких материалов третья теория прочности обобщена 

введением коэффициента � = �
�/�
�½:
экв = 
I − �
8. Для пластических 

материалов, как известно, �
� = �
�½; � = 1, и обобщенная теория дает 

приведенный выше результат 
экв = 
I − 
<. По третьей теории прочности в 

случае действия изгибающих и крутящих моментов на стержень: 
экв =
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√
8 + 4�8. С помощью этой формулы оценивается прочность стержня круглого 

поперечного сечения при совместном действии изгиба и кручения. Четвертая 

теория прочности – теория энергетическая. В основе этой теории лежит 

предположение о равенстве удельной энергии изменения формы 

эквивалентного и исследуемого напряженных состояний. Общее условие 

прочности записывается следующим образом: 
экв ≤ �
�. Следует отметить, что 

допускаемое напряжение �
� определяется исходя из регламентированного 

коэффициента запаса прочности �,�: �
� = 
пр/�,�, где 
пр – предельное 

напряжение материала. Коэффициент запаса прочности строго 

регламентирован и иногда его называют коэффициентом безопасности. Для 

пластичных материалов предельное напряжение принимают равным пределу 

текучести, а для хрупких материалов – пределу прочности. 

 

Теория прочности Галилея гласит, что разрушение не происходит, если 

max	(
I, 
8, 
<) < 
в, где 
I, 
8, 
< – главные напряжения; 
в – временное 

сопротивление. Эта теория применима в основном в тех случаях, когда 

разрушение происходит от растяжения. 

 

Теория прочности Кулона гласит, что разрушение не происходит, если 

max(�� − |
�|.c	¢) < � 	, где ��	и	
� – касательное и нормальное усилия на 

площадке с вектором нормали ,��, максимум определяется среди всех 

возможных ориентаций вектора ,�� в данной точке; � – коэффициент сцепления; 

¢ – угол внутреннего трения. При ¢ = 0 (для металлов) получают следующее 

неравенство: max(|
I − 
8|, |
I − 
<|, |
8 − 
<|) < 2�. Эта теория применима в 

основном в тех случаях, когда разрушение происходит от сдвига. 

 

Теория прочности Мора используется для оценки прочности подобных 

материалов с помощью кругов напряжений. Напряженное состояние в точке 

графически может быть представлено на плоскости системой кругов Мора 
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(рис. 62). Большой круг, построенный по предельным значениям главных 

напряжений 
I, 
<, называют предельным кругом. В результате большого числа 

испытаний при различных напряженных состояниях, для каждого из которых 

установлено предельное состояние, возможно на плоскости 
, � построить 

семейство предельных кругов Мора (рис. 63). Огибающая этих кругов 

определяет сочетание нормальных и касательных напряжений для каждого вида 

напряженного состояния, при которых наступает предельное состояние. 

Поэтому, если большой круг Мора касается огибающей, то это означает либо 

разрушение материала, либо переход материала в пластическое состояние. На 

рисунке 63 положение точки С соответствует разрушению материала при 

всестороннем растяжении. Для построения схематизированной огибающей 

проводятся эксперименты с образцами при одноосном растяжении и сжатии. 

Кроме этого, огибающая заменяется касательной к кругам Мора, отвечающим 

результатам испытаний. 

 

 
 

Рис. 62 Круги Мора для объемного 
напряженного состояния в точке 

Рис. 63 Система предельных кругов Мора для 
различных напряженных состояний в точке и 

огибающая этих кругов 
 

 

При расчете по методу предельных состояний для оценки прочности 

используется условие прочности по теории Мора: 
экв = 0,5(1 − �)
 + 0,5(1 +
�)√
8 + 4�8 ≤ �, где 
экв = 
р; 
р – предел прочности материала при 

одноосном растяжении, � = 
р/
с; 
с – предел прочности материала при 

одноосном сжатии; � – расчетное сопротивление материала при одноосном 

растяжении. Для хрупких материалов величина � часто бывает очень малой, 



185 

 

тогда условие прочности имеет вид: 
экв = 0,5
 + 0,5√
8 + 4�8 ≤ �, что 

совпадает с критерием прочности по наибольшим нормальным напряжениям. 

Следует отметить, что теория прочности Мора отличается от других теорий 

тем, что она полностью базируется на экспериментальных данных и по мере их 

накопления может уточняться. Вместе с тем теория Мора не учитывает 

промежуточного главного напряжения 
8 и имеются трудности построения 

огибающей кругов Мора. 

 

Теория прочности Понселе гласит, что разрушение не происходит, если 

max	(�I, �8, �<) < �в, где �I, �8, �< – главные деформации; �в – предельно 

допустимая деформация. Эта теория, как и теория Галилея, применима при 

разрушении от растяжения. 

 

Теория старения – это теория ползучести, построенная на гипотезе о 

параллельности кривых ползучести. Эта теория значительно упрощает расчеты 

конструкций по сравнению с наследственной теорией старения и 

наследственной теорией ползучести. В связи с этим находит широкое 

применение теория старения в расчетах бетонных и железобетонных 

конструкций. 

 

Теория упрочнения рассматривает и описывает ползучесть при не очень 

сложных законах изменения внешних нагрузок. В простейшем случае мерой 

упрочнения служит деформация ползучести �п, поэтому принимается 

зависимость � � = 
�/
 + å(�п, 
). Функция å(�п, 
) = �пJр�(
), где � � – скорость 

изменения деформации; 
�  – скорость изменения напряжения; функция �(
) =

�(для металлов – w = 3	и более). Для некоторых материалов напряжения и 

деформации связаны интегральными соотношениями, например для бетонов. 

Следует отметить, что выполнение расчетов с применением теории упрочнения 
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и теории наследственной ползучести сопряжено с большими математическими 

трудностями. 

 

Теория упругости – раздел механики сплошных сред, рассматривающий 

деформацию упругих тел под действием внешних сил, изменения температуры 

и других причин. Теория упругости – научная основа для расчетов на 

прочность и устойчивость частей машин и сооружений. Методы теории 

упругости используются в машиностроении для определения напряжений в 

различных элементах объектов (узлов машин). В области упругих деформаций 

твердых тел справедлив закон Гука. 

 

Типы балок подразделяется на консоли, простые балки, консольные и 

балки с промежуточным шарниром. Консоль представляет собой балку с одним 

жестко защемленным и другим свободным концом. Простая балка – 

однопролетная балка, имеющая по концам шарнирные опоры, расстояние 

между опорами называется пролетом балки. Консольная – простая балка, 

имеющая одну или две консоли, то есть части балки, продолжающиеся за 

опору. Балка с промежуточным шарниром состоит из двух стержней, 

соединенных в точке шарниром. Представленные выше типы балок являются 

статически определимыми, то есть являются геометрически неизменяемыми 

системами, в которых опорные реакции могут быть найдены из уравнений 

равновесия.  

 

Типы опор в инженерной практике подразделяются на шарнирно-

подвижные опоры, шарнирно-неподвижные опоры и жесткое закрепление или 

заделку опор. Далее см. Виды опор балок. 

 

Томас Юнг (1773 – 1829) – английский ученый, работая над проблемой 

жесткости, впервые высказал идею о том, что для каждого материала 

существует постоянная величина, характеризующая способность его 
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сопротивляться воздействию внешних нагрузок. Понятие об этой величине, 

названной им модулем упругости (или позже модулем Юнга), было введено и 

сформулировано в 1807 г. Модуль упругости характеризует важнейшее 

свойство конструкционного материала – жесткость – и является 

фундаментальным понятием, так как без него не обходится ни один 

инженерный расчет конструкций. 

 

Тонкостенные стержни имеют толщину стенки поперечного сечения 

(профиля) значительно меньшую, чем размеры поперечного сечения. В таких 

стержнях (открытого профиля) возникают явления, которые не могут быть 

учтены прежними моделями кручения и изгиба стержней. Главная особенность 

деформации тонкостенных стержней – появление значительной депланации 

сечения при действии крутящих моментов и связанных с ней нормальных 

напряжений. Тонкостенные стержни могут иметь открытые или замкнутые 

профили, жесткую или скользящую заделку торцов. Следует отметить, что 

стеснение осевых деформаций повышает жесткость и прочность тонкостенного 

стержня. Для тонкостенных стержней замкнутого профиля можно использовать 

обычную теорию кручения и изгиба стержней. Определяющим для учета 

влияния «тонкостенности» профиля является параметр � = $���/$¦, где $��� – 

минимальный момент инерции сечения на изгиб; $¦ – геометрическая жесткость 

сечения стержня на кручение. При малых значениях � (� ≤ 3) рекомендуется 

использовать обычную теорию изгиба и кручения, при больших � – учитывать 

дополнительные эффекты, связанные с «тонкостенностью» стержня. В теории 

тонкостенных стержней приходится отказаться от гипотезы плоских сечений, а 

также не всегда можно использовать обычные модели стержней, например для 

тонкостенных стержней замкнутого сечения. Во многих случаях необходим 

дополнительный учет деформации поперечного сечения, особенно для 

криволинейных труб. 
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Тяжелый равнопрочный стержень длиной � (рис. 64) находится под 

действием силы тяжести собственного веса и силы R, приложенной к его концу 

при [ = �. Ускорение свободного падения и сила R направлены вдоль оси 

стержня. Требуется определить площадь поперечного сечения !([) стержня. В 

таком случае уравнение равновесия выражается через зависимость ��/�[ =
−¢c!, а условие равнопрочности – � = 
в!, где ¢c – 

удельный вес; � – усилие. Решая эту систему 

уравнений с условием, что � = Rпри[ = �, получают 

значение площади поперечного сечения ! = R/
в ∙
ã�ä�o(� − [)�; o = ¢c/
в. Таким образом, видно, что 

площадь поперечного сечения равнопрочного стержня 

убывает экспоненциально с ростом [. Полученное 

решение можно применить при оптимальном 

проектировании большинства статически определимых 

систем. Если такой стержень будет вращаться с угловой скоростью r вокруг 

оси [ = 0, а на конце стержня сосредоточена масса �, то поперечное сечение ! 

определяется по формуле: ! = (�r8�/
в)ã�ä�o(�8 − [8)�, где o = ¢r8/2
в. 
Полученные решения можно использовать в первом случае, например, для 

проектирования троса минимального веса, а во втором случае можно 

рассчитать, например, площадь поперечного сечения равнопрочных лопаток в 

турбинах. 

У 

Угловая деформация – это изменение угловых размеров под действием 

приложенных к телу внешних сил. 

 

Угол поворота сечения балки – это угол, на который сечение 

поворачивается по отношению к своему первоначальному положению. 

Учитывая, что повернувшееся сечение перпендикулярно изогнутой оси балки, 

Рис. 64 Схема тяжелого 
равнопрочного стержня  

с грузом 
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можно вместо определения угла поворота сечения определять равный ему угол 

между касательной к данной точке изогнутой оси и первоначальной осью 

балки. 

 

Угол сдвига или угловая деформация характеризуется изменением 

первоначально прямого угла между сторонами рассматриваемого 

прямоугольного тела. 

 

Ударная вязкость материала характеризуется удельной ударной 

вязкостью, которая показывает способность материала сопротивляться 

действию ударной  нагрузки и определяется по формуле� = �I/�, где �I =
� − ∆� – работа, затраченная на разрушение образца; � – площадь 

поперечного сечения образца в месте надреза. Чем больше �, тем лучше 

материал сопротивляется удару, тем более он вязок. Ударная вязкость зависит 

от температуры испытания. При понижении температуры ударная вязкость 

уменьшается. Существует интервал температуры .кр, когда � уменьшается 

особенно быстро. Этот интервал называется критическим интервалом 

температуры. Область температур ниже критического интервала называется 

областью температурной хрупкости. 

 

Ударное действие нагрузки характеризуется тем, что за очень малый 

промежуток времени развиваются большие ударные силы взаимодействия и 

скачкообразно возникают конечные изменения скорости соударяемых тел. 

Период контакта этих тел определяется по формуле � = �I + �8, где �I – фаза 

сближения центров тел за счет местных контактных деформаций; �8 – фаза их 

упругого отталкивания. Ниже рассмотрена расчетная модель и основные 

допущения. Для того чтобы применять эту модель к различным системам, 

представляют упругую конструкцию в виде пружины с присоединенной 

точечной массой w = �"/c (рис. 65). Массу груза, падающего с высоты ℎ, 

обозначим � = �/c. Для этой модели принимаются следующие допущения: 
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1) для упрощения задачи упругую конструкцию считают безмассовой, чтобы не 

учитывать распространение волн упругих деформаций; 2) соударение масс � и 

w считают мгновенным и идеально неупругим, а местные контактные 

деформации не учитываются. Скорость подлета падающей массы ¥ = K2cℎ. 

При соударении (. = 0) начальная скорость движения двух масс ¥" =
�¥/(� +w). Наибольшее усилие в пружине �� 

возникает в момент, когда перемещение 

достигает максимального значения o = o� в 

крайнем нижнем положении. В этот момент 

скорость движения масс и кинетическая энергия 

системы будут равны нулю. Для принятой 

расчетной модели в виде системы с одной 

степенью свободы динамический коэффициент 

p = o�/oст = ��/�ст, то есть одинаков как для 

перемещений, так и для усилий. Формула для динамического коэффициента 

представлена в статье «Динамический коэффициент». Следует заметить, что 

представленные формулы для p соответствуют вертикальному удару. При 

горизонтальном движении груза � со скоростью ¥ и ударе его об упругую 

преграду динамический коэффициент p = K(¥8/c	) ∙ �, где oст – перемещение 

точки соударения от условной силы 5ст, ориентированной в направлении удара, 

то есть горизонтально, и равной весу ударяющего тела �. Перемещение o� и 

усилие в пружине �� могут быть получены по равенствам o� = poст и �� =
p�ст, где статические величины находят от условной силы 5ст = �. 

Коэффициент �, учитывающий соотношение ударяемой w и ударяющей массы 

�, определяется по формуле � = �/(� +w). 
 

Удары бывают центральными, внецентренными, поперечными, 

продольными, вертикальными и горизонтальными. Продольный удар 

Рис. 65 Модель ударного действия 
нагрузки 
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(вертикальный) можно представить как удар грузом весом � по неподвижному 

вертикальному телу путем падения груза с высоты ℎ. Поперечный 

(изгибающий) удар происходит, когда груз с высоты падает на горизонтально 

расположенную балку, которая под действием такого удара прогибается. 

Внецентренный удар встречается на практике, например, при забивке сваи в 

грунт из-за взаимного перекоса сваи и ударяющего тела. Далее см. Ударное 

действие нагрузки. 

 

Удельная потенциальная энергия – см. Потенциальная энергия 

деформации. 

 

Удлинение истинное при разрыве – это наибольшее удлинение, которое 

возникает в месте разрыва, так как деформации распределяются по  длине 

образца неравномерно. 

 

Удлинение остаточное при разрыве является характеристикой 

пластичности материала и определяется по формуле: åU = h(ZÎJZ�)ZÎ n ∙ 100%, где 

�" – первоначальная площадь поперечного сечения в наиболее тонком месте 

шейки после разрыва. Величина åU характеризует свойства пластичности 

точнее, чем относительное остаточное удлинение при разрыве �u =
�(�I − �")/�"� ∙ 100%, где �" – первоначальная длина образца; �I – длина образца 

после разрыва. Для стали Ст3 величина �u ≥ 21%, а величина åU	составляет 50-

60 %. 

 

Укорочение динамическое – это перемещение в точке удара по 

стержню. Такое укорочение ∆�L = ∆�Ôx ∙ FL, где ∆�Ôx – укорочение стержня от 

статически приложенной нагрузки (укорочение статическое); FL – 

динамический коэффициент. Приравняв работу падающего груза 

потенциальной энергии деформации стержня, можно определить FL, который 
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будет равен следующему уравнению FL = 1 + K1 + 2ℎ/∆�Ôx, где ℎ – высота 

падения груза. Следует отметить, что динамические напряжения и 

перемещения зависят от статической деформации ударяемого тела. Чем больше 

статическая деформация при прочих равных условиях, тем меньше 

динамические перемещения и напряжения. Поэтому для смягчения удара 

применяют пружинные и резиновые прокладки, дающие большие деформации 

и смягчающие удар. 

 

Универсальные уравнения изогнутой оси балки учитывают 

одновременное действие нескольких внешних сил и используются для 

определения прогибов и углов поворота на основании принципа независимости 

действия сил. Эти уравнения имеют следующий вид: 
$ûI ≡ 
$û" = 
$û" +
∑�v([ − �) + ∑0,55([ − #)8 +∑ (UJ½)´

Ä ; 


$û = 
$û" + 
$û"[ + ∑&�(UJ�)N8 +∑ �(UJ³)´
Ä + ∑ ï(UJ½)·

8� , где 
 – модуль 

упругости; $ – момент инерции сечения; ûI – прогиб балки; �" – угол поворота 

в начале координат; û" – прогиб в начале координат; �v – изгибающий момент; 

[ – абсцисса сечения текущая; � – расстояние от конца балки до точки 

приложения �v;	# – расстояние до точки приложения силы 5; * – расстояние до 

начала действия сосредоточенной нагрузки g. Как видно из уравнений, в них 

включены со своими знаками все внешние силы (включая опорные реакции), 

расположенные между началом координат и сечением с абсциссой [, в котором 

определяются перемещения. Недостатком таких уравнений является то, что их 

нельзя непосредственно использовать для определения перемещений в балках, 

имеющих различную жесткость 
$ на разных участках. 

 

Упрочнение поверхностное производится различными способами: 

наклеп, цементация, азотирование, поверхностная закалка токами высокой 

частоты и т.п. Все эти способы поверхностного упрочнения сильно повышают 

значения предела выносливости и можно в 2÷3 раза повысить сопротивление 
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усталости деталей машин. Это учитывается введением коэффициента влияния 

поверхностного упрочнения F	, значения которого можно найти в 

справочниках. К термическим и химико-термическим методам относятся 

закалка, азотирование, цементация, цианирование и др. К механическому 

методу относится поверхностное упрочнение (наклеп). Упрочнение пластмасс 

достигается введением в них наполнителей. 

 

Упрочняющийся материал (циклически упрочняющийся) – это такой 

материал, у которого остаточная деформация уменьшается от цикла к циклу, а 

суммарная пластическая деформация стремится к некоторому предельному 

значению. Одним из способов повышения сопротивления элементов 

конструкций малоцикловому усталостному разрушению является изготовление 

их из циклически упрочняющихся материалов. 

 

Упругая деформация – см. Деформации. 

 

Упругая линия балки – это изогнутая под действием нагрузок ось балки, 

представляющая собой плавную кривую. Деформация балки при изгибе 

характеризуется прогибом 7 и углом поворота поперечного сечения, который 

равен углу d наклона касательной к упругой линии по отношению к оси [ 
балки.  

 

Упругий гистерезис – это явление, когда после полного цикла 

повторного нагружения образец возвращается к своему первоначальному 

состоянию. Площадь петли гистерезиса на диаграмме растяжения 

соответствует потерям механической энергии за один цикл, которые весьма 

малы. Эти потери вызываются так называемым внутренним (молекулярным) 

требованием. 
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Упругое последствие – это свойство материала полностью 

восстанавливать свои первоначальные размеры при неограниченном 

увеличении времени после разгрузки образца. 

 

Упругость – свойство изменять форму и размеры под действием 

нагрузок и самопроизвольно восстанавливать исходную конфигурацию при 

прекращении внешних воздействий. Упругость тел обусловлена силами 

взаимодействия атомов, из которых они построены. Количественно упругость 

характеризуется константами, свойственными каждому материалу, такими как 

модуль Юнга, модуль сдвига, модуль Пуассона и объемный модуль. 

 

Уравнение нулевой линии при косом изгибе балки с сечением 

произвольного очертания, не имеющего выступающих угловых точек, 

используется для нахождения точек сечения (опасных точек), где будут 

действовать наибольшие растягивающие и сжимающие напряжения. Вначале 

определяется положение нулевой линии при косом изгибе, то есть определяется 

геометрическое место точек сечения, в которых нормальные напряжения равны 

нулю. Другими словами, определяется линия, разделяющая растянутую и 

сжатую части сечения. При изгибе напряжения возрастают по мере удаления от 

нулевой линии. Суммарное напряжение, например, в заданной точке С 

опорного сечения, имеющей координаты �	и	7 относительно главных осей, 

определяется по формуле: 
 = ��7/$� +�T�/$T, где ��	и	�T – изгибающие 

моменты соответственно в вертикальной и горизонтальной плоскостях с 

нейтральной осью�	и	7; $�	и	$T – моменты инерции поперечного сечения балки 

относительно оси �	и	7 соответственно. Уравнение нулевой линии получают, 

приравняв правую часть выше приведенной формулы: 7"/$� + F�"/$T = 0, где 

�" и 7" – текущие координаты точек нулевой линии; F – точка опорного 

сечения, наиболее удаленная от нулевой линии. Таким образом, определив 

положение нулевой линии и найдя наиболее удаленные от нулевой линии точки 
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поперечного сечения (опасные точки), можно произвести проверку прочности 

сечения. 

 

Условие прочности бруса при косом изгибе - см. Косой изгиб. 

 

Условие прочности балки при изгибе определяется по максимальному 

напряжению 
��� = ����/� = �
�, где ���� – максимальный изгибающий 

момент; � – момент сопротивления изгибу. Этот момент определяется по 

формуле: � = $U/7���, где $U – момент инерции поперечного сечения 

относительно оси z; 7��� – максимальное расстояние волокна балки от 

нейтрального слоя. Числовые значения моментов сопротивления � для 

стандартных профилей проката указаны в соответствующих ГОСТах на прокат 

и приведены в таблице приложения. Если материал балки пластичный, 

например сталь, то условие прочности определяется по максимальному 

напряжению 
��� = ����/� ≤ �
�. В случае хрупкого материала (чугун) 

проверку прочности проводят по напряжениям как растяжения, так и сжатия: 


р	��� = ���� ∙ 7I/$ ≤ �
�р; 
с	��� = ���� ∙ 78/$ ≤ �
�с. С учетом условий 

прочности решаются следующие основные задачи: 1) задача проверки 

прочности, где по заданным нагрузкам и геометрическим размерам 

поперечного сечения определяют максимальное напряжение в сочетании, 

называемом опасным 
��� = (�/�)���, и оно сопоставляется с допускаемым 

�
�; 2) решается проектная задача, когда по заданным нагрузкам и 

допускаемым напряжениям определяют поперечное сечение балки, исходя из 

момента сопротивления изгибу: � = ����/�
�; 3) решается задача 

определения допускаемой нагрузки ��� = ��
�, где ��� – допускаемая 

нагрузка, определяемая по опасному сечению балки. 

 

Условие прочности вала при кручении определяется требованием, 

чтобы максимальные расчетные напряжения при кручении вала не превышали 
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допускаемых ���� = �кр/�р ≤ ���, где �р – момент сопротивления кручению 

вала; �кр – крутящий момент. Допускаемое касательное напряжение можно 

определить по зависимостям для напряжений сдвига ��� = 0,5�
�, где �
� – 

допускаемое напряжение при растяжении. Из условия прочности возможны 

решения следующих задач: 1) по известным нагрузкам и размерам вала 

оценивается его прочность ���� ≤ ���; 2) по известным допускаемым 

напряжениям ��� и нагрузкам �кр определяется требуемый момент 

сопротивления кручению �р = ���/�кр; 3) по известным допускаемым 

напряжениям��� и размерам сечения определяется допускаемая нагрузка на вал: 

¹�крº = ����р. Для длинных валов проверяется условие жесткости, то есть 

наибольший относительный угол закручивания вала Ç = �кр/�$р ≤ �Ç�, где�Ç� 
– допускаемый относительный угол закручивания; $р – полярный момент 

инерции. 

 

Условие прочности стержня при растяжении и сжатии заключается в 

том, что максимальное напряжение 
��� в сечении стержня не должно 

превышать допускаемое �
�: 
��� ≤ �
�. При этом сечение стержня, в котором 

действует 
��� является наиболее опасным. Учитывая, что 
��� = (�/!)���, 

где � – продольная сила; ! – площадь поперечного сечения, исходя из условия 

прочности можно решить следующие задачи: 1) проверить прочность стержня 

по заданным нагрузке и площади: 
��� = (�/!)��� ≤ �
�; 2) определить 

площадь сечения ! по заданным нагрузкам и допускаемому напряжению�
�: 
! ≥ �/�
�; 3) определить допускаемую нагрузку на стержень по заданной 

площади поперечного сечения ! и допускаемому напряжению:|5| ≤ �
�!. 

 

Условие прочности стержня при сдвиге заключается в том, что 

действующие напряжения � не должны превышать допускаемых ���: � =
( /!) ≤ ���, где   – перерезывающая сила; ! – площадь сечения; ��� – 

допускаемое напряжение на сдвиг. Для ориентировочных расчетов можно 
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принять ��� = 0,5�
�, где �
� – допускаемое напряжение на растяжение. Из 

условия прочности практически можно решать следующие задачи: 1) по 

заданным нагрузкам 5 и площади сечения ! оценивается прочность � =  /! ≤
���; 2) по заданным нагрузкам и допускаемым напряжениям определяется 

площадь сечения ! =  /���; по заданным допускаемым напряжениям и 

сечению стержня определяется допускаемая нагрузка �5� = !���. 
 

Условие разрушения при малоцикловой усталости описывается 

следующим соотношением �ар ∙ �р = I
IÄ e�, I

IJ

f8 или в виде 

модифицированного уравнения Менсона: �а = I
8 e�, I

IJ

f",Ä ∙ �рJ",Ä +�"

�3 ∙ �рJ �3 ∙

JI/
, где �ар – амплитуда пластических деформаций; �р – среднее число 

циклов до разрушения; å – поперечное сужение материала; 
 – модуль 

упругости материала; 
JI – предел выносливости для базового числа циклов 

�"; w – показатель кривой усталости (w = 6 ÷ 20). При учете влияния 

постоянного напряжения цикла на малоцикловую прочность формула Менсона 

приобретает следующий вид: �а = I
8 e�, I

IJ

f",Ä ∙ �рJ",Ä + 1,75 �вJ�мÁ ∙ �рJ",I8, где 


в – предел прочности; 
м – напряжение (растягивающее
м > 0, 

сжимающее
м < 0). 

 

Условная и истинная диаграммы напряжений. Диаграммы 

напряжений получают в результате перестраивания диаграмм растяжений в 

координатах «напряжение – деформация». При этом ординаты делят на 

первоначальную площадь поперечного сечения, а все абсциссы – на 

первоначальную длину рабочей части тела. Такая диаграмма является 

условной, поскольку при ее построении не учитывается изменение значений 

первоначальной площади поперечного сечения и длины рабочей части 

испытуемого образца материала. Диаграмма напряжений, построенная с учетом 

сужения площади поперечного сечения и местного увеличения деформаций, 
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называется диаграммой истинных напряжений. Такие диаграммы строятся, как 

правило, для теоретических исследований. Условные диаграммы напряжений 

используются на практике для определения механических характеристик 

материалов. 

 

Условный предел текучести определяется по диаграммам растяжения 

низколегированной стали и других пластичных материалов (медь, сплавы 

алюминия и др.), на которых нет площадок текучести. За условный предел 

текучести 
",8 берется напряжение, при котором остаточное удлинение 

достигает 0,2 % от рабочей длины образца: 
",8 = 5",8/�", где �" – площадь 

поперечного сечения образца. Для определения нагрузки 5",8 вычисляется 

значение заданного остаточного удлинения ∆�",8 исходя из рабочей длины 

образца. Затем этот отрезок откладывается вправо от начала координат 

диаграммы и проводится прямая, параллельная прямой пропорциональности до 

пересечения с диаграммой растяжения. Ордината точки пересечения будет 

равна нагрузке 5",8. 
 

Условным материалом в сопротивлении материалов удобно 

пользоваться из-за наделения его определенными идеализированными 

свойствами деформирования. Ниже рассмотрены эти свойства. Деформацией 

тела называют изменение размеров и формы тела под действием нагрузки. 

Деформация, исчезающая после снятия нагрузки, называется упругой. 

Деформация, остающаяся после разгрузки, называется остаточной или 

пластической. Упругопластическим материалом называют материал, который 

при достаточно больших нагрузках проявляет упругие и пластические свойства. 

Материал, в котором возникают только упругие деформации, называют 

идеально-упругим. Если диаграмма деформирования выражена нелинейной 

зависимостью, то материал называют нелинейно-упругим. Допущения о 

свойствах условного материала гласят, что материал элементов конструкций 
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необходимо считать сплошным, однородным, изотропным и линейно-упругим. 

Использование понятия условного материала существенно упрощает изучение 

механики деформирования элементов конструкций. Соответствие условного 

материала реальным материалам достигается тем, что в расчет элементов 

конструкций вводятся экспериментально получаемые усредненные 

количественные характеристики механических свойств реальных материалов. 

 

Устойчивость – это способность конструкции сохранять 

первоначальную форму равновесия. 

 

Устойчивость положения равновесия. Исходное состояние равновесия 

тела называют невозмущенным, отклонения его от состояния равновесия –

возмущениями, а новое состояние равновесия – возмущенным. Если при 

действии малых возмущений тело отклоняется от своего невозмущенного 

состояния равновесия незначительно, то такое состояние равновесия 

называется устойчивым. Если же состояние равновесия тела не обладает этим 

свойством, то оно называется неустойчивым. Явление устойчивости важно для 

различных областей науки и техники. 

 

Усталость материала – процесс постепенного накопления повреждений 

в материале под действием переменных напряжений, приводящих к 

образованию трещины и разрушению. 

 

Устойчивость стержней обусловлена размерами поперечного их сечения 

и величиной общей жесткости. В расчетной практике, наряду со стержнями 

короткими и достаточно большой жесткости, рассматриваются стержни, 

имеющие большую длину, малое поперечное сечение и малую жесткость. 

Такие стержни при приложении к их торцам даже небольшой нагрузки могут 

потерять устойчивость, изогнувшись дугой. Сила, при которой стержень теряет 

устойчивость, называется критической и обозначается 5кр. Допускаемая сила 
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�5� определяется введением коэффициента запаса устойчивости FT по формуле 

�5� = 5кр/FT. Аналогично можно определить допускаемую силу при расчете 

стержней на устойчивость, зная допускаемое напряжение сжатия стержня �
½� и 

поперечное сечение стержня !, где �5� = s�
½�!, где s – коэффициент 

снижения допускаемого напряжения сжатия, который определяется по 

специальным таблицам в зависимости от материала стержня и его гибкости o 

(см. табл. Приложения). 

 

Учет собственного веса стержня необходим в ряде практических задач в 

качестве внешней нагрузки в виде равномерно распределенной продольной 

нагрузки при условии, что поперечное сечение стержня остается постоянным 

на некотором участке. На рисунке 66 представлен стержень с постоянным 

сечением площадью !, закрепленный верхним концом и нагруженный только 

собственным весом. Расчетная схема такого стержня может быть представлена 

в виде невесомого стержня, 

нагруженного равномерно 

распределенной продольной нагрузкой, 

направленной вниз. В этом случае 

распределенная нагрузка¢ = � ∙ !, где � 

– объемный вес материала стержня. 

Значение продольной силы � в 

произвольном сечении, например на 

расстоянии [ от нижнего конца равно 

весу нижележащей части стержня: � = ¢ ∙ [ = �! ∙ [. Напряжение в этом 

сечении 
 = �/! = �[. Эпюры � и 
 изображены на рисунке 67 б, в. 

Выражение для определения перемещений r произвольного сечения от 

действия собственного веса имеет следующий вид r([) = (� ∙ !/2
!)([8 − �8). 
Перемещение нижнего сечения стержня (при [ = 0) равно w��r = ∆� = � ∙
!/2
!или ∆� = ��/2
!, где � – вес стержня. Таким образом, ∆� является 

 

Рис. 66 Учет собственного веса стержня 
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полным удлинением (укорочением) стержня от собственного веса. Следует 

отметить, что нормальные напряжения в сечениях бруса, растягиваемого лишь 

собственным весом, прямо пропорциональны расстоянию сечения от нижнего 

конца и не зависит от площади сечения. Удлинение бруса постоянного сечения 

под действием собственного веса в 2 раза меньше удлинения при растяжении 

силой, равной собственному весу и приложенной к концу бруса. 

Ф 

Факторы, влияющие на механические характеристики материалов. 

К ним относятся: температура, термическая обработка, скорость деформации, 

технологические факторы, радиоактивное облучение и др. Влияние 

температуры: при повышении температуры у большинства материалов 

механические характеристики прочности уменьшаются, а при понижении 

температуры увеличиваются. Влияние термической обработки: закалка стали 

приводит к значительному повышению предела текучести и временного 

сопротивления, но при этом снижаются ее пластические свойства. Влияние 

скорости деформации: с увеличением скорости нагружения у материалов 

увеличиваются механические характеристики прочности, такие как предел 

текучести и временное сопротивление, а модуль упругости практически не 

изменяется. Влияние технологических факторов: прокатка меняет структуру 

стали и улучшает механические свойства; волочение значительно увеличивает 

прочностные свойства; существуют и другие способы технологической 

обработки стали, такие как токарная обработка, упрочняющая обработка 

поверхности деталей и др. Влияние радиоактивного облучения: как правило, 

этот фактор приводит к увеличению механических характеристик прочности и 

уменьшению характеристик пластичности. Необходимо отметить, что влияние 

облучения зависит от его дозы. 
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Факторы, влияющие на усталостную прочность материала. На предел 

выносливости материала оказывают влияние многие факторы, в том числе 

концентрация напряжений (см. Эффективный коэффициент концентрации 

напряжений), масштабный фактор, качество обработки поверхности детали, 

внешняя среда и др. Установлено, что масштабный фактор, такой как 

увеличение размеров детали или поперечного сечения, дает снижение 

усталостной прочности. На сопротивление усталости оказывает влияние также 

длина образцов. Результаты испытаний образцов, поверхность которых имеет 

разную степень чистоты обработки, свидетельствуют о том, что предел 

выносливости, полученный для образцов с полированной поверхностью, выше, 

чем для образцов со шлифованной поверхностью, а предел выносливости 

последних выше, чем образцов с поверхностью, обработанной резцом, и т.п. 

Влияние внешней среды, например влаги, серных соединений и др., оказывает 

резкое снижение предела выносливости из-за коррозии металлов. Это 

происходит из-за возникновения трещин коррозионной усталости, на дне 

которых появляются максимальные напряжения. 

 

Фермы – это стержневые 

системы, в которых стержни работают 

на растяжение или сжатие (рис. 67). 

Наклонные стержни фермы часто 

называют раскосами, подкосами, 

тягами; вертикальные стержни – стойками; горизонтальные стержни – 

поперечинами (траверсами). Фермы бывают плоскими и пространственными. 

Внешние силы, действующие на фермы приложены в узлах, то есть в точках 

соединения стержней. Собственный вес стержней обычно значительно меньше 

внешних нагрузок и при расчете не учитывается. Фермы в большинстве случаев 

имеют несколько узлов, опирающихся на другие элементы конструкции или на 

фундамент. Такие опорные узлы предполагаются шарнирными. Фермы бывают 

Рис. 67 Системы стержней (фермы) 
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статически определимые и статически неопределимые. В статически 

определимых фермах усилия в стержнях полностью определяются условиями 

равновесия. При этом число стержней Ë и число узлов , должны быть связаны 

соотношением Ë = 2, − 3. В число узлов , входят и опорные узлы. Для фермы 

со статически неопределенным закреплением опорных узлов условие 

статической определимости всей конструкции Ë = 2, − 3 − £, где £ – число 

статической неопределенности или число «лишних» связей в опорном 

закреплении. В связи с этим статически неопределимые стержневые системы 

обладают условно степенью статической неопределимости � = * − 2, + 3 + £. 
Эта степень показывает, что удаление � стержней из системы делает ее 

статически определимой. 

 

Физические зависимости в одномерной задаче о стержне дают 

количественную связь между деформацией элемента стержня и значением 

вызывающего ее внутреннего усилия (закон Гука). В эти зависимости входят 

характерные величины, называемые жесткостями сечения при растяжении 
 ∙ !, 

при изгибе 
$�, кручении �$р и т.д. 

 

Физический предел текучести – наименьшее напряжение, при котором 

образец деформируется без заметного увеличения растягивающей нагрузки. 

Предел текучести 
т является одной из основных механических характеристик 

прочности металлов. По диаграммам растяжения пластичных и хрупких 

материалов определяют площадку текучести (почти горизонтальный участок 

диаграммы после наклонной прямой от начальной стадии нагружения, где 

деформации растут практически без увеличения нагрузки). (См. Диаграмма 

растяжения). 

 

Формула Бредта используется для определения касательного 

напряжения � при свободном кручении тонкостенных стержней замкнутого 

профиля. При заданном крутящем моменте �U касательное напряжение 
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� = ./© = �U/© ∙ Ω, где . – поток касательных усилий, имеющий размерность 

н/м; © – толщина стенки стержня; Ω – удвоенная площадь, охватываемая 

контуром сечения. 

 

Формула главных напряжений служит для определения напряжений в 

точке площадки, на которой отсутствуют касательные напряжения. Эта 

формула имеет следующий вид: 
I,8 = {
U + 
T|/2 ± ~{
U − 
T|8 + 4�UT8 , где 


U, 
T – исходные напряжения; �UT – касательные напряжения. В этой формуле 

знак плюс соответствует максимальному главному напряжению, то есть 


I = 
���, а минус – минимальному, то есть 
8 = 
���. 

 

Формула Гриффитса определяет связь между критическим напряжением 


кр и критическим размером трещины �кр при хрупком разрушении тел, 

имеющих трещины. Рассматривая условия устойчивости трещины, Гриффитс 

предложил формулу следующего вида: 
кр = Fµ�/KA�кр, где Fµ� – 

коэффициент, выражающий способность материала к сопротивлению росту 

трещин (вязкость разрушения). Величина Fµ� определяется экспериментально в 

соответствии с ГОСТами. 

 

Формула Журавского для расчета балок постоянного сечения выведена 

с допущением, что касательные напряжения � по ширине сечения «b» 

распределены равномерно. Тогда формула для касательных напряжений при 

изгибе имеет вид: � =  T ∙ !�отс/#$�, где !�отс – статический момент 

относительно оси � отсеченной части сечения;  T – поперечная сила; $� – 

момент инерции. Интенсивность сдвигающих усилий È (погонная сдвигающая 

сила) определяется равенством È = �# =  T ∙ !�отс/$�. Эта сила действует в 

продольном сечении балки. Формула Журавского для тонкостенного 
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незамкнутого сечения выглядит таким же образом, но вместо ширины сечения 

«b» берется толщина стенки © тонкостенного сечения. 

 

Формула закона Гука имеет вид: 
 = 
 ∙ �, где 
 – модуль упругости 

материала; � – деформация относительная. Значения модулей упругости часто 

применяемых материалов обычно приведены в справочниках. 

 

Формула касательного напряжения в балках переменного сечения, 

вызываемого усилиями  T, �� и �, где  T – поперечная сила; �� – момент; �– 

продольная сила. В связи с этим касательное напряжение � = �ñ + �& + �ô =
 T ∙ !�отс/$�# + (��/#)(!�отс/$�)I + (�/#) ∙ (�отс/�)I, где $� – момент инерции; 

!�отс – статический момент; # – ширина сечения. 

 

Формула касательно-модульной критической силы: 5к = A8
к$/(p�)8, 
где 
к – касательныймодуль; $ – момент инерции; p – коэффициент 

приведенной длины стержня �. Долгое время теория касательного модуля 

считалась неверной. Однако в 1946 г. Ф. Шэнхи рассмотрел этот вопрос и 

установил, что наименьшей силой, при которой может начаться выпучивание 

стержня, является касательно-модульная сила. 

 

Формула касательных напряжений при кручении стержней с круглым 

поперечным сечением имеет следующий вид:� = �U¢/$À, где �U – крутящий 

момент; ¢ – радиус; $À – полярный момент инерции сечения. При расчете на 

прочность используется метод предельных состояний на основе неравенства 

���� = �U¢���/$À ≤ �, где � – расчетное сопротивление материала стержня 

при сдвиге. 

 

Формула касательных напряжений при стесненном кручении 

тонкостенных стержней имеет следующий вид: �� = ��!�
отс/$�©, где �� – 
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изгибно-крутящий момент; !�
отс – секториальный статический момент 

отсеченной части сечения; © – толщина стенки. 

 

Формула критической силы при различных способах закрепления 

концов стержня. Наиболее часто встречаются способы опирания. Критическая 

сила для таких способов закрепления может быть получена по обобщенной 

формуле 5кр = A8
$/(p�)8, где p� – приведенная или свободная длина стержня. 

При определении значения критической силы необходимо считаться с 

возможностью различных форм потери устойчивости в главных плоскостях 

стержня, что зависит от способов его закрепления. Если концы стержня 

закреплены так, что приведенная длина его оказывается одинаковой для обеих 

главных плоскостей, то при вычислении критической силы следует брать 

наименьший момент инерции $��� поперечного сечения: 5кр = A8
$���/(p�)8. 
Если же коэффициенты приведенной длины различны в плоскостях �0[	и	70[ и 

равны pI и p8, то вычисляют два значения сжимающей силы, а критической 

силой в этом случае является меньшая из этих двух сил. 

 

Формула Максвелла для ферм определяет перемещения ∆пр при 

заданных деформациях элементов (стержней). В фермах, где каждый i-й 

стержень работает на растяжение-сжатие и на длине �� эти усилия постоянны, 

перемещение ∆пр= ∑{��� ∙ �P�/
�| �, где ��	и	�� – усилия на сжатие и 

растяжение; 
 – модуль упругости. 

 

Формула Менсона для определения амплитуды переменных деформаций 

при малоцикловой усталости материалов представлена в статьях 

«Малоцикловая усталость» и «Условия разрушения при малоцикловой 

усталости». 
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Формула нормальных напряжений при стесненном кручении имеет 

следующий вид: 
� = E�r/$�, где E� – би-момент, равный произведению 

� ∙ ℎ (например, для двутавра); r – секториальные площади; $� – 

секториальный момент инерции поперечного сечения. 

 

Формула нормальных напряжений при изгибе в главной плоскости. 

Изгиб стержня в одной из главных плоскостей называется главным плоским 

изгибом или просто плоским изгибом стержня. Плоский изгиб участка стержня 

моментом �� = *+,-. называется чистым изгибом. Нормальные напряжения в 

этом случае определяется по формуле 
 = ��7/$�, где 7 – расстояние по 

оси7от нулевой линии (нейтральной). 

 

Формула нормальных напряжений при чистом изгибе кривого бруса. 

В сечениях кривого бруса нормальные напряжения от момента �� 

определяются через формулу: 
 = ��7/!�¢, где !� – статический момент 

площади сечения относительно оси �; ¢ – радиус. 

 

Формула пластического предельного момента используется при 

решении задач по определению нагрузок при изгибе балок из 

упругопластического материала. Определение пластического предельного 

момента �пред осуществляется через момент всех элементарных сил 

относительно оси� (или любой  другой оси): �пред = 
т{!�р + !�сж|, где 
т – 

напряжение; !�р = � 7��Ар ; !�сж = � 7��Асж  – статические моменты растянутой и 

сжатой частей сечения относительно оси �, взятые по абсолютному значению. 

Сумму статических моментов �пл = !�р + !�сж называют иногда пластическим 

моментом сопротивления сечения в отличие от �� = $�/7��� – момента 

сопротивления в упругой стадии. Поэтому формулу для пластического 

предельного момента можно записать в виде: �пред = 
т�пл. Для примера 
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можно рассмотреть прямоугольное сечение, где !�р = !�сж = (#ℎ/2) ∙ (ℎ/4) и 

�пл = #ℎ8/4, где #, ℎ – размеры сечения. 

 

Формула приведенно-модульной критической силы служит для 

расчета устойчивости сжатых стержней за пределом упругости. Эта формула 

имеет следующий вид: 5пр = A8
пр$/p�8, где 
пр – приведенный модуль; $ – 

момент инерции; p – коэффициент приведенной длины стержня �. Для стержня 

прямоугольного сечения 
пр = 4

к/{√
 + K
к|8, где 
 – модуль упругости; 


к – касательный модуль. 

Формула проверки устойчивости необходима при практических 

расчетах сжатых стержней. Эта формула имеет следующий вид: 
расч =
{5/s�бр| ≤ �, где 
расч – расчетное напряжение; 5 – усилие сжатия; s – 

коэффициент устанавливается для различных материалов нормами в виде 

таблиц; �бр – площадь поперечного сечения стержня брутто; � – расчетное 

сопротивление материала. Эта формула удобна тем, что она позволяет 

пользоваться одним расчетным сопротивлением материала при сжатии и 

растяжении. 

 

Формула погонной сдвигающей силы в продольном сечении балки 

постоянного сечения имеет следующий вид: È = � ∙ # =  T ∙ !�отс/$�, где � – 

касательные напряжения; # – ширина сечения;  T – поперечная сила; !�отс – 

статический момент относительно оси � отсеченной части сечения; $� – момент 

инерции. 

 

Формула радиуса инерции относительно оси � имеет вид: q� = K$�/!, 

где $� – момент инерции; ! – площадь сечения. Радиусы инерции, 

соответствующие главным осям, называются главными радиусами инерции и 

определяются по формулам q��� = K$���/!; q��� = K$���/!. 
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Формула Тетмайера-Ясинского является эмпирической, полученной на 

основании многочисленных экспериментов, и имеет вид: 
сч = � − #o, где �	и	# 

– коэффициенты, зависящие от материала; o – гибкость стержня. Эта формула 

используется для определения критических напряжений 
сч. Для стали Ст3 при 

гибкостях o = 40 ÷ 100 коэффициенты �	и	# могут быть приняты равными: 

� = 310	МПа, # = 1,14	МПа. При гибкостях o < 40 стержни можно 

рассчитывать на прочность без учета опасности продольного изгиба. 

 

Формула удельной потенциальной энергии используется для оценки 

энергоемкости материала, накапливаемой в единице объема ¥ стержня. В этом 

случае удельная потенциальная энергия� =  /¥. Если объем стержня ¥ = !�, 
то � = (�8�/2
!) ∙ (1/!�) = 
8/2
 = 
�/2, где � – сила; 
 – модуль упругости 

материала; � – длина стержня; � – удлинение стержня. 

 

Формула Эйлера предназначена для определения величины критической 

силы 5кр для расчетов стержней на устойчивость 5кр = A8
$���/��8, где 
 – 

модуль упругости первого рода; $��� – наименьший из осевых моментов 

инерции сечения; ���� – приведенная длина стержня, которая определяется по 

формуле �� = p�, где � – длина стержня; p – коэффициент приведения длины, 

зависящий от способа закрепления концов стержня. Этот коэффициент может 

изменятся от p = 0,5 до p = 2. Следует отметить, что формулой Эйлера можно 

пользоваться не всегда и требуется определение пределов применимости этой 

формулы. Для этих целей определяют критическое напряжение 
кр = 5кр/�, где 

� – площадь поперечного сечения. Формулу Эйлера можно применять только 

при выполнении условия 
кр = A8
/�8 ≤ 
пц, где o = p�/K$���/� – гибкость 

стержня; 
пц – предел пропорциональности материала стержня. В этом случае 

можно записать, что o ≥ KA8
/
пц = oпред, где oпред – предельная гибкость, 

которая зависит только от физико-механических свойств материала стержня. В 
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тех случаях, когда гибкость стержней меньше предельной o < oпред, формула 

Эйлера становится неприменимой и при расчетах пользуются эмпирической 

формулой Ясинского. 

 

Формула Ясинского используется для практических расчетов 

устойчивости стержня, когда применимость формулы Эйлера становится 

неприемлемой. Это может быть, когда по мере уменьшения длины стержня 

значение критической силы увеличивается и сжимающие напряжения могут 

превышать предел пропорциональности и закон Гука оказывается не 

работающим. На основе изучения экспериментальных данных, полученных при 

испытаниях стержней, Ф. С. Ясинский предложил формулу: 
кр = � − #o, где 

�	и	# – константы, зависящие от материала; o = p�/q– гибкость стержня; 

q = K$/� – радиус инерции поперечного сечения стержня; � – площадь 

поперечного сечения нетто. В справочниках приводятся значения �	и	#, 

например, для малоуглеродистой стали � = 310	МПа, # = 1,14	МПа, а для 

дерева � = 29,3	МПа, # = 0,194	МПа. Гибкость стержня o, например для стали 

Ст3, изменяется от 40 до 100. 

 

Формулы главных моментов инерции. Значения главных моментов 

инерции $��� (или $I) и $��� (или $8) можно определить по следующим 

формулам: $������ = {µ'°µ�|8 ± 0,5~{$� − $T|8 + 4$�T8 , где $�, $T , $�T – моменты 

инерции. Здесь знак плюс перед вторым слагаемым относится к максимальному 

моменту инерции, знак минус – к минимальному. 

 

Формулы линейной деформации используются при определении 

перемещений сечений стержней в общем случае растяжения и сжатия. Для 

линейно-упругого материала относительное удлинение (деформация) имеет 

вид: �U = 
U/
 = �/
 ∙ !, где 
 ∙ ! – жесткость стержня при растяжении и 
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сжатии; 
 – модуль упругости; ! – площадь сечения; 
U – напряжение; � – 

усилие. 

 

Формулы определения моментов инерции при повороте осей. Для 

вычисления моментов инерции сечения относительно осей �	и	�, повернутых 

на угол d против хода часовой стрелки (положительное значение угла) по 

отношению к координатным осям �	и	7, используют следующие формулы: 

$� = 0,5{$� + $T| + 0,5{$� − $T| cos 2d − $�T ∙ sin 2d; $� = 0,5{$� + $T| −
0,5{$� − $T| cos 2d + $�T ∙ sin 2d; $�� = 0,5{$� − $T| ∙ sin 2d + $�T ∙ cos 2d. При 

этом считают, что моменты инерции относительной осей �	и	7 известны. 

 

Формулы осевых моментов инерции сечений относительно данной 

оси. Такие моменты равны сумме произведений элементарных площадей �! на 

квадрат их расстояний до данной оси (например, �	или	7. Осевые моменты 

инерции относительно осей �	и	7 равны $� = � 78�!Â ; $T = � �8�!Â . 

 

Формулы перехода от центральных осей к осям, параллельным им, 

часто используются для вычисления моментов инерции сложных фигур. Эти 

формулы имеют следующий вид: �� = � 7�!Â = ∑!� 7½�; �T = � ��!Â =
∑!� �½�. Отсюда, статический момент площади ! относительно какой-либо оси 

равен произведению всей площади на расстояние от ее центра тяжести до этой 

оси. 

 

Формулы центра тяжести сечения используются для определения 

координат центра тяжести сечения: 7½ = !�/� = ∑(��7½�)/∑��; �½ = !T/� =
∑(���½�)/∑��; где �� – площадь; !�, !T – статические моменты сечения 

относительно осей �	и	7; 7½, �½ – координаты центра тяжести в точке С. 

 



212 

 

Формы равновесия тела могут быть устойчивыми, безразличными и 

неустойчивыми. Можно на примере шара (абсолютного твердого тела), 

лежащего на вогнутой, горизонтальной и выпуклой поверхностях, показать 

выше перечисленные формы равновесия. На вогнутой поверхности шар 

находится в состоянии устойчивого равновесия, на горизонтальной 

поверхности – безразличного состояния, на выпуклой поверхности – 

неустойчивого. Аналогичные примеры можно привести и из области 

равновесия деформирующихся тел, например длинных стержней, колонны и 

т. п. 

Х 

Характеристики пластичности включают в себя: относительное 

удлинение образца после разрыва δ (%); относительное сужение после разрыва 

ψ (%); упругий гистерезис. Относительное удлинение после разрыва – это 

отношение приращения расчетной длины образца после разрыва к ее 

первоначальному значению, вычисляемое по формуле © = �(�¦ − �")/�"� ∙
100%. Относительное сужение после разрыва представляет собой отношение 

уменьшения площади поперечного сечения образца в месте разрыва к 

начальной площади поперечного сечения образца: å = �(�" − �¦)/�"� ∙ 100%. 

Иногда при вычислении значенияψдля цилиндрических образцов используется 

формула: å = �(�"8 − �¦8)/�"8� ∙ 100%. 

 

Хладноломкость проявляется при отрицательных температурах, когда у 

материала (сталей) увеличивается хрупкость. Например, сталь Ст3 при 

температурах . < 45℃ становится хрупкой. Это свойство называется 

хладноломкостью. 

 

Хрупкость – свойство материала разрушаться при незначительной, 

преимущественно упругой, деформации, при напряжениях, средний уровень 
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которых несколько ниже предела текучести. Хрупкие тела разрушаются почти 

мгновенно, с едва заметной деформацией. Имеются две основные причины 

хрупкого состояния тела и его хрупкого разрушения: 1) наличие микро- и 

макродефектов в структуре материала, их взаимосвязь и количество; 2) условия 

и срок службы материала в конструкции или методы и особенности их 

испытания, то есть внешние факторы. 

Ц 

Центральным растяжением (или центральным сжатием) называется 

такой вид деформации, при котором в поперечном сечении бруса возникает 

только продольная сила – растягивающая или сжимающая, а все остальные 

внутренние усилия равны нулю. Это возможно в том случае, когда система 

внешних сил образует равнодействующую, направленную вдоль оси стержня. 

 

Центр изгиба – это точка сечения, относительно которой момент 

касательных сил в сечении при изгибе равен нулю. Положение этой точки 

можно найти из уравнения: ∑�� = È −  Ë = 0, откуда Ë = È/ , где È – 

крутящий момент, который закручивает балку;   – поперечная сила в сечении. 

Если взять в рассмотрение сечение швеллера, то центр изгиба Ë = #I8ℎI8./4$�, 

где #I – ширина сечения; ℎI – высота сечения; . – толщина полки; $� – момент 

инерции сечения. Центром изгиба сечения называется точка приложения 

равнодействующей касательных сил в поперечном сечении. 

 

Центр тяжести дуги окружности радиусом �с центральным углом 2d 

имеет координату, определяемую по формуле �� = ∑ �¦�¦ /à = � sind/d, где d 

в рад.; � = 2d� – длина дуги; �¦ – элемент длины дуги. 

 

Центр тяжести кругового сектора радиусом �с центральным углом 2d 

лежит на его оси симметрии на расстоянии от центра, равном �� =
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2/3� sind/d. Для нахождения центра тяжести кругового сектора разбивают его 

площадь радиусами, проведенными из центра 0 сектора, на n равных частей 

(элементарных секторов). В пределе при неограниченном увеличении числа n 

эти секторы можно рассматривать как плоские треугольники, центры тяжести 

которых лежат на дуге радиусом 2/3�. 

 

Центр тяжести сечения сложной формы. Для определения положения 

центра тяжести сечений сложной формы их разбивают условно на сечения 

простейшей формы, для которых положение центра тяжести известно. Затем 

определяют координаты центра тяжести веса сечения, при этом число 

слагаемых в каждом из числителей равно числу частей, на которое разбито 

тело. Формулы для определения координат тяжести многих геометрических тел 

можно найти в различных технических справочниках. В тех случаях, когда тело 

нельзя разбить на такие части, для которых было бы известно положение их 

центров тяжести, вычисляют координаты центра тяжести, используя методы 

интегрального исчисления или экспериментальными методами. Один из таких 

опытных методов основан на подвешивании тела за различные точки на нитях 

или тросах. Направление нити, к которой подвешен груз, каждый раз дает 

направление силы тяжести. Точка пересечения этих направлений является 

центром тяжести тела. 

 

Центр тяжести треугольника лежит в точке пересечения его медиан, а 

эта точка находится на медиане на расстоянии, равном одной трети медианы от 

точки пересечения медианы с соответствующей стороной треугольника. 

 

Центробежным моментом инерции плоского сечения относительно 

двух взаимно перпендикулярных осей �	и	7, лежащих в плоскости сечения, 

называется сумма произведений элементарных площадок на их координаты, 

распространенная на всю площадь сечений $�T = � �7�!Â . В зависимости от 
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положения осей центробежный момент инерции может быть положительным и 

отрицательным, а также равным нулю. Такие две взаимно перпендикулярные 

оси, относительно которых центробежный момент инерции равен нулю, 

называются главными осями инерции. Следует отметить, что центробежный 

момент инерции сечения относительно произвольных осей, параллельных 

центральным, равен центробежному моменту инерции относительно 

центральных осей плюс произведение площади сечения на соответствующие 

расстояния между параллельными осями. 

 

Центром параллельных сил называется точка, через которую проходит 

линия действия равнодействующей системы параллельных сил при любых 

поворотах этих сил около их точек приложения в одну и ту же сторону и на 

один и тот же угол. Для нахождения координат центра параллельных сил 

используется теорема Вариньона. 

 

Центром тяжести тела является точка, неизменно связанная с этим 

телом, через которую проходит линия действия равнодействующей сил тяжести 

частиц данного тела при любом положении тела в пространстве. Необходимо 

отметить, что центр тяжести тела есть лишь геометрическая точка, она может 

лежать и вне пределов данного тела. Для однородного тела координаты его 

центра тяжести не зависят от удельного веса тела, а зависят от объема тела и 

его формы. Если однородное тело имеет плоскость, ось или центр симметрии, 

то его центр тяжести лежит соответственно или в плоскости симметрии, или на 

оси симметрии, или в центре симметрии. Так, центр тяжести параллелограмма 

лежит в точке пересечения его диагоналей; центр тяжести отрезка лежит в его 

середине; центры тяжести правильного многоугольника, круга, эллипса и шара 

лежат в их геометрических центрах. Формулы для определения координат 

центра тяжести других геометрических тел можно найти в технических 

справочниках. Центры тяжести неоднородных тел сложной формы 
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определяются опытными методами, например методом подвешивания тела за 

различные точки. 

 

Циклом напряжений называют однократную их смену, 

соответствующую полному периоду их изменения во времени. Различным 

законам изменения напряжений соответствуют различные виды циклов. 

Симметричный цикл характеризуется равными по абсолютному значению 

максимальным и минимальным напряжениями. Ассиметричный цикл имеет 

максимальное и минимальное напряжения по абсолютному значению 

различные. Если знаки 
��� и 
��� различны, то такой цикл носит название 

знакопеременный, а если знаки одинаковы – знакопостоянный. В том случае, 

когда одно из напряжений равно нулю, такой цикл носит название 

пульсационный или отнулевой цикл. Любой цикл напряжений характеризуется 

двумя параметрами: 
� = 1/2(
��� + 
���) и 
� = 1/2(
��� − 
���), где 
�–

среднее постоянное напряжение цикла; 
� – амплитуда цикла (наибольшее 

значение переменной составляющей цикла напряжений). Разность 
��� −

��� = 2
³ называется размахом напряжений. Отношение напряжений 
���/

��� = Rназывается коэффициентом асимметрии цикла. Циклы, имеющие 

одинаковое значение коэффициента асимметрии, называются подобными.  

Ч 

Чистый изгиб – вид изгиба, при котором поперечная сила равна нулю. В 

этом случае в поперечных сечениях балки возникает только 

изгибающий момент � (рис. 68). При чистом изгибе 

справедлива гипотеза плоских сечений и в поперечном 

сечении бруса возникают только нормальные напряжения 

растяжения и сжатия, неравномерно распределенные по 

сечению. 

 

Рис. 68 Схема 
чистого изгиба 

бруса 
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Чистый сдвиг – это напряженно-деформированное 

состояние, характеризуемое тем, что на гранях элемента 

возникают только касательные напряжения. Потенциальная 

энергия при чистом сдвиге в элементе размером � × � × � 
(рис. 69) от действия горизонтальной силы È = � ∙ � ∙ � на 

перемещении ∆= � ∙ �будет равна: � = (1/2)È ∙ ∆=
0,5���8, где � – относительный сдвиг. Отнесем численно 

равную работе энергию деформации к единице объема 

элемента: � = �/�8 ∙ � = 0,5�� = 0,5��8. Величину � называют плотностью 

энергии деформации или удельной потенциальной энергией деформации при 

чистом сдвиге. 

Ш 

Шарнирно-неподвижная опора представляет собой устройство, не 

допускающее смещений опорного сечения ни в продольном, ни в поперечном 

направлениях, но допускает поворот этого сечения 

относительно шарнира. Такая опора имеет две связи, 

которые удобно прикладывать по направлению оси 

балки и перпендикулярно оси балки. В такой опоре 

возникают две составляющие опорной реакции: DZ и 

¥Z (рис. 70).  

Шарнирно-подвижная опора представляет собой устройство, 

допускающее перемещение опорного сечения 

параллельно опорной плоскости, например по 

горизонтали, и поворот его в вертикальной 

плоскости относительно оси цилиндрического 

шарнира и не дающее возможности перемещения в направлении наложенной 

Рис. 69 Схема 
элемента при чистом 

сдвиге 

Рис. 70 Схема шарнирно-
неподвижной опоры 

Рис. 71 Схема шарнирно-
подвижной опоры 
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связи по вертикали. Реакция такой опоры ¥Z направлена вдоль опорной связи 

(рис. 71). 

 

Шведлер Д. и Риттер А. – немецкие инженеры, первыми в середине XIX 

века ввели метод сечений для определения внутренних усилий в стержнях 

ферм. Кроме этого, Шведлер Д. в 1851 году установил, что первая производная 

от изгибающего момента �� по продольной координате равна поперечной силе 

 T, то есть ���/�[ =  T. Он же показал, что «сечение, в котором изгибающий 

момент достигает своего максимального значения, является в то же время и тем 

сечением, в котором поперечная сила меняет знак». 

Э 

Эйлера формула предназначена для определения величины критической 

силы при расчете устойчивости сжатых стержней. Дополнительно см. Формула 

Эйлера. 

 

Эквивалентный запас по разрушающей частоте вращения диска 

определяется по принципу линейного суммирования повреждений. По этому 

принципу при работе на нескольких режимах разрушение наступает при 

.I/.рI + .8/.р8 + ⋯ + .�/.р� = 1, где . – длительность режима; .р – время до 

разрушения. 

 

Эквивалентное напряжение 
экв – см. Расчет на прочность при 

сложном сопротивлении. 

 

Экстремальные касательные напряжения в точке равны полуразности 

главных напряжений и действуют на площадках, наклоненных к главным на 

угол 45° (рис. 72 а). Совместив оси координат [7 с направлениями 
I	и
8, 
приняв главные напряжения в качестве исходных: 
U = 
I, 
T = 
8, �U = 0, 
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получают напряжения: 
Y = 0,5(
I + 
8) + 0,5(
I − 
8) ∙ cos 2d; �Y =
−0,5(
I − 
8) ∙ sin 2d. Из этих формул следует, что при d = 45°	(sin 2d = −1) 
касательные напряжения имеют экстремальные значения: ���� = 0,5(
I − 
8). 
Можно получить выражение ���� через исходные напряжения 
U, 
T, 
UT в 

следующем виде: ���� = 0,5~{
U − 
T|8 + 4�UT8 . Следует отметить, что в 

общем случае на площадках с ���� нормальные напряжения не равны нулю, а 

равны 
±�Ã° = 0,5(
I + 
8) =0,5{
U + 
T|. В частном случае, когда на гранях 

элемента действуют численно равные растягивающие и сжимающие 

напряжения 
I = −
8 = 
 (рис. 72 б), экстремальные касательные напряжения 

равны главным напряжениям ���� = 
, а нормальные напряжения в этом 

случае равны нулю. Такой случай напряженного состояния носит название 

чистого сдвига, а площадки, на которых действуют одни касательные 

напряжения, называются площадками чистого сдвига. 

 

Рис. 72 Площадки с экстремальными касательными напряжениями повернуты 
к главным на 45° (а); чистый сдвиг 

 

Эксцентриситет – это некоторое расстояние (смещение) относительно 

главных осей сечения приложения продольной нагрузки, то есть нагрузка 

приложена не в центре тяжести поперечного сечения стержня, а с некоторым 

смещением (эксцентриситетом) от центра тяжести. 

 

Эластичность – способность материала или изделия испытывать 

значительные упругие (обратимые) деформации без разрушения при 

сравнительно небольших усилий. 
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Эллипс инерции – графическое изображение изменения момента 

инерции сечения при повороте центральных осей, получаемое построением 

эллипса, полуосями которого служат главные радиусы инерции. 

 

Энергетические гипотезы прочности. Первая гипотеза (гипотеза 

Бельтрами) гласит, что прочность материала при сложном напряженном 

состоянии обеспечивается в том случае, если удельная потенциальная энергия 

деформации не превосходит допускаемой удельной потенциальной энергии, 

установленной для одноосного напряженного состояния:  ≤  �L�. По второй 

гипотезе удельная потенциальная энергия деформации при объемном 

напряженном состоянии равна   = 0,5
�
I8 + 
88 + 
<8 − 2�(
I ∙ 
8 + 
8 ∙ 
< +

< ∙ 
I)�. Эта величина всегда положительна. Поэтому энергетическая гипотеза, 

так же как и третья, не учитывает различия между растяжением и сжатием, то 

есть 
�L�x = 
�L�½ = 
�L�. Допускаемая удельная потенциальная энергия при 

одноосном напряженном состоянии при 
I = 
�L�,
8 = 
< = 0 определяется по 

формуле  �L� = 
�L�8 /(2
). По четвертой гипотезе (гипотеза Губера – Мизеса) 

условие прочности имеет вид 


uvL = K
I8 + 
88 + 
<8 − 
I ∙ 
8 + 
8 ∙ 
< + 
< ∙ 
I ≤ 
�L�. Для хрупких 

материалов результаты по четвертой гипотезе получаются 

неудовлетворительными. 

 

Эпюра – графическое изображение закона изменения некоторой 

величины в зависимости от другой величины, например, график, 

изображающий закон изменения внутреннего усилия по длине стержня. 

 

Эпюры внутренних усилий – это графики изменения внутренних 

усилий вдоль продольной оси стержня. Эпюры строят для того, чтобы наметить 

опасные сечения, в которых существует большая вероятность наступления 
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разрушения. При построении эпюр сначала устанавливают границы участков, в 

пределах которых внутренние усилия изменяются по одной закономерности. 

Границами таких участков являются сечения, где приложены внешние 

сосредоточенные усилия (сила, момент) или начинается и кончается 

распределенная нагрузка, а также сечения, в которых имеется перелом оси 

стержня. Применяя метод сечения, получают аналитические зависимости 

изменения внутренних усилий в пределах каждого участка. Затем строят 

графики этих усилий – эпюры. 

 

Эпюры крутящих моментов строят для наглядного изображения 

распределения крутящих моментов вдоль оси бруса. Крутящий момент в 

сечениях бруса определяется с помощью метода сечений. Крутящий момент в 

любом сечении (поперечном) численно 

равен алгебраической сумме внешних 

моментов, приложенных к брусу справа 

или слева от сечения. Эпюры крутящих 

моментов дают возможность 

определить опасное сечение (рис. 73). 

Для примера рассмотрим 

трансмиссионный вал с четырьмя 

шкивами. Вращающие моменты на 

шкивах равны: ÈI = 600 н·м, È8 =
180 н·м, È< = 300 н·м, È� = 120 н·м. 

Данный вал имеет пять участков (I – V). Пользуясь методом сечений, 

определяют крутящие моменты �¦ на участках. На I и V участках крутящие 

моменты равны нулю; так как на этих участках вращающие моменты не 

приложены. На II участке �¦N = ÈI = 600 н·м; на III участке �¦´ = ÈI − È8 =
420 н·м; на IV участке �¦· = ÈI − È8 − È< = 120 н·м. После подсчета строят 

эпюру крутящих моментов, как показано на рисунке 73. Из эпюры видно, что 

Рис. 73 Схема вала и эпюры крутящих 
моментов 
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наибольший крутящий момент будет на II участке: �¦34' = 600 н·м; то есть на 

II  участке будет опасное сечение. 

 

Эпюры поперечных сил и изгибающих моментов – в общем виде 

представляют собой графические изображения законов изменения некоторых 

величин в зависимости от других величин. Существует ряд основных 

положений при построении эпюр и позволяющих их контролировать. Первое 

положение гласит, что на участке (стержня, балки), где нет распределенной 

нагрузки (q=0), поперечная сила постоянна, а изгибающий момент изменяется 

по линейной зависимости, причем тангенс угла наклона d эпюры � равен силе 

 . Когда g = 0	и	 = 0, тогда изгибающий момент постоянен (� = *+,-.). По 

второму положению следует, что на участке, где имеется равномерно 

распределенная нагрузка, поперечная сила изменяется по линейной 

зависимости, а изгибающий момент– поквадратичной зависимости, у которой 

выпуклость обращена в сторону действия распределенной нагрузки g. Если на 

этом участке поперечная сила   в одном из сечений равна нулю, то 

изгибающий момент в этом сечении принимает экстремальное значение �эк – 

максимум и минимум. Третье положение утверждает, что на участке, где 

имеется распределенная нагрузка, изменяющаяся линейным образом, 

поперечная сила изменяется по квадратичной зависимости, а изгибающий 

момент – покубической. Выпуклость эпюры   устанавливается в зависимости 

от характера нагружения распределенной нагрузкой, а выпуклость эпюры � 

обращена в сторону действия нагрузки g. По четвертому положению следует, 

что в сечении, где приложена сосредоточенная сила 5, на эпюре   будет 

скачок, равный значению этой силы и направленный в ту же сторону, а эпюра 

� будет иметь перелом, направленный в сторону действия силы 5. В пятом 

положении говорится, что в сечении, где приложен сосредоточенный 

изгибающий момент на эпюре �, будет скачок, равный значению момента �; 

на эпюре   изменений не будет. Кроме этого, при построении  эпюр 
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придерживаются следующих правил: 1) положительные значения   

откладывать от базисной горизонтальной линии вверх, а отрицательные – вниз; 

2) эпюру � строить со стороны растянутых волокон, то есть положительные 

значения � откладывать вниз, так как эти моменты, согласно принятому 

правилу знаков, вызывают растяжение нижних волокон, а отрицательные 

значения – вверх. Следует отметить, что в учебных пособиях, предназначенных 

для студентов машиностроительных специальностей, используют и обратное 

правило: эпюру � строят со стороны сжатых волокон. 

 

Этапы решения в методе конечных элементов для определения 

напряжений и деформаций в конструкциях сложной формы заключаются в 

следующем: 1) проводят разбиение конструкций на элементы; 2) перемещения 

и деформации в элементе выражают через смещения граничных точек (узлов) 

элемента; 3) составляются разрешающие уравнения с помощью начала 

возможных перемещений; 4) определяют узловые смещения, деформации и 

напряжения. 

 

Эффективный коэффициент концентрации напряжений используется 

для учета влияния концентрации напряжений на предел выносливости 

материала. Этот коэффициент равен отношению предела выносливости 

«гладкого» образца 
р и образца с концентратором напряжений 
рк, то есть 

�� = 
р/
рк. Экспериментально установлено, что коэффициент �� уменьшается 

с увеличением коэффициента асимметрии цикла, то есть по мере приближения 

нагружения к статическому, поскольку местные напряжения оказывают малое 

влияние на статическую прочность материала. Влияние концентрации 

напряжений на предел выносливости иногда учитывается коэффициентом 

чувствительности материала к местным напряжениям: g = (¬ − 1)(d − 1), где 

d = 
���/
ном – теоретический коэффициент концентрации напряжений; 

¬ = �� – эффективный коэффициент концентрации напряжений. Коэффициент 
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g зависит главным образом от свойств материала. Для сталей этот коэффициент 

g ≈ 0,6 ÷ 0,8, причем более прочным сталям соответствуют большие значения 

g. 

Я 

Ядро сечения – это область, очерченная вокруг центра тяжести 

поперечного сечения стержня (бруса), обладающая тем свойством, что 

продольная сила, приложенная к любой точке ядра, вызывает во всем сечении 

напряжения одного знака. Ядро строят, последовательно задаваясь положением 

, − , как касательных к контуру сечения. При этом устанавливают отрезки �", 
7" и находят координаты силы: �� = −e��N�Îf; 7� = −e�'NTÎf. Соединив найденный 

таким путем ряд точек с координатами ��, 7�, получают очертание ядра. В 

качестве примера на рисунке 74 показано построение ядра для прямоугольного 

сечения. Для этих целей проводят линию ,I − ,I, 
отсекающую на оси� отрезок �" = #/2. Квадрат 

радиуса инерции qT8 = µ�Â = ³N
I8. По выше 

приведенным формулам получают, что �� =
−(#/6), а 7� = 0, так как отрезок 7" = ∞, что 

дает точку 1 ядра. Аналогично линия ,8 − ,8 
дает точку 2. Переход от ,I − ,I к ,8 − ,8 
осуществляется путем вращения вокруг точки В, 

поэтому прямая 1-2 является частью контура ядра сечения, представляющего 

собою ромб, расположенный в средней трети высоты и ширины поперечного 

сечения. 

 

Якоб Бернулли (1654 - 1705) – швейцарский ученый по математике, 

физике и механике. Выдвинул гипотезу плоских сечений: поперечные сечения 

Рис. 74 Построение ядра 
сечения 
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стержня, плоские и перпендикулярные его продольной оси до деформации, 

остаются плоскими и перпендикулярными оси и после деформации. На 

основании этой гипотезы можно заключить, что так как все продольные 

волокна деформируются одинаково, то нормальные напряжения, вызывающие 

эти деформации, также должны быть одинаковыми и распределены по 

поперечному сечению равномерно, то есть 
U = *+,-.. 
 

Ясинский Ф. С. (1856 - 1899) – русский инженер и механик. При 

решении задачи об устойчивости стержня за пределом упругости 

Ясинским Ф. С. была впервые получена формула для определения модуля 

упругости 
пр при расчете стержней прямоугольного сечения. Также им было 

предложено силу 5пр называть приведенно-модульной. Дополнительно см. 

Формула Ясинского. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

 



Приложение I 
 

 

 

Задачи и их решения 

Общие рекомендации к решению задач статики заключаются в 

следующем: 

1) выбрать твердое тело, равновесие которого требуется изучить для 

определения искомых величин; 

2) изобразить задаваемые силы, приложенные к твердому телу; 

3) мысленно отбросить связи, наложенные на твердое тело, заменить их 

соответствующими силами реакции; 

4) выбрать систему осей декартовых координат, которые направить так, 

чтобы они оказались параллельны или перпендикулярны возможно 

большему числу неизвестных сил, а также чтобы линии действия 

неизвестных сил пересекали эти оси; 

5) составить уравнение равновесия твердого тела; 

6) решить систему уравнений и найти неизвестные величины. 

 

Задача I.1 

К точке О тела приложены четыре силы, 

лежащие в одной плоскости и образующие 

между собой углы 75°, 45°, 120°. Первая сила 

направлена вправо и вверх под углом 60° к 

вертикали (рис. 1.1 а). Модули сил равны: 

F1=1500 Н, F2=2000 Н, F3=2500 Н, F4=1200 Н. 

Определить модуль и направление равнодействующей графическим путем.  

 

Решение 

Выбрав какой-либо масштаб сил, например pр = 100	Н/мм, 

откладываем по заданным направлениям отрезки, изображающие 

соответствующие векторы сил (рис. 1.1 б). Из произвольной точки О 
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проводим отрезок ОА, равный вектору заданной силы F1. Из конца А этого 

отрезка проводим отрезок АВ, равный вектору другой заданной силы F2, и 

т.д. 

Замыкающая сторона OD полученного таким образом силового 

многоугольника и будет изображать в выбранном масштабе 

равнодействующую данной системы сил F1, F2, F3, F4 как по модулю, так и 

по направлению. Длина замыкающей OD=30 мм, следовательно модуль 

равнодействующей � = pр ∙ �B = 100 ∙ 30 = 3000	Н. Измерив угол между 

вертикалью и направлением замыкающей, находим, что равнодействующая I 

направлена вправо вниз под углом 32  к вертикали. 

 

Задача I.2 
 

На рисунке 1.2 а показана схема крана. Цепь 

АВ=1 м и подкос СВ=1,5 м прикреплены в 

точках А и С соответственно. Расстояние 

АС=2,5 м. В точке В подвешено тело весом 

G=20 кН. 

Требуется определить усилие в цепи АВ и в 

подкосе СВ. 

Решение 

Рассматриваем равновесие трех сил, приложенных к узлу В: веса G и 

реакций цепи и подкоса R1 и R2. Линии действия реакций совпадают с 

направлением отрезков АВ и ВС (рис. 1,2 б).  

Строим замкнутый треугольник этих сил abc (рис. 1.2 в), из которого 

определяем направления реакций R1 и R2. Приложив найденные реакции к 

узлу, определяем, что подкос ВС сжат, а цепь АВ растянута. Из подобия 

треугольника сил abc и треугольника АВС следует �/5Ë = �I/�E = �8/ËE. 
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Из этих равенств определяем искомые усилия !I = � Z�
Z�
= 20 I

8,Ã = 8	кН; 

!8 = � ��
Z�
= 20 I,Ã8,Ã = 12	кН. 

 
Задача I.3 

 
Однородный брус АВ весом G1опирается 

одним концом на горизонтальную плоскость, а 

другим – на вертикальную (рис. 1.3). К концу А 

бруса прикреплена нить, перекинутая через 

блок С и имеющая груз весом G2. 

Длина бруса АВ =1 (рис. 1.3). Требуется 

определить угол d между горизонтальной 

плоскостью и брусом в условиях равновесия. Трением на блоке С можно 

пренебречь. 

 
Решение 

Рассматриваем равновесие бруса. Заданными являются вес тела G1, 

приложенный в середине бруса, и сила натяжения нити, которую обозначим 

через Т.  

Реакции �Z и �� направлены перпендикулярно гладким опорным 

поверхностям. Составляем уравнение равновесия, взяв сумму. 

 
Задача I.4 

 
Для однородной пластины, изображенной на рисунке 1.4, требуется 

определить координаты центра тяжести. Размеры пластины следующие: 

�E = 30	см, EB = 40	см, 
B = 10	см, �� = 2	см, àF = 36	см, 5F = 8	см. 

 
Решение 

Для нахождения центра тяжести площади 

пластины разбиваем ее на три прямоугольника и 
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отмечаем центры тяжести каждого из них ËI, Ë8, Ë<. 
Общий центр тяжести определим по формулам �½ = Â���°ÂN�N°Â´�´Â , 

7½ = Â�T�°ÂNTN°Â´T´Â ,  

где !I, !8, !< – площадь каждого прямоугольника; �� , 7� – координаты 

центров тяжести прямоугольников; ! – общая площадь фигуры. 

Результаты вычислений приведены в таблицу 1, где !�T , !�� – 

статические моменты относительно осей координат. 

Таблица 1 

Номер элемента !�, см ��, см 7�, см 
!�T = !���, 

см2 
!�� = !�7�, 

см2 
1 60 1 15 60 900 
2 72 20 1 1440 72 
3 20 39 5 780 100 
Ʃ 152 – – 2280 1072 

 
Задача I.5 

 
Подобрать сечение элементов системы, изображенной на рисунке 1.5, и 

определить перемещение узла E. Материал – сталь Ст3, 
�L� = 160	МПа. 
 

Решение 

Применяя метод сечений, определяем 

усилия в стержнях, рассматривая 

часть системы ниже сечения � − �: 

∑ê = 0; −�I sin 30° + �8 sin 45° =
0, откуда �I = �8√2; ∑; = 0; 

�I cos 30° + �8 cos 45° − 50 = 0. 
Решая два уравнения с двумя неизвестными, найдем �I = 0,0368	МН и 

�8 = 0,026	МН.  

Оба усилия растягивающие. Подбираем сечение элементов: 

�I = �I/
�L� = 0,0368/160 = 0,00023	м8 = 2,3	см8; 
�8 = �8/
�L� = 0,026/160 = 0,000162	м8 = 1,62		см8. 
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Определяем перемещение узла E. Вначале найдем удлинения 

стержней: 

∆� = �I�I/
�I = 0,0368 ∙ 1,16/(2 ∙ 10Ã ∙ 2,30 ∙ 10J�) = 0,00092		м =
0,092		см;  

∆�8 = 0,026 ∙ 1,41/(2 ∙ 10Ã ∙ 1,62 ∙ 10J�) = 0,00112		м = 0,112		см. 

Для определения перемещения узла E применим графический способ. 

Из точек B и Ë проведем дуги радиусами, равными новым длинам 

стержней BE и EË (с учетом удлинений). Они пересекутся в точке E′ – новом 

положении шарнира E. Вследствие малости деформаций дуги можно 

заменить прямыми линиями E8E′ и EIE′, перпендикулярными направлениям 

EË и BE. Чтобы получить более точное решение, построение (диаграмму 

перемещений) выполняем в крупном масштабе (рис. 1.5). Точка отрезок EE′ 
в принятом масштабе определит перемещение узла E. 

В данном случае оно равно 
 = 0,13	см. 
 
 

Задача I.6 
 

Определить диаметр стального вала, вращающегося с угловой 

скоростью r = 100	рад/си передающего мощность R = 100	кВт. 
Допускаемое напряжение ��L� = 40	МПа, допускаемый угол закручивания 

��L� = 0,5	град/м, � = 8 ∙ 10�	МПа. 
 

Решение 

Момент, передаваемый валом, определяем по формуле Èv = R/r =
100000/100 = 1000	Н ∙ м. 

Крутящий момент во всех поперечных сечениях вала одинаков: 

È = Èv = 1000	Н ∙ м = 1	кН ∙ м = 1 ∙ 10J<	МН ∙ м. 

Диаметр вала по прочности определяем по формуле (V.15) 

� = 1,72K10J</40´ = 0,05	м = 5	см = 50	мм.  
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По формуле (V.24) определяем диаметр вала из условия жесткости: 

� = K180 ∙ 10J</(3,14 ∙ 8 ∙ 10� ∙ 0,1 ∙ 0,5)· = 0,052	м = 5,2	см = 52	мм.  

Диаметр вала в данном случае определяется из условия жесткости и 

должен быть принят равным � = 52	мм. 

 
Задача I.7 

 
Определить опорное реакции консольной балки (рис. 1.6). 
 

Решение 

 
Реакцию заделки представляем в виде двух 

сил �Uи �T, направленных, как указано на 

чертеже, и реактивного момента �Z. 

Составляем уравнение равновесия балки. 

1. Приравняем нулю сумму проекций 

на ось z всех сил, действующих на балку: 

∑6 = 0. Получаем �U = 0. При отсутствии горизонтальной нагрузки 

горизонтальная составляющая равна нулю. 

2. То же, на ось ∑; = 0. Равномерно распределенную нагрузку q 

заменяем равнодействующей g�<, приложенной посередине участка �<: 
�T − 5I − g�< = 0, откуда �T = 5I + g�<. 
Вертикальная составляющая реакции в консольной балке равна сумме 

сил, приложенных к балке. 

3. Составляем третье уравнение равновесия. Приравняем нулю сумму 

моментов всех сил относительно какой-нибудь точки, например 

относительно точки А: 

∑�Z = 0; −�Z − 5I�I − g�< e�I + �8 + �´8 f = 0, 

откуда �Z = −5I�I − g�< e�I + �8 + �´8 f. 
Знак минус показывает, что принятое вначале направление реактивного 
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момента следует изменить на обратное. Итак, реактивный момент в заделке 

равен сумме моментов внешних сил относительно заделки. 

 
Задача I.8 

 
Сжимающая брус сила F приложена в точке Б. Найти нормальное 

напряжение в точке А (рис. 1.7). 

 
Решение 

 
Поперечное сечение бруса: # = 1	см = 10	мм, 

ℎ = 2	см = 20	мм, а сила 5 = 1	кН = 10<	Н.  

Напряжение в точке А определится по формуле: 


Z = ô
Â + �UÎµ� [ + �TÎµ¾ 7, 

где � = −5 – сжимающая сила; 

[" = −#/2, 7" = −ℎ/2 – координаты точки Б; 

[ = #/2, 7 = −ℎ/2 – координаты точки А; 

$U = #ℎ</12, $T = ℎ#</12, ! = #ℎ – моменты 

инерции и площадь. 

Подставим значения �, 5, [, 7, [", 7", $T , $U в формулу 


Z = J�
³¯ + (J�)(J�N)¯³´/I8 e³8f + (J�)(�N)³¯´/I8 e− ¯

8f = Ã�
³¯ = Ã∙I"´

I"∙8" = 25	МПа. 
Таким образом, из примера видно, что внецентренная приложенная в 

точке Б сжимающая сила F, в нашем случае в точке А, привела к 

растягивающим нормальным напряжениям. 

 
Задача I.9 

 
Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов для балки, 

шарнирно закрепленной двумя концами и нагруженной сосредоточенной 

силой (рис. 1.8). 
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Решение 
 
Начало координат поместим на левом 

конце балки, а ось направим вправо. 

Данная балка состоит из двух участков. 

Определим опорные реакции RA и RB, 

составив уравнения моментов 

относительно опор А и В:∑�Z = 0; 

−5Z + ��� = 0,откуда�� = 5�/�; ∑�� =
0; −�Z� + 5� = 0, следовательно, 

�Z = 5#/�.  
Проверим правильность определения реакций, составив уравнение 

проекций на ось у: ∑; = 0, �Z − 5 + �� = 0, 5#/� − 5 + 5�/� = 5(� +
#)/� − 5 = 5 − 5 = 0. 

Полученное тождество 0=0 говорит о том, что реакции определены 

правильно. 

Приступаем к построению эпюр, применяя для этого метод сечений. 

Построение эпюры поперечных сил. На первом участке поперечная 

сила Q1 положительна, постоянна и равна �Z, так как слева от сечения 1-1 

других сил нет. 

Откладываем вверх от оси эпюры в произвольном масштабе  I = �Z =
5#/�; затем проводим прямую, параллельную оси эпюры. 

Значение поперечной силы на втором участке будет равна  8, где 

 8 = �Z − 5 = 5#/� − 5 = −5(� − #)/� = −5�/� = −�� (то же получим, 

если рассмотрим часть балки, расположенную справа от сечения 2-2). 

В точке приложения сосредоточенной силы F эпюра Q имеет скачок, 

численно равный F. 

Вид эпюры Q показан на рисунке 1.8. 

Построение эпюры изгибающих моментов. В сечении 1-1 на первом 

участке изгибающий момент равен �Iи = �Z[, причем z изменяется от 0 до а. 
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Поскольку z входит в это уравнение в первой степени, эпюра моментов будет 

представлять собой прямую линию. 

Для построения эпюры �Iи достаточно найти значения моментов на 

границах участка, т.е. при z=0 и z=а: при z=0�Iи = 0; при z=а�Iи = 5#�/�. 
Для определения изгибающего момента в сечении 2-2 проще 

рассмотреть правую часть балки, на которую действует одна сила: �8и =
��(� − [), причем z меняется от а до l. 

Эпюра моментов на втором участке также будет изображаться прямой 

линией. Найдем значения изгибающего момента на границах участка: при 

z=а: �8и = 5�(� − �)/� = 5�#/�; при z=0�8и = 5�(� − �)/� = 0. 

По полученным значениям строим эпюру �и. Наибольшее значение �и 
будет иметь в сечении, где приложена сила F.�и	��� = 5�#/�. 

Это сечение будет предположительно опасным. 

В частном случае, когда сила F приложена в середине балки,� = # =
�/2 и �и	��� = 5�/4. 

 
Задача I.10 

 
Построить эпюры Q и M при изгибе балки на двух опорах или 

двухопорной балки под действием силы F (рис. 1.9). 

 
Решение 

 
Определим опорные реакции �Z и �� из уравнений равновесия балки 

∑�Z = 5Z − ��(� + #) = 0; ∑5 = �Z − 5 + �� = 0. 

Из первого уравнения найдем ��: �� = �/(� + #) ∙ 5, а из второго 

уравнения определим �Z: �Z = 5 − �� = #/(� + #) ∙ 5. 

Разобьем балку на два участка и запишем выражение поперечных сил и 

изгибающих моментов для каждого из участков с учетом выведенных выше 

соотношений и принятых правил знаков: для участка I на расстоянии х1 от 

опоры А 
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 (�I) = �Z = #/(� + #) ∙ 5, 

�(�I) = �Z�I = 5 ³�
�°³, где 0 ≤ �I ≤ � при 

�I = 0�(0) = 0, при �I = ��(�) = ��³
�°³; для 

участка II  на расстоянии х2 от опоры А 

 (�8) = �Z − 5 = ³
�°³ ∙ 5 − 5 = − �

�°³ ∙ 5 =
−��, 

�(�8) = �Z�8 − 5(�8 − �) = 5 ³
�°³ ∙ �8 −

5(�8 − �), где � ≤ �8 ≤ � + # при �8 =
��(�) = 5 �³

�°³,при �8 = � + #�(� + #) = 0. 

Таким образом, на каждом участке балки Q постоянно, причем для 

участка I – положительно, а для II  – отрицательно, а момент имеет линейную 

зависимость от х и на участке I возрастает от 0 до 5 �³
�°³, а на участке II 

убывает от этой величины до нуля. С учетом этого построим эпюры Q и М 

(см. рис. 1.9). Следует отметить, что там, где действует сила, на эпюре 

поперечных сил наблюдается скачок, равный по величине действующей силе. 

Так, на эпюре Q имеется три скачка там, где 

действуют силы �Z, 5	и	��. 

Если сила имеет знак плюс, скачок 

наблюдается вверх, если минус – вниз, в 

случае действия силы 5. 

 
Задача I.11 

 
Построить эпюры продольных сил, 

напряжений, деформаций и перемещений 

ступенчатого стержня, нагруженного так, как 

показано на рисунке 1.10. 

 
Решение 
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Построение эпюры продольных сил начинается с расчленения стержня 

на три участка I, II , III в зависимости от действующих сил. Методом сечений 

определяется внутренняя продольная сила в сечениях на каждом участке.  

В каждом из рассматриваемых сечений сила N определяется как 

алгебраическая сумма всех сил, действующих на стержень до 

рассматриваемого сечения (рис. 1.11):  

участок I: �I = 0; 

участок II : �8 = 5; 

участок III : �< = 5 − 25 = −5. 

Знак минус показывает, что сила �< 
действует к сечению и является 

сжимающей. Эпюра силы N показана на рисунке 1.10. 

Начинаем построение эпюры продольных сил со свободного торца (см. 

рис. 1.10). На участке I сил нет, поэтому продольная сила равна нулю. 

Доходим до силы F, действующей в начале участка II , и на эпюре должен 

быть скачок, равный действующей силе F. Поскольку сила F действует от 

сечения, то она положительная, является растягивающей и скачок на эпюре N 

должен быть вверх. В конце второго участка в сечении, где приложена вторая 

сила 2F, должен быть второй скачок на величину 2F. Поскольку эта сила 

направлена к сечению и является отрицательной, скачок в эпюре N должен 

быть вниз на величину 2F. Третий скачок соответствует значению силы 

реакции в закрепленной части стержня –F. 

Эпюра напряжений σ легко пересчитывается из эпюры сил делением 

значений N на соответствующую площадь поперечного сечения стержня. 

При этом учитывается знак силы (см. рис. 1.10). Аналогично строится эпюра 

относительных деформаций ε – делением каждого значения напряжения σна 

модуль упругости Е в соответствии с законом Гука (см. рис. 1.10). 

За начало отсчета при определении перемещений примем сечение 

заделки, где, очевидно, у стержня нет перемещений. Затем, действуя 
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формально, определим удлинение каждого участка ∆� = ��/
!, где �, �, !,

 берем для каждого из участков с учетом знака силы N. Затем находим 

перемещение U. Получим для конца участка III перемещение сечения Б: 

 Б = ∆�< = −5�/2
!, где ∆�< – удлинение участка III , а для конца участка II 

перемещение сечения С: С =  Б + ∆�8 = − I
8ÁÂ + �¨

ÁÂ = I
8

�¨
ÁÂ, где ∆�8 = �¨

ÁÂ –

удлинение участка II . 

Полное удлинение стержня равно алгебраической сумме удлинений всех 

участков: ∆� = ∆�I + ∆�8 + ∆�< = 0 + �¨
ÁÂ − �¨

8ÁÂ = �¨
8ÁÂ. – 

На рисунке 1.10 дана эпюра перемещений U. На эпюре стрелками 

указано направление перемещения сечений стержня. 

 
Задача I.12 

 
Для стержня, нагруженного силами F (рис. 1.12 а), построить эпюру 

продольных перемещений r([). 
Решение 

Разбивают стержень на два участка I и II . Далее определяют 

продольные усилия на каждом участке и выбирают локальные системы 

координат с началом координат в точках ОI и О8. Определяют перемещения 

для участков I и II по формулам: rI = rОI + 5[I/
�и r8 = rО8 − 25[8/
�.  

Для I участка rОI = 0, так как [I = 0 (у заделки), тогда rI = 5[I/
�, где 
� 

– жесткость сечения. Значение rО8 находят из 

условия непрерывности функции перемещений 

на границах участков, т. е. [I = 2� и [8 = 0: 

rI(2�) = rО8; rО8 = 52�/
�. Эпюра 

продольных сил показана на рисунке 1.12 б. 

Эпюра перемещений r на каждом участке 

изменяется по линейной зависимости 

(рис. 1.12 в). Определяют значения 
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перемещений при [I = 2� и [8 = 3�: rI = 25�/
� и r8 = 45�/
�. 

 

Задача I.13 
 
Построить эпюру продольных сил для 

стержня, нагруженного продольными 

силами (рис. 1.13 а). 

 
Решение 

Стержень имеет два участка (I и II). 

Выбирают начало координат в левом 

крайнем сечении. Далее находят 

закономерности изменения продольной 

силы на каждом участке. Используя метод 

сечений, проводят сечения 1-1 и 2-2 в произвольных местах на участках I и 

II. 

Затем отбрасывают каждый раз правую часть стержня, содержащую 

закрепление, для того чтобы не определять опорную реакцию. Оставшиеся 

левые части уравновешивают положительными 

(растягивающими) продольными силами �I и �8 
(рис. 1.13 б, в). Для этих частей записывают 

уравнение равновесия: I. 0 ≤ [I ≤ �; II. � ≤ [8 ≤
3�; I. [ = �I − 5 = 0;	�I = 5; II. [ = �8 − 5 +
35 = 0;	�8 = −25. Из этого решения видно, что 

в пределах каждого участка продольная сила 

остается постоянной. По полученным 

выражениям для �I и �8 строят эпюру продольных сил, изображенную на 

рисунке 1.14. 
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Задача I.14 
 
Построить эпюры поперечной силы Q и изгибающего момента М при 

изгибе двухопорной балки парой сил или моментом М, действующим 

посредине (рис. 1.15). 

Решение 

Определим опорные реакции �Z	и	��: 

�Z = ��� − � = 0, �� = �/�, ∑5 = �Z +
�� = 0; �Z = −�� = −�/�. Знак минус, 

полученный при определении реакции, 

показывает, что направление силы �Z 

должно быть противоположным 

принятому. Учтем это при выводе 

выражений Q и M. Наметим два участка и 

запишем выражения Q и М: 

для участка I:  (�I) = −	�/�, �(�I) = −	&¨ �I, где 0 ≤ �I ≤ ¨
8 

при � = 0�(0) = 0; 

при � = ¨
8�e¨8f = −&

8 ; 

для участка II:  (�8) = −	�/�, �(�8) = −	&¨ �8 +�, где 
¨
8 ≤ �8 ≤ � 

при �8 = ¨
8�e¨8f = &

8 ,  

при �8 = ��(�) = 0. 

Как видно из приведенных выражений, поперечная сила постоянна по 

всей длине балки и равна −	�/�. Изгибающий момент на первом участке 

убывает от нуля до −&
8 , а на втором – от 

&
8  до нуля. Перейдем к построению 

эпюр Q и М (см. рис. 1.15). Как видно из эпюр, два скачка наблюдаются в 

начале и в конце эпюры Q и равны опорным реакциям �Z	и	��. 

Там, где действует момент, на эпюре изгибающих моментов 

наблюдается скачок, равный по величине действующему моменту М. 
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Задача I.15 
 

Определить диаметр d стальной проволоки для навивки пружины 

наружного диаметра D=0,1 м, растягиваемой силой F=1 кН (рис. 1.16). 

Допускаемое напряжение проволоки ��� = 200	МПа. 
 

Решение 

Исходя из условия прочности ���� ≤ ���и формулы 

���� = �ñ + �&��� = (85B/A�<)(1 + �/2B), где D – 

диаметр пружины; d – диаметр проволоки; F=Q – 

сила сдвига; �ñ = 45B/	A�8 – касательное 

напряжение от сдвигающей силы F; �&��� = 5B/2�р 
(�р = A�</16) – касательное напряжение от 

крутящего момента �кр; �р – момент сопротивления 

кручению, пренебрегая членом �/2B по сравнению с единицей, определяют, 

что диаметр стальной проволоки для навивки пружины � = K85B/A���´ =
K8 ∙ 1 ∙ 10< ∙ 100/3,14 ∙ 200´ = 11	мм. 

 

Задача I.16 
 

Определить допускаемую нагрузку растягиваемого стального листа, 

ослабленного отверстиями d=20 мм (рис. 1.17). Допускаемое напряжение 


�L� = 160	МПа,		толщина листа t=10 мм, ширина b=200 мм. 

 
Решение 

Допускаемую нагрузку определяем из расчета на 

прочность по сечению, ослабленному отверстиями, 

так как здесь прежде всего может произойти 

разрушение. Полная площадь сечения листа �³u =
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20 ∙ 1 = 20	см2. Ослабление двумя отверстиями ∆� = 2 ∙ 1 ∙ 2 = 4 см2. 

Рабочая площадь сечения ��x = �³u − ∆� = 20 − 4 = 16	см8 = 16 ∙ 10J�м8. 
Допускаемая нагрузка 5�L� = ��x
�L� = 16 ∙ 10J� ∙ 160 ∙ 10Ä = 256 ∙ 10< =
256	кН. 

Задача I.17 
 

Определить допускаемую нагрузку балки 

прямоугольного поперечного сечения 

(рис. 1.18), если 
�L� = 10	МПа, � = 1	м. 
 

Решение 

Определяем допускаемый изгибающий 

момент ��L� = ��
�L� = ³¯N
Ä 
�L� = I8∙8�N∙I"��

Ä ∙ 10 = 0,0115	МН ∙ м. Чтобы 

определить допускаемую нагрузку, необходимо знать зависимость между 

наибольшим изгибающим моментом и нагрузкой, для чего необходимо 

построить эпюру изгибающих моментов. Определяя реакции, найдем, что 

�Z = <
Ã5; �� = 8

Ã�. Наибольший изгибающий момент будет в сечении под 

грузом: � = �Z ∙ 2� = Ä
Ã5�. Теперь можем определить допускаемую 

нагрузку: 5�L� = Ã
Ä���L� = Ã

Ä∙I ∙ 0,0115 = 0,0096	МН = 9,6	кН = 9600	Н. 

 
Задача I.18 

 

Стержень длиной � = 0,25	мм прямоугольным поперечным 

сечением шириной # = 10	см, высотой ℎ = 1	см защемлен 

одним концом, а на свободный действует сжимающая сила 

5. Определить допускаемую силу 5T из расчетов на 

устойчивость и сравнить ее с допускаемой силой при 

сжатии �5�с. Материал стержня Ст3с допускаемым 

напряжением на сжатие �
�с = 160	МПа. Схема приведена на рисунке 1.19. 
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Решение 

Допускаемая сила при сжатии �5�с = �
�с! = 160 ∙ 10<	Н = 160	кН, где 

! = #ℎ = 100 ∙ 10 = 10<мм8. Допускаемая сила при расчетах на 

устойчивость �5�у = s�
�с! = s ∙ 160 ∙ 10<	Н = s ∙ 160	кН. Найдем s по 

табл. 5, исходя из гибкости стержня o = p�K!/$���, где p = 2 – коэффициент 

приведения длины стержня, защемленного одним концом; � = 0,25	м =
250	мм; ! = #ℎ = 10<мм8. Минимальный момент поперечного сечения 

стержня $��� = ³¯´
I8 = I""∙I"´

I8 = I"´
I8 мм�. Подставим найденные значения в 

выражение для o: o = 2 ∙ 250~I"´∙I8I"� = 175. Найдем по табл. 5 методом 

интерполяции: 

oI = 170 соответствует sI = 0,26, 

o8 = 180 соответствует s8 = 0,23.  

Составим пропорцию
�NJ��
�J�� = −	Å�JÅN∆Å .  

Определим разность o8 − oI = 180 − 170 = 10, что соответствует для 

sI − s8 = 0,26 − 0,23 = 0,03. Таким образом, при o = 175 коэффициент 

s = s8 + ∆s = 0,23 + 0,015 = 0,245.  

Найдем допускаемую силу по устойчивости �5�у = 0,245 ∙ 160 =
39	кН. 

Задача I.19 
 

Рассчитать на срез дюралюминиевые 

заклепки диаметром 1 см в соединении двух 

листов, нагруженных растягивающими силами. 

Число заклепок , = 2, действующая сила 

5 = 4	кН (рис. 1.20). 

 
Решение 
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Силы 5, растягивающие две стальные полосы, действуют поперек осей 

заклепок и создают перерезывающие силы   и сдвигающие напряжения � в 

заклепках. Из условия равновесия следует, что перерезывающая сила   равна 

действующей силе 5. Спроектируем силы на ось х: + − 5 = 0,  = 5. В 

предположении равномерного распределения напряжений сдвига определим 

� = ñ
�Â = �

���N·
= ��

HLN�, где , и � – число и диаметр заклепок; ! – площадь 

поперечного сечения. При увеличении числа рядов заклепок существенно 

возрастает неравномерность распределения напряжений между заклепками. 

В этом случае перегружаются крайние ряды заклепок и недогружаются 

средние. Неравномерность нагрузки заклепок можно учесть 

соответствующими коэффициентами, но для ориентировочной оценки 

прочности можно пользоваться предлагаемой методикой расчета. Перейдем к 

определению числовых значений напряжений сдвига: 5 = 4	кН = 4 ∙ 10<	Н, 

� = 1	см = 10	мм, � = ��
HLN� = �∙�∙I"´

H∙I"N∙8 = 25	МПа. Определим допускаемое 

напряжение на сдвиг ��� = 0,5�
�, для дюралюминия �
� = 100	МПа, тогда 

��� = 0,5 ∙ 100 = 50	МПа.  
Таким образом, условие прочности для заклепок на срез выполняется: 

� = ���. 
Задача I.20 

 

Произвести расчет сварного соединения по 

данным предыдущего примера (рис. 1.21). 

Допускаемое напряжение на срез для швов 

��L� = 110	МПа. 
Решение 

Чтобы составить место для размещения 

фланговых швов, примем ширину накладки #I несколько меньше ширины 

листа #", то есть #I = #" − 2. = 19,5 − 3,2 = 16,3	см. По условию 
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равнопрочности площадь сечения двух накладок должна быть не меньше 

площади сечения листа, то есть 2#I.I ≥ �. Отсюда толщина накладки 

.I ≥ 1,6 ∙ 19,5/(2 ∙ 16,3) = 0,96	см.  

Примем .I = 1	см. Необходимую рабочую длину фланговых швов �I 
определим из условия [см. формулу (III.14)]: 110 ∙ 4 ∙ 0,7 ∙ � ∙ �I = 0,5. 

Отсюда (при � = .I = 0,01	м): �I = 0,162	м = 16,2	см. 

 
Задача I.21 

 

Рассчитать заклепочное соединение двух листов одинакового сечения 

толщиной . = 16	мм, перекрытых двумя накладками, если 5 = 0,5	МН. 

Допускаемые напряжения: 
�L� = 160	МПа, ��L� = 90	МПа, 
′½Ñ� =
320	МПа. 

Решение 

В данном случае заклепки двухсрезные, так как для разрушения 

соединения необходимо, чтобы каждая заклепка срезалась по двум 

плоскостям, причем диаметр заклепки � = 20	мм = 2 ∙ 10J8	м. Определяем 

необходимое число срезов по формуле: , = �
(HLN/�)ª4�3 = ",Ã∙�

<,I�∙8N∙I"�·∙�" = 17,6 

срезов. 

Следовательно, необходимо принять девять заклепок. Необходимое 

число заклепок по смятию определяем по формуле: ,/ = �
xL�1��� =

",Ã
",IÄ∙","8∙<8" = 5,85 ≈ 6	заклепок. 

Решающим явился расчет на срез. Принимаем девять заклепок – с 

каждой стороны стыка в три ряда по три заклепки в ряд. Подберем сечение 

листа из расчета на растяжение: � = �
�4�3 = ",Ã

IÄ" = 31,3 ∙ 10J�м8 = 31,3	см8.  
Отсюда при толщине . = 1,6	см найдем ширину листа: #" = Z

x = <I,<
I,Ä =

19,5	см. К этой рабочей ширине надо добавить ширину отверстий 3� = 6	см, 

тогда получим полную ширину листа # = 19,5 + 6 = 25,5	см. Этой ширины 
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вполне достаточно для размещения трех заклепок. (Расстояние между 

центрами заклепок принимаем равным 3�). Толщина .I каждой накладки 

должна быть не менее половины толщины листа; принимаем .I = 0,8	см. 

 
Задача I.22 

 

Определить максимальные напряжения от изгиба и кручения 

защемленного круглого стержня. Диаметр стержня 10 см, длина 0,25 м, сила 

4 кН, изгибающие и крутящие моменты М=2 кН·м; Мкр1=1 кН·м; Мкр2=3 кН·м. 

 

Решение 

Построим эпюры изгибающих и 

крутящих моментов (рис. 1.22). 

Разобьем стержень по длине на 

четыре участка. Методом сечений 

определим внутренние силовые 

факторы �кр и �, рассматривая 

сечения в каждом из четырех 

участков стержня. 

Участок I. Относительно сечения I только сила F создает изгибающий 

момент �(�I) = −5�I, где знак минус означает, что от действия силы F 

балка изгибается так, что сжатое волокно находится внизу. При �I = 0 и 

�I = � можно записать: �(0) = 0, �(�) = −5� = −4 ∙ 0,25 = −1	кН ∙ м. 

Участок II. На этом участке выберем произвольное сечение II на 

расстоянии �8 от начала стержня. Изгибающий момент создается силой F и 

моментом М: �(�8) = −5�8 +�, где � ≤ �8 ≤ 2�. 
При �8 = �			�(�) = −5� +� = −1 + 2 = 1	кН ∙ м, 

при �8 = 2�		�(2�) = −25� + � = −2 + 2 = 0. 
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Участок III . Относительно произвольного сечения III на этом участке 

сила F и момент М создают изгибающий момент, а момент �крI – крутящий 

момент 	2� ≤ �< ≤ 3��: �(�<) = −5�< +�; �(2�) = 0; �(3�) = −1	кН ∙ м; 

�кр	�<� = �кр = 1	кН ∙ м. 

Участок IV. 	3� ≤ �� ≤ 4��: �(��) = −5�� +�; �(3�) = −1	кН ∙ м; 

�(4�) = −2	кН ∙ м; �кр	��� = �крI −�кр8 = 1 − 3 = −2	кН ∙ м. 

По полученным расчетным данным можно построить эпюры 

изгибающих и крутящих моментов по длине стержня. Эпюры наглядно 

показывают наиболее напряженное место стержня – его заделку, где 

действуют максимальные моменты: изгибающий и крутящий, равные 2 кН·м. 

Теперь можно перейти к определению напряжений. Максимальные 

нормальные напряжения возникают от наибольшего изгибающего момента 


��� = &34'
) = 8∙I"�

I"� = 20	МПа, где ���� = 2	кН ∙ м = 2 ∙ 10Ä	Н ∙ мм; 

� = 0,1�< = 0,1(108)< = 10Ãмм<; � = 10	см = 108	мм. 

Максимальные касательные напряжения определяются наибольшим 

крутящим моментом ���� = &кр	34'
)р = 8∙I"�

",8∙I"� = 10	МПа; �кр	��� = 2	кН ∙ м =
2 ∙ 10Ä	Н ∙ мм; �р = 0,2�< = 0,2 ∙ 10Äмм<. 

 
Задача I.23 

 

Дан ведущий вал цилиндрической прямозубой передачи, расчетная 

схема вала и эпюры крутящего и изгибающих моментов в вертикальной и 

горизонтальных плоскостях (рис. 1.23). Эпюры построены на основании 

следующих данных: передаваемая мощность R = 40	кВт; частота вращения 

вала , = 1000	об/мин; расстояние между опорами вала � = 400	мм; 

радиальная нагрузка на зуб колеса 5u = 0,365x, где 5x – окружная сила на 

колесе; диаметр вала � = 35	мм; допускаемое напряжение для вала ¹
рº =
70	МПа. Требуется проверить прочность вала. 
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Решение 

1) Определяется вращающий момент 

È:È = ¼
�
= 30R/(A,	) = 30 ∙ 40 ∙

10</	(3,14 ∙ 1000) = 380	н ∙ м.  

2) Окружная сила 5x = 2È/B = 2 ∙
380/0,3 = 2530		Н. 3) Радиальная сила 

5u = 0,365x = 0,36 ∙ 2530 = 911	Н. По 

этим данным строят эпюры �к	и	�и и 

определяют опасное сечение, которое 

расположено в месте закрепления 

зубчатого колеса. Применив третью 

теорию прочности, находят 
экв =
~�к8 +�и8/�, где �и8 = �их

8 +�иу8 , 

� ≈ 0,1�<. Подставляя значения моментов из эпюр на рисунок 1.23, 

получают, что 
экв = 109	МПа > ¹
рº = 70	МПа. Следовательно, прочность 

вала будет недостаточна. 

 

 



Приложение II 
 

Виды нагружения и основные расчетные формулы 

Таблица II.1 

Виды деформации и схема 
нагружения 

Расчетные формулы 

 
Растяжение 

 
Нормальные напряжения при действии продольной 
силы равны 


 =  ¼ср
� ≤ �
�р; 


 = FRср5 ≤ �
�сж 

откуда5 ≥  ¼ср���  

 

Сжатие (при � < 3*) Удлинение (укорочение) равно 

∆� = ¼¨
Á�;  � = ∆¨

¨ = �
Á, 

 

гдеF– площадь поперечного сечения детали; 
К– коэффициент режима; �
� – допускаемое нормальное напряжение для 
материала; 
Е– модуль продольной упругости материала 
 

 
Сдвиг, срез 

 
Касательные напряжения при действии поперечной 
силы в среднем равны 

�ср= ñ� ≤ ���, 
где��� – допускаемое касательное напряжение 
  

 
Кручение чистое 

 

 

Касательные напряжения для круглых валов и труб 
при действии крутящего момента равны 

���� =  &к)р ≤ ���. 
Угол закручивания равен 

s = &к¨
!µр ∙ I""H . 

Для некруглых валов и фасонных труб 

���� =  &к)к ≤ ���; 
s = &к¨

!µк ∙ I""H , 

где �к – крутящий момент, действующий 
относительно продольной оси детали; 
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 Продолжение табл. II.1 

Виды деформации и схема 
нагружения 

Расчетные формулы 

 
Кручение чистое 

�р и $р – полярные момент сопротивления и момент 
инерции круглого сечения; �к и $к – момент сопротивления и момент инерции 
при кручении брусьев некруглого сечения; 

G – модуль сдвига материала 

 
Кручение стесненное 

 
Если при кручении тонкостенных брусьев из 
прокатных или гнутых профилей концы их 
закреплены так, что поперечные сечения не могут 
свободно искривляться (депланировать), то 
происходит стесненное кручение. В этом случае 
помимо крутящего момента в сечениях бруса 
дополнительно возникают изгибно-крутящие 
моменты и бимоменты, вызывающие касательные и 
нормальные напряжения. 
Основы расчета брусьев на стесненное кручение 
изложены в учебниках сопротивления материалов и 
в Справочниках машиностроителя и металлиста. 
 

 

 

 
Поперечный изгиб 

 

Нормальные напряжения при действии 
изгибающего момента равны 


��� = +  &
)' ≤ �
�р; 


��� = −  &
)' ≤ �
�сж; 


 =  &�µ' , 

где � = � + R� + ï{¦�NJ¦�N|8  – 

M–изгибающий момент, действующий 
относительно поперечной оси сечения детали; ��и $� – осевой момент сопротивления и момент 
инерции  сечения 

 

 

 

 
Косой изгиб 

 

Если плоскость действия изгибающего момента не 
совпадает с направлением главной оси сечения, то 
суммарные напряжения от изгиба равны 


 = & #$%Y
)� ± & %&'Y

)N , 

где d – угол между вектором изгибающего момента 
М и осью 1. 
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 Продолжение табл. II.1 

Виды деформации и схема 
нагружения 

Расчетные формулы 

 
Изгиб с кручением 

 

При совместном действии изгибающего и 
крутящего моментов напряжения равны 


��� =  &
) ; ���� =  &к)к . 

Расчетный момент сопротивления сечения для 
круглых валов при изгибе с кручением определяется 
по формуле 

� = K&N°&кN��� (третья гипотеза прочности) 

или 

� = ~&N°·́&кN��� (четвертая гипотеза прочности) 

 

 

 
Продольный изгиб 

 

Допускаемая нагрузка при гибкости o < 200 равна Rдоп = s�
�сж5. 

Критическая нагрузка при гибкости o > 100по 

формуле Эйлера равнаRкр = HNÁµ3(�
)N¨N ,  

где o = )¨
�3(�

 – гибкость бруса; 

p– коэффициент приведенной длины бруса; s–коэффициент уменьшения допускаемых 
напряжений при продольном изгибе; $��� – наименьший осевой момент инерции 
сечения бруса 
 

 
 

 
Продольно-поперечный изгиб 

 

При одновременном действии на бруспродольных и 
поперечных сил полный изгибающий момент при 
гибкостиo > 100примерно равен 

���� ≈ � + ¼§
IJY,  

где М– изгибающий момент от действия 
поперечных сил; 

f– наибольший прогиб от поперечных сил; 

d = RRкр – отношение продольной и критической 

силы для данного бруса. 

Наибольшие сжимающие напряжения равны 


 = −  &34'�� ≤ �
�сж. 
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 Продолжение табл. II.1 

Виды деформации и схема 
нагружения 

Расчетные формулы 

 
Продольно-поперечный изгиб 

При гибкости брусаo < 100расчетные напряжения 
подсчитываются по формуле 


 = − &�� − Rs5 ≤ �
�сж,  

где s - коэффициент 
 

 
Изгиб кривых деталей 

 

При изгибе плоских деталей с криволинейной осью 
нормальные напряжения на внутренних и наружных 
площадках равны 


вн = &¯��(PJu)(uJ¯�), 
нар = &¯N�(PJu)(u°¯N), 
где ä – радиус кривизны продольной оси детали; £ – радиус кривизны нейтральной линии; ℎI и ℎ8 – расстояние крайних площадок от 
нейтральной линии; 5 – площадь поперечного сечения детали 
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Виды нагружения, эпюры изгибающих моментов 
и формулы для определения координат центра 

тяжести и величины площади фигур 

Таблица II.2 

Нагружение Вид эпюры 
изгибающего момента 

Координата 
центра тяжести [цт 

Величина 
площади  Ω 

 

Треугольник 

[цт = 13 (� + �) Ω = 12 � ∙ ℎ 

 

 

Треугольник 

[цт = 13 � Ω = 12 � ∙ ℎ 

 

 

Прямоугольник 

[цт = 12 � Ω = � ∙ ℎ 

 

 

Парабола (квадратная) с 
вершиной в точке А 

[цт = 14 � Ω = 13 � ∙ ℎ 

 

 

Парабола (квадратная) 

[цт = 12 � 
Ω = 23 � ∙ ℎ 

ℎ = g�88  
 

 

Парабола (кубическая) с 
вершиной в точке А 

[цт = 15 � Ω = 14 � ∙ ℎ 
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Опорные реакции �"и E", 

эпюры   и � простых балок 
Таблица II.3 

Расчетные схемы, эпюры �" E" | ���| |����| 

 

52 
52 

52 
5�4  

 

5#�  
5��  

5#�  
5�#�  

 

5 5 5 5� 

 

g�2  
g�2  

g�2  
g�88  
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Продолжение табл.  II.3 

Расчетные схемы, эпюры �" E" | ���| |����| 

 

5 5� 5 5� 

 

g� g�82  g� g�82  

 

0 M 0 M 

 

0 5� 0 5� 

 

5 5� 5 5� 
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Моменты инерции 
простых геометрических фигур 

Таблица  II.4 

Сечение $U $T 

 

#ℎ812  
#ℎ812  

 

��12 
��12 

 

#ℎ<36  
#ℎ<36  

 

AB464 ≈ 0,05B4 
AB464 ≈ 0,05B4 

 

0,00686B4 
AB4128 ≈ 0,025B4 

 

 

  



Продолжение П.  II 
 

258 

 

Геометрические характеристики некоторых сечений 
(1 и 2 – индексы для обозначения горизонтальной и 

вертикальной главных центральный осей 
Таблица II.5 

Сечение Геометрические характеристики 

 

5 = HLN
� ; $I = HL·

Ä� ≈ L·
8"; $P = HL·

<8 ≈ L·
I" 

�I = HL´
<8 ≈ L´

I"; �P = HL´
IÄ ≈ L´

Ã  

 

5 = HLN
� e1 − L�NLNf; $I = HL·

Ä� e1 − L�·L·f; 
$P = HL·

<8 e1 − L�·L·f; 
�I = HL´

<8 e1 − L�·L·f; �P = HL´
IÄ e1 − L�·L·f 

 

5 = H�³
� ; $I = H�N³

Ä� ; $8 = H�³N
Ä� ; 

$ = H�´³´
IÄ(�N°³N); �I = H�N³

<8 ; �8 = H�³N
<8 ; 

�¦ = A�8#16  

 

5 = H
� (�# − �I#I); $I = H

Ä� (#�< − #I�I<); 
$8 = H

Ä� (�#< − �I#I<);  $¦ = H
IÄ ∙ �´³´

(�N°³N) e1 − ³�·³·f; 
�I = H

<8³ (#�< − #I�I<); �8 = H
<8� (�#< − �I#I<); 

�¦ = A16�8# *1 − #I
�
#�+ 

 

5 = #ℎ;  $I = #ℎ312 ;  $8 = #3ℎ12 ;  $ = �#<ℎ; 
�I = #ℎ26 ;  �8 = #2ℎ6 ;  �¦I = �1#2ℎ;  �¦8 = ),�

�2  

Зависимость �, �I и �8отℎ: # приведена ниже 

ℎ: # 1 2 3 4 6 8 10 >10 

� 

�I �8 
0,141 

0,208 

1,0 

0,229 

0,246 

0,79 

0,263 

0,267 

0,75 

0,281 

0,282 

0,74 

0,299 

0,299 

0,74 

0,307 

0,307 

0,74 

0,312 

0,312 

0,74 

0,333 

0,33 

0,74 
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Для замкнутых профилей моменты инерции сечения $� и $¦, а также 

моменты сопротивления �� и �¦ являются величинами одного порядка. Это 
значит, что такие профили почти одинаково хорошо работают как на изгиб, 
так и на кручение. Поэтому замкнутые профили (трубы) рационально 
применять для деталей, работающих на совместный изгиб и кручение, 
например, для брусьев рам машин. Для открытых профилей (уголков, 
швеллеров, двутавров) момент инерции $¦ и момент сопротивления при 
кручении �¦ в десятки и сотни раз меньше соответствующих значений $� и ��. Следовательно, сопротивление открытых профилей действию крутящего 
момента невелико и такие профили целесообразно применять для деталей, 
работающих только на изгиб. 
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Таблицы перемножения эпюр изгибающих моментов �§и �¦ 

 
Таблица  II.6 

																		�¦ �§     

 
ℎℎ8� ℎℎ<�2  

*I�ℎ2  
ℎ(ℎ� + ℎÃ)�2  

 

ℎℎ8�2  
ℎℎ<�3  

ℎ(� + #I)*I6  
ℎ�6 (2ℎ� + ℎÃ) 

 

ℎℎ8�2  
ℎℎ<�6  

ℎ(�I + #I)*I6  
ℎ�6 (ℎ� + 2ℎÃ) 

 

ℎ8(ℎ + ℎI)�2  
ℎ<�6 (2ℎ + ℎI) 

*I6 �ℎ(� + #I)+ ℎI(� + �I)� 
�6 �ℎ(2ℎ� + ℎÃ)+ ℎI(2ℎÃ + ℎ�)� 

 

*ℎ8�2  
*ℎ<(� + #)6  

**I�6
∙ -2 − (#I − #)8#I� . 

*6 �ℎ�(� + #)+ ℎÃ(� + �)� 

 

*ℎ8�2  
*ℎ<(� + #)6  

**I�6
∙ -2 − (�I − �)8�I# . 

*6 �ℎ�(� + #)+ ℎÃ(� + �)� 

 

2��ℎ83  
��ℎ<3  

13 *I�I(�8 + �1#) ��3 (ℎ� + ℎÃ) 

 

�I�ℎ83  
�I�ℎ<4  

*I�I12 -� + #
+ #8� . 

�I�12 �3ℎ� + ℎÃ� 
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ИЗГИБ БАЛОК 
 

Силовые характеристики и перемещения при изгибе 
 

Таблица II.7 

Схемы нагружения бруса и 
эпюры моментов 

Опорные реакции �Z, ��, изгибающие моменты ��,�, ��, линейные и угловые перемещения � и Θ 

 

�� = 0, �� = �;  �� = −�при0 ≤ � ≤ �; ���� = −�; 

�Z = &¨N
8Áµ ; 

ΘZ = ��
$  

 

�� = R, �� = −R�;  �� = −R�при0 ≤ � ≤ �; ���� = −R�; 
�Z = ¼¨N

<Áµ; 
ΘZ = R�82
$ 

 

�� = g�, �� = − g�22 ;  

�� = − g�22 при0 ≤ � ≤ �; 
���� = − g�22 ; 

�Z = ï¨·
"Áµ; 

ΘZ = g�<3
$ 
 

 

 

�Z = −�" = −&
¨ ;  

�� = � ∙ (1 − �
¨)при0 ≤ � ≤ �; 

���� = �; 

���� ≈ 0,0642��2
$ при х=0,442� 
ΘZ = &¨

<Áµ; Θ� = &¨
ÄÁµ 
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 Продолжение табл. II.7 

Схемы нагружения бруса и 
эпюры моментов 

Опорные реакции �Z, ��, изгибающие моменты ��,�, ��, линейные и угловые перемещения � и Θ 

 

�Z = −�� = −&
¨ ;  

�� = −� �
¨при0 ≤ � ≤ �; 

��I = � e1 − ��¨ fпри� ≤ �I ≤ �; 

 

�Z = �� = ¼
8;  

�� = ¼�
8 при0 ≤ � ≤ ¨

8; 

���� = ¼¨
�  ; 

���� = ¼¨´
�"∙Áµ, 

ΘZ = Θ� = R�816 ∙ 
$ 

 

�Z = −�� = −1,5&¨ ; �� = −&
8 ; 

�� = � − 1,5&¨ �при0 ≤ � ≤ �; 
���� = � ; 

���� = &¨N
8Æ∙Áµ при � = ¨

<, 

ΘZ = ��4 ∙ 
$ 
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�Z = Ã
IÄR; �� = II

IÄR�// = − <
IÄR�; 

�� = Ã
IÄR�при0 ≤ � ≤ ¨

8; 

���� = Ã
<8R� ; 

���� ≈ 0,0093 R�3
$ при х=0,447� 
ΘZ = R�832 ∙ 
$ 

 Продолжение табл. II.7 

Схемы нагружения бруса и 
эпюры моментов 

Опорные реакции �Z, ��, изгибающие моменты ��,�, ��, линейные и угловые перемещения � и Θ 

 

�Z = ¼
8 e<³N¨J³N¨´ f; �� = − ¼

8 e�´°8³¨NJ<³N¨¨N f; 
�� = �Z�при0 ≤ � ≤ �; 

���� = �Z� ; 

���� ≈ 0,0098 R�3
$ при �=0,414� 
ΘZ = R�84 ∙ 
$ *#

< − #8�< − �8 + 

 

�Z = <
" g�;�� = Ã

" g�, �� = − g�28 ;  

�� = <
" g�� − g�22 при0 ≤ � ≤ �; 
���� = �

I8" g�8 ; 
���� ≈ 0,0054 ï¨·Áµ   при �=0,421�; 

ΘZ = g�<48 ∙ 
$ 
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�Z = ¼³
¨ ; �� = ¼�

¨ ; 

�� = ¼³
¨ �при0 ≤ � ≤ �; 

���� = ¼�³
¨ ; 

���� ≈ ¼³
�"∙Áµ (3�< − 4#8); 

ΘZ = R�86 ∙ 
$ *# − #
<

� − �< + ; Θ� = R�86 ∙ 
$ *2#� + #
<
�< − 3#

8
�8 + 

 

�Z = �� = ï¨
8 ;  

�� = ï¨
8 � − g�22 при0 ≤ � ≤ �; 
���� = g�28  ; 

���� = Ã
<"�

ï¨·
Áµ , 

ΘZ = Θ� = g�824 ∙ 
$ 
 Продолжение табл. II.7 

Схемы нагружения бруса и 
эпюры моментов 

Опорные реакции �Z, ��, изгибающие моменты ��,�, ��, линейные и угловые перемещения � и Θ 

 

�Z = −�� = −1,5&¨ ;  
�Z = −�� = −&

� ; 

���� = &
8  ; 

���� ≈ &¨N
8IÄ∙Áµпри � = ¨

< 

 

�Z = −�� = −6� �³
�3 ;  

�Z = � ³(8�J³)
¨N ; 

�� = −��(2# − �)�8  

 

�Z = �� = ¼2; �Z = �� = − ¼¨
" ; 

�� = − ¼¨
" + R�2 при0 ≤ � ≤ ¨

8; 
���� = ¼¨

"  ; 

���� = R�3192 ∙ 
$ 
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�Z = ¼³N
¨´ (3� + #); �� = ¼�N

¨´ (3# + �); 
�Z = − ¼�³N

¨N ;  �� = − ¼�N³
¨N ; 

�� = �Z + �Z� при 0 ≤ � ≤ �; 

���� = R�8#8�<  

 

�Z = �� = ï¨
8 ; �Z = �� = − ï¨

I8; 
�� = − g�212 + ï¨

8 �при0 ≤ � ≤ �; 
���� = g�212 ; 

���� = g�4384 ∙ 
$ 
 

 

 



Приложение  III 

 

Справочные данные 
по концентрации напряжений 

 

 

Графики теоретических коэффициентов концентрации 
напряжений при растяжении полосы с различными концентраторами 

 

 

 
Графики теоретических коэффициентов концентрации напряжений 

при кручении вала переменного сечения (а); изгибе полосы с 2-сторонней внешней 
выточкой (б); изгибе круглого стержня переменного сечения (в) 



Продолжение П.  III 

 

Справочные данные 
к расчетам на выносливость 

 

 

 

 
Графики коэффициента чувствительности к 

концентрации напряжений для стали 

Графики масштабных коэффициентов при 
изгибе:1 – углеродистая сталь, полировка; 

2 – сталь, шлифовка; 3 – легированная сталь, 
полировка; 4 – сталь, шлифовка; 

5 – сталь, с умеренной концентрацией 
напряжений; 6 – конструкционная сталь 

  
Рис. III.5. Графики поверхностной 

чувствительности для сталей:1 – тщательная 
полировка; 2 – грубая полировка; 3 – тонкая 

шлифовка;4 – грубая шлифовка; 5 – испытание 
в пресной воде; 6 – испытание в воде при 
отсутствии концентраций напряжений; 

7 – испытание в морской воде при отсутствии 
концентраций напряжений 

Рис. III.6. Графики эффективных 
коэффициентов концентраций напряжений для 
ступенчатых валов при растяжении (сжатии) с 
отношением B/� = 2 при � = 30 ÷ 50	мм: 1 – 

для стали с 
в = 1200	МПа; 2 – для стали с 
в = 800	МПа;3 – для стали с 
в = 400	МПа 

 
 

Рис. III.7. Графики эффективных 
коэффициентов концентраций напряжений для 

ступенчатых валов при кручении:1 – сталь 
в = 1200	МПа;2 – сталь 
в = 500	МПа 
Рис. III.8. График эффективного коэффициента 
концентрации напряжений валов с отверстием 
при кручении:�/� = 0,05 ÷ 0,25 при � = 30 ÷50	мм 
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Рис. III.9. Графики эффективных 
коэффициентов концентраций напряжений для 
ступенчатых валов при изгибе с отношением B/� = 2 при � = 30 ÷ 50	мм: 1 –сталь с 
в = 1200	МПа; 2 – сталь с 
в = 300	МПа 

Рис. III.10. Графики поправочных 
коэффициентов для отношения B/� < 2: 

1 – изгиб; 2 - кручение 

 

 

Таблица III.1 

Коэффициент продольного изгиба 

 

Г
иб

ко
ст

ь 
o Значения sдля 

Г
иб

ко
ст

ь 
o Значения sдля 

стали 

Ст0, 

Ст2, 

Ст3, 

Ст4 

стали 

Ст5 

чугуна дерева стали 

Ст0, 

Ст2, 

Ст3, 

Ст4 

стали 

Ст5 

чугуна дерева 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 110 0,52 0,43 – 0,25 

10 0,99 0,98 0,97 0,99 120 0,45 0,36 – 0,22 

20 0,96 0,96 0,91 0,97 130 0,40 0,33 – 0,18 

30 0,94 0,92 0,81 0,93 140 0,36 0,29 – 0,16 

40 0,92 0,89 0,69 0,87 150 0,32 0,26 – 0,14 

50 0,89 0,86 0,57 0,80 160 0,29 0,24 – 0,12 

60 0,86 0,82 0,44 0,71 170 0,26 0,21 – 0,11 

70 0,81 0,76 0,34 0,60 180 0,23 0,19 – 0,10 

80 0,75 0,70 0,26 0,48 190 0,21 0,17 – 0,09 

90 0,69 0,62 0,20 0,38 200 0,19 0,16 – 0,08 

100 0,60 0,51 0,16 0,31      
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Таблица III.2 

Зависимость коэффициента снижения допускаемого напряжения s 
от материала стержня и его гибкости 

 

Гибкость o 

Коэффициент снижения допускаемого напряжения s 

Сталь 
Ст.1, 2, 3, 4 

СтальСт.5 
Легированные 

стали  
(
ª ≥ 320	МПа) Чугун Дерево 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 

10 0,99 0,98 0,9*7 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,91 0,97 

30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 

40 0,92 0,89 0,69 0,69 0,87 

50 0,89 0,86 0,83 0,57 0,80 

60 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 

70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,60 

80 0,75 0,70 0,65 0,26 0,48 

90 0,69 0,62 0,55 0,20 0,38 

100 0,60 0,51 0,43 0,16 0,31 

110 0,52 0,43 0,35 – 0,25 

120 0,45 0,37 0,30 – 0,22 

130 0,40 0,33 0,26 – 0,18 

140 0,36 0,29 0,23 – 0,16 

150 0,32 0,26 0,21 – 0,14 

160 0,29 0,24 0,19 – 0,12 

170 0,26 0,21 0,17 – 0,11 

180 0,23 0,19 0,15 – 0,10 

190 0,21 0,17 0,14 – 0,09 

200 0,19 0,16 0,13 – 0,08 

 

Коэффициент s при запасе устойчивости FT = 1,8 определяется по 

табл. III.2 в зависимости от материала стержня и его гибкости: o = p�~ Â
µ3(�, 

где ! – поперечное сечение стержня; p – коэффициент приведения длины � 
стержня. 
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Таблица III.3 

Коэффициенты p приведенной длины прямого бруса 

Эскизы Схема нагружения p 

 

Шарнирное закрепление обоих концов 1 

 

Один конец жестко закреплен, другой свободен 2 

 

Жесткая заделка обоих концов 0,5 

 

Один конец заделан жестко, другой закреплен 
шарнирно 

0,7 

 



Приложение  IV 

 

Таблица IV.1 

 

Характеристики различных напряженных состояний 

Напряженное 
состояние  

Схема приложения 
нагрузок 

Тензор напряжений Примеры 

Линейное: 

 

одноосное 
растяжение 

 

(!) = ø!I 0 00 0 00 0 0ù 

 !I > 0 

Растяжение гладких 
образцов до образования 

шейки 

 

одноосное 
сжатие 

 

(!) = ø0 0 00 0 00 0 !<ù 

 !< < 0 

Сжатие образцов при 
смазке торцовых 
поверхностей. 
Приближенно: свободная 
ковка, прокатка узких 
заготовок в гладких 
валках 

Плоское  
одноименное: 

 

 

двухосное 
растяжение 

 

(!) = ø!I 0 00 !8 00 0 0ù 

 !I > 0;  !8 > 0 

Нагружение 
тонкостенной шаровой 
емкости внутренним 
давлением!I = !8. 
Нагружение 
тонкостенной трубы 
одновременно 
внутренним давлением и 
осевым растяжением !I = !8 
Нагружение обе части 
цилиндрической тонко-
стенной емкости внут-
ренним давлением !I = 2!8 

 

двухосное 
сжатие 

 

(!) = ø0 0 00 !8 00 0 !<ù 

 !8 < 0;  !< < 0 

Прокатка в ручьевых 
валках, ковках в штампах, 
закрытых с двух сторон !8 ≠ !< 

 

 

Плоское  
разноименное 

 

(!) = ø!I 0 00 0 00 0 !<ù 

 !I > 0;  !< < 0 

Кручение цилиндричес-
кого стержня !I = −!<. 
Внутренние зоны толсто-
стенной трубы, подверг-
нутой внутреннему 
давлению !I ≠ −!< 
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Продолжение табл. IV.1 

Напряженное 
состояние  

Схема приложения 
нагрузок 

Тензор напряжений Примеры 

Объемное 
одноименное: 

 

трехосное  
растяжение 

 

 

(!) = ø!I 0 00 !8 00 0 !<ù 

 !I > 0;  !8 > 0;  !< > 0 

Гидростатическое растя-
жение в центре быстро-
нагреваемого шара!I =!8 = !<. 
При растяжении цилинд-
рического образца с 
кольцевым надрезом в 
центральных зонах!I >!8;  !8 ≈ !< 

трехосное   
сжатие 

 

(!) = ø!I 0 00 !8 00 0 !<ù 

 !I < 0;  !8 < 0;  !< < 0 

Гидростатическое 
сжатие−!I = −!8 = −!<.  
Прессование, сжатие под 
гидростатическим давле-
нием (опыты Кармана). 
Закрытая ковка (в штам-
пах). Вдавливание (при 
испытаниях твердости по 
Бринеллю, Роквеллу и 
т. д.)−!I = −!8 = −!<. 

Объемное 
разноименное 

 

(!) = ø!I 0 00 !8 00 0 !<ù 

 !I > 0;  !8 > 0;  !< < 0; !I > 0;  !8 < 0; !< < 0 

Растяжение образца с 
шейкой под гидро-
статическим давлением; 
волочение прутков, 
проволоки и труб 
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Таблица IV.2 

Основные типы диаграмм деформации 

 

Характеристика 
напряжения 
(нагрузки) 

Характеристика 
деформации (или 
связанного с ней 
перемещения) 

Обозначение Основные особенности 

Растягивающая 
нагрузка 

Абсолютное 
удлинение 

R,  ∆� Не отражает удельных 
характеристик и поэтому 
зависит от размеров 
растягиваемого образца 

Условное 
напряжение 
(при растяжении 
или сжатии) 

Удлинение, укороче-
ние или изменение 
площади поперечного 
сечения 

 


,  © Справедливы только для 
малых деформаций. При 
значительных деформациях 
у пластичных металлов 
кривая дает максимум, хотя 
истинные напряжения 
возрастают вплоть до 
разрушения 

Истинное 
(отнесенное к 
сечению в 
данный момент 
деформации) 
нормальное 
напряжение при 
растяжении ! 

Полное удлинение 

© = 

IJ
. 

Изменение площади 
поперечного 
сеченияå 

 

!, ©; !, å – так 
называемые 
кривые 
истинных 
напряжений 

Кривые (!, ©) и (!, å)для 
металлов, образующих при 
растяжении шейку, 
показывают отсутствие 
максимума ! при R���. 
Величины 
ви !в являются 
особыми точками только для 
нагрузок, а не для 
напряжений 

Истинное 
нормальное 
напряжение 

Истинное удлинение 
(оно же уменьшение 
поперечного сечения) 

ã = �, �¦�" = �, 5"5¦
= �, 11 − å 

!, ã Кривая (!, ã) является более 
точной, чем кривая (!, å) 
из-за преимущества 
удлинения ã при больших 
деформациях (см. гл. 1) 

Истинное 
максимальное 
касательное 
напряжение 

Максимальный сдвиг .���,  ���� Являясь первой кривой 
истинных напряжений в 
касательных координатах, 
сыграла большую роль  при 
построении первых 
обобщенных кривых для 
поли- и монокристаллов 
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Продолжение табл. IV.2 

Характеристика 
напряжения 
(нагрузки) 

Характеристика 
деформации (или 
связанного с ней 
перемещения) 

Обозначение Основные особенности 

Истинное 
максимальное 
касательное 
напряжение 

Истинный 
максимальный сдвиг 

c��� = ã��� − ã��� 

.���, c��� Ввиду того, что различие 
между условным �и 
истинным c сдвигом вплоть 
до значительных деформа-
ций невелико, отличие 
диаграмм.���, ����, от.���, c���имеет главным образом 
принципиальное, но не 
практическое значение 

Октаэдрическое 
касательное 
напряжение 

Октаэдрический сдвиг 

 

.�,  c� Является наиболее точной из 
известных кривых 
деформаций 

Интенсивность 
касательных 
напряжений È 

Интенсивность 
деформации сдвига Г 

È, Г Не отличается практически 
от диаграммы .�,  c� 
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Применение ЭВМ для решения задачи 
по исследованию устойчивости стержней[6] 

 

ЗадачаV.1 

Длинный стальной стержень с заданным законом изменения жесткости 

одним концом жестко закреплен в патроне токарного станка, другим прижат 

задним центром. На равных расстояниях от концов установлены два люнета. 

Требуется определить критическую силу поджатия стержня задней балкой, при 

которой он потеряет устойчивость. Жесткостные характеристики люнетов 

ËI = Ë8 = 200	кН/м. Длина пролета стержня � = 600	см. Координаты конца 

участков:�1 = 150	см; �2 = 250	см; �3 = 350	см; �4 = 350	см; �5 = 600	см. 

Решение 

Для решения поставленной задачи составлена программа на 

алгоритмическом языке ФОРТРАН-90, ориентированная на ПЭВМ. 

Порядок вычислений следующий. Сначала производим грубую порядковую 

оценку ожидаемой величины R"	кр. Если отбросить промежуточные опоры, а 

жесткость считать постоянной по длине и равной минимальной, получим 

стержень, шарнирно опертый на одном конце и защемленный на другом, для 

которого Rкр = HNÁµ�(",Æ∙<¨)N или R"	кр = ¼кр¨NÁµ� ≈ 8"
� . Примем это значение за исходное R". 

Затем производим интегрирование системы от 0 = 0 до 0 = 3 последовательно 

два раза. Выбираем шаг интегрирования Δ0 = 1/3000. Предусматриваем 

специальную подпрограмму, которая по текущему значению 0 позволяет 

определять номер участка и вычисляет значение 
$. Начальное значение	�|23" 
равно нулю. Что же касается начальных значений для Ç и R", то при первом 

сквозном интегрировании полагаем Ç = � = 1 и R" = E = 0, при втором – 

Ç = � = 0 и R" = E = 1. В первом случае Ç|23< = �II и �|23< = �8I, во втором – 

Ç|23< = �I8 и �|23< = �88. Затем находим определитель. Если он не равен нулю, 

весь цикл счета повторяем сначала, увеличив R" на ∆R = 0,1. Процесс счета 
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продолжаем до тех пор, пока определитель не будет равен нулю или не сменит 

знак на обратный. В последнем случае значение R" уточняем интерполяцией. 

Алгоритм программы приведен ниже. 

В результате машинного счета искомое критическое усилие оказалось 

Rкр = 10,04	кН. 
Программа 

PROGRAMYST 
REALDD(5000) 
COMMON/B/B1,B2,B3,B4,B5,A1,A2,A3,A4,A5 
OPEN (1, FILE='YST.DAT', STATUS='UNKNOWN') 
READ(1,*) A,E,C1,C2 
READ(1,*) A1,A2,A3,A4,A5 
READ(1,*) B1,B2,B3,B4,B5 
N=1 
P0=20./9. 
ALFA1=C1*A**3/(9.8*E*B1) 
ALFA2=C2*A**3/(9.8*E*B1) 
 
!A – длина пролета 
!E( МПа) – модуль упругости 
!A1-A5( см) – координаты конца участков 
!B1-B5( см

2) – моменты инерции сечений 
!PSI– Безразмерная величины 
!TETA – Прогиб 
!S – Момент 

 
200 J=1 
 R0=0 
 ! Первый цикл интегрирования(R0 = 0,Ç = 1) 

Q=1 
 100 TETA=0 

PSI=0 
DO 10 I=1,3000 
PSI=PSI+0.001 
CALL GEST (PSI,G,A) 
IF(PSI.LE.1.) GO TO 5 
IF(PSI.LE.1..AND.PSI.LE.2.) GO TO 6 
IF(PSI.LE.2..AND.PSI.LE.2.) GO TO7 

5 S=B1/G*(-P0*TETA+R0*PSI) 
 GO TO8 
6 S=B1/G*(-P0*TETA+R0*PSI-ALFA1*TETA1*(PSI-1.)) 
 GO TO 8 
7 S=B1/G*(-P0*TETA+R0*PSI-ALFA1*TETA1*(PSI-1.)- 
     ALFA2*TETA2*(PSI-2.)) 
8 DQ=S*0.001 

Q=Q+DQ 
DT=Q*0.001 
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TETA=TETA+DT 
IF(I.EQ.1000) TETA1=TETA 

10 IF(I.EQ.2000) TETA2=TETA 
GO TO(11,12), J 

11 A11=Q 
A21=TETA 
J=2 
R0=1. 
Q=0. 
 

 !Второй цикл интегрирования(R0 = 1,Ç = 0) 
 
 GO TO100  
12 A12=Q 
 A22=TETA 
 D=A11*A22-A21*A12 
 

!Вычисление определителя 
 
 DD(N)=D 
 IF(N.LT.2) GO TO50 

IF(DD(N).GE.0..AND.DD(N-1).LT.0..OR.DD(N).LE.0..AND 
       .DD(N-1).GT.0.) GO TO 55 

50 P0=P0+0.1 
N=N+1 
GO TO 200 

55 PKR=(P0-0.1)+ABS(0.1*DD(N-1)/DD(N)-DD(N-1)) 
WRITE(*,*) PKR 
P=PKR*E*9.8*B1/A**2 
WRITE(*,*) P,N 
END 
SUBROUTINE GEST(PSI,G,A) 
COMMON/B/B1,B2,B3,B4,B5,A1,A2,A3,A4,A5 
IF(PSI.LT.(A1/A)) GO TO 1 
IF(PSI.LT.(A2/A)) GO TO 2 
IF(PSI.LT.(A3/A)) GO TO 3 
IF(PSI.LT.(A4/A)) GO TO 4 
IF(PSI.LT.(A5/A)) GO TO 5 

1 G=B1 
GO TO 6 

2 G=B2 
GO TO 6 

3 G=-0.44946+0.398834*PSI 
GO TO 6 

4 G=B4 
GO TO 6 

5 G=B5 
6 RETURN 

END 
 
Файл исходных данных (YST.DAT) 
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20.2.05E5 200. 200. 
15. 25. 35. 50. 60. 
0.0118 2*0.0491 0.2485 0.5153 
 
Результат (на экране монитора) 
 
16.941780 
1004.0630 149 
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