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ВВЕДЕНИЕ 

Электронный ресурс «Моделирование систем» является учебным по-

собием, которое содержит теоретический материал по основным понятиям 

теории моделирования систем, математическим методам моделирования, 

элементам систем массового обслуживания, планированию имитационных 

экспериментов с моделями и является дополнением к лекциям по дисци-

плине «Моделирование систем». 

Наличие в учебном пособии разделов, описывающих модели систем 

массового обслуживания и планирование имитационных экспериментов, 

обусловлено специфической особенностью направления 09.03.01 «Инфор-

матика и вычислительная техника». Этой особенностью является моделиро-

вание информационных потоков от момента их формирования до поступле-

ния к потребителю с учетом накопления, управления, преобразования и 

транспортирования по каналам связи [1].  

Электронное учебное пособие разработано в соответствии с требова-

ниями Федерального государственного стандарта высшего профессиональ-

ного образования и предназначены для студентов бакалавриата, обучаю-

щихся по направлению 09.03.01 «Информатика и вычислительная техника». 

Областью применения данного электронного ресурса является учебный 

процесс в Волжском политехническом институте (филиал) Волгоградского 

технического университета, объектом обучения могут выступать студенты 

направления «Информатика и вычислительная техника», изучающие дисци-

плину «Моделирование систем».  
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1. Основные понятия теории моделирования систем 

1.1. Понятие системы 

Система является основным понятием системного анализа. Существу-

ет много определений системы, и поскольку определение – это модель вер-

бальная, то различия целей и требований к модели приводят к разным фор-

мулировкам одного и того же понятия. 

Понятие «система» означает «целое, составленное из частей». Но тако-

го понимания системы недостаточно, так как целое обладает свойствами, 

которые отличаются от свойств частей, из которых она состоит. 

Системой называется некоторая совокупность частей (элементов и 

подсистем), объединенных общими ресурсами, функциональными связями 

между элементами, целью существования; обладающая свойствами, отсут-

ствующими у отдельных ее частей. Система выделена в окружающей среде 

как единое целое и взаимодействует через ее входы и выходы, поэтому все 

объекты любого происхождения можно рассматривать как системы. Сол-

нечная система, гидросфера, компьютер, автомобиль, торговый комплекс – 

все это примеры естественных и искусственных систем [2]. 

Любая система предназначена для достижения некоторой цели. Прежде 

чем ответить на вопрос «что такое цель системы?», необходимо отметить, 

что все системы возникают вследствие возникновения некоторой эмпириче-

ской ситуации, расплывчатой и сложной, которая называется проблемной 

ситуацией. Необходимость разрешения проблемной ситуации определяет 

потребность построения системы. 

Субъективный или объективный результат, разрешающий проблему, яв- 

ляется целью системы. Человек определяет субъективные цели, а природа – 

объективные. Без цели ни одна система не имеет смысла существования. 

Будущее состояние системы и окружающей среды, которое реально 

состоится в результате осуществления объективных закономерностей, пред-

ставляет собой объективную цель. 
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Образ желаемого, но неосуществимого будущего состояния системы 

и окружающей среды называется субъективной целью. Например, полет на 

другие планеты является пока целью субъективной. Субъективные цели мо-

гут быть достижимыми или недостижимыми. Если цель противоречит зако-

нам природы, то она является недостижимой. Например, создание вечного 

двигателя – недостижимая субъективная цель. 

 

1.2. Признаки существования системы 

Объективно понять, что рассматриваемый объект представляет собой 

систему, а не множество разрозненных элементов, можно по некоторым 

критериям (признакам). 

1. Любая система должна обладать целостностью и выделяться из 

окружающей среды, быть обособленной от нее. Свойство целостности си-

стемы не предполагает неделимости или однородности. В системе всегда 

различают составные части. Части в системе не изолированы друг от друга, 

они взаимосвязаны функциональными связями и образуют целое благодаря 

этим связям. 

2. В целом система имеет свойства, которых нет у ее структурных ча-

стей. Это свойство появляется тогда, когда система как целое начинает вза-

имодействие с внешней средой через входы и выходы. 

3. Поскольку все части системы имеют функциональные взаимосвязи, 

то воздействие на какую-либо ее часть неизменно повлечет за собой изме-

нение свойств других элементов этой системы. То же самое произойдет, ес-

ли изъять часть из системы или, наоборот, добавить. Именно в этом прояв-

ляется внутренняя целостность систем. Без нарушения свойства целостно-

сти системы нельзя рассматривать структурные ее части вне их взаимодей-

ствия друг с другом. 

Все системы открыты, так как они существуют в среде, взаимодей-

ствуют с ней, обмениваются со средой веществом, энергией, информацией. 
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Поэтому не существует изолированных (замкнутых) от среды систем. Дока-

зать существование замкнутых (изолированных) систем невозможно. Ясных 

и объективных доказательств их существования нет, так как такие системы 

не обмениваются со средой веществом и энергией. Обмен может происхо-

дить только в виде информации. Поэтому изолированные системы являются 

абстракцией. 

4. Открытые системы, связанные со средой, всегда являются частью 

другой большей системы. И наоборот, любая открытая система может 

включать в себя более мелкие системы (подсистемы). 

5. Любая система имеет цель своего существования. Цель всегда дик-

тует структуру и функцию системы. Целеустремленность системы опреде-

ляется функцией системы, а ее структура является вариантом реализации 

цели. 

Все системы динамичны, так как в результате внутренних и внешних 

взаимодействий они изменяются. Цель может изменяться, система адапти-

руется (подстраивается) под ее достижение. В том случае, если система не 

адаптируется к достижению новой видоизмененной цели, то такая система 

перестанет существовать. Ярким примером такой адаптации является эво-

люция живых организмов на земле. Поэтому структурную адаптацию си-

стем можно назвать эволюцией [2, 3]. 

 

1.3. Классификация видов моделирования систем 

Классификация всегда основана на распознавании образов. Процесс 

классификации напрямую зависит от целей моделирования. Элементы си-

стемы подбирают по признакам (характеристикам), необходимым для до-

стижения целей моделирования системы. На рисунке 1 приведена класси-

фикация, основанная на четырех признаках, определяющих целенаправлен-

ное содержание системы. 
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Детерминированное Стохастическое 

Статическое Динамическое 

Дискретное Дискретно- 

непрерывное 

Непрерывное 

Мысленное Реальное 

Наглядное Символическое Математическое Натурное Физическое 

Моделирование систем 

 

Рис. 1. Классификация видов моделей систем 

 

Детерминированное и стохастическое моделирование основаны на ха-

рактере процессов, учитываемых в модели системы [4]. 

В детерминированных моделях систем поведение объекта определяет-

ся конкретными значениями начальных условий и входных переменных. В 

них отсутствуют любые случайные изменения, например, влияние внеш-

них воздействий, внутренних процессов. В таких моделях все точно опре-

делено и предсказуемо. 

В стохастических моделях присутствуют случайные процессы, а не-

зависимой переменной служит время. Подобные модели характеризуются 

плотностями или функциями распределения вероятностей и средними зна-

чениями смещения и распределения, например, математическим ожидани-

ем и дисперсией. 

По фактору времени выделяют статические и динамические модели 
систем. 

Статические модели систем предназначены для описания состояния 

объекта в дискретные моменты времени. Динамическое же моделирование 
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отражает поведение объекта во времени. Примеры статических моделей: 

карта местности, схема персонального компьютера и т. д. 

Динамические модели – модели, в которых все процессы в системах 

рассматриваются в зависимости от фактора времени. Функционирование 

динамических моделей происходит так же, как и в статических, но с явным 

указанием роли времени. 

Дискретное моделирование служит для описания процессов, которые 

предполагаются дискретными, т. е. конечными относительно какой-либо 

шкалы, например, времени. Непрерывное моделирование позволяет отра-

зить непрерывные процессы в системах. Дискретно-непрерывное моделиро-

вание позволяет выделить наличие как дискретных, так и непрерывных 

процессов. Пример: определение состояний объекта в дискретные моменты 

времени на непрерывной временной оси. 

В дискретном моделировании определены значения функции в опре-

деленные (дискретные) моменты времени. В промежутках между дискрет-

ными значениями функция не определена. 

Мысленное и реальное моделирование подразделяет модели в зави-

симости от формы представления объекта. Зачастую мысленное моделиро-

вание является единственным способом моделирования объектов, которые 

либо практически невозможно реализовать, либо в настоящее время нет 

условий, при которых была бы возможность их физического создания. 

Например, с помощью мысленного моделирования могут быть проанализи-

рованы процессы, происходящие на других планетах, не поддающиеся фи-

зическому эксперименту. 

Мысленное моделирование может быть классифицировано в виде 

наглядного, символического и математического. Наглядные модели созда-

ются на основе представлений человека о реальных объектах и воспроизво-

дят существенные для достижения цели свойства изучаемого объекта, что 

позволяет создать объект-«заместитель» для его изучения. 
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Процесс создания объекта, в котором все свойства объекта заменены 

определенными символами, представляет собой символическое моделиро-

вание. Примером может служить текст, формула, алгоритмические языки 

программирования, совокупность знаков, обозначающих правила дорожно-

го движения, и т. д. 

Математическая модель служит для исследования процесса функцио-

нирования любой системы формальными, математическими методами. За-

мена реального объекта математическим представляет собой математиче-

ское моделирование. А объект-аналог, свойства которого представлены ма-

тематическим соотношениями, – математическую модель. Необходимо за-

метить, что математическая модель, как и всякая другая, описывает реаль-

ный объект лишь с некоторой степенью приближения к действительности. 

Математическая модель является абстрактной моделью. 

Реальное моделирование дает возможность исследования различных 

характеристик на реальном объекте. Оно является наиболее адекватным, 

однако некоторые его возможности ограничены с учетом особенностей ре-

альных объектов. 

Пример: проведение реального моделирования – землетрясения, что 

в большинстве случаев невозможно. 

В свою очередь, реальное моделирование делится на натурное и физи-
ческое. 

Проведение исследований на реальном объекте с последующей обра-

боткой результатов эксперимента на основе теории подобия называется 

натурным моделированием. При функционировании объекта в соответствии 

с поставленной целью выявляются закономерности протекания реального 

процесса. Пример натурных моделей: манекен, кукла, игрушка и т. д. 

Физическое моделирование представляет собой другой вид реального 

моделирования и отличается от натурного тем, что проводится на физиче-

ских установках, отображающих природу явлений и обладающих физиче-

ским подобием. На физических установках воспроизводятся свойства ре-
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ального объекта, функции взаимодействия его с окружающей средой. При-

мерами физической модели могут служить материальная точка, абсолютно 

твердое тело, математический маятник или идеальный газ. 

Физическое моделирование включает моделирование в реальном 

масштабе времени и в нереальном (измененном) масштабе времени. При ре-

альном моделировании исследования могут выполняться на самом объекте, 

на его части или на его модели. В последнем случае изучению подлежат так 

называемые замороженные процессы, которые фиксируются в некоторый 

момент времени. Пример: идеальный газ, идеальная жидкость. 

Наибольший интерес представляет физическое моделирование в ре-

альном масштабе времени. Например, модель организационного управления 

цехами и участками или управления технологическими процессами выпуска 

различных изделий. 

Другая классификация моделирования систем по способу отображе-

ния объектов делит модели на два класса: 1-й класс – изобразительные, ана-

логовые и символьные; 2-й класс – познавательные и прагматические. 

Изобразительная модель – простейший из типов моделей. Это подо-

бие оригинала, которое отображает лишь внешние свойства объектов. 

Пример: фотографии, картины, скульптуры и пр. 

Аналоговые модели имеют природу, отличную от природы реального 

объекта. В основе своей это вспомогательные объекты-заместители. Проще 

говоря, это модели, в которых совокупность одних свойств представляется в 

виде совокупности других свойств. 

Пример: лекарства, разные по названию, но обладающие одним и тем 

же действием при абсолютно разном ингредиентном составе. 

Модели, в которых объекты описываются на формальном языке, со-

стоящем из конечного набора символов, правил, отношений между ними и 

правил интерпретации этих символов, являются символьными моделями. 

Пример: алгоритмические языки программирования, азбука Морзе. 
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Формы организации и представления знаний посредством соединения 

новых знаний с имеющимися представляют собой познавательные модели. 

В таких моделях всегда отображается реальность, т. е. модель «подгоняет-

ся» под реальность. Примерами познавательных моделей являются схема 

развития Вселенной, механизм эволюции организмов. 

Способ представления образцово-правильных действий или их резуль-

татов являются прагматическими моделями. Эти модели имеют норматив-

ный характер и играют роль стандарта. В прагматических моделях действи-

тельность всегда «подгоняется» под модель. Примеры прагматических мо-

делей: план мероприятия, список покупок, список учеников в классе. 

 

1.4. Основные определения моделирования 

Моделирование – это вид научно-технической деятельности, направ-

ленный на определение технических характеристик (ТХ) исследуемой си-

стемы или процесса. Эти характеристики необходимы для принятия реше-

ния о производстве или применении моделируемой системы или процесса. 

В зависимости от цели и условий моделирования могут использоваться сле-

дующие виды моделей [1, 2]. 

1. Натурная модель – это физическая реализация системы с некото-

рыми упрощениями измерения (уменьшение, увеличение, отдельные эле-

менты). Натурная модель оснащается системой измерений. 

2. Математическая модель – приближённое описание некоторого 

класса явлений или объектов внешнего мира, выраженное с помощью мате-

матической символики. Математическая модель в зависимости от полноты и 

точности ее структуры может быть отнесена к одному из следующих подви-

дов: 

� расчетная модель – исчерпывающее математическое описание; 
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� имитационная модель – существенно приближённое описание, в 

котором сложные элементы и неизвестные процессы замещены случайны-

ми. 

3. Экспериментально-теоретическая модель – математическая мо-

дель, параметры которой получаются на основе экспериментов с натураль-

ными моделями отдельных элементов. 

Подготовка и проведение моделирования требуют оценки и учета 

следующих характеристик модели: 

• стоимость, 

• продолжительность создания, 

• научно-техническая обеспеченность, 

• достоверность (надёжность, точность). 

Математическая модель является основным элементом моделирова-

ния и в действительности является основой всех видов моделирования. В 

глобальном подходе математическим моделям присущи специфические эта-

пы существования: 

1. Формулировка законов, связывающих основные элементы модели. 

2. Решение прямой задачи математического моделирования для про-

гнозирования поведения объекта моделирования. 

3. Решение обратной задачи математического моделирования. Про-

верка адекватности математической модели. Изучение явлений, недоступ-

ных для непосредственного наблюдения. 

4. Модернизация модели для построения нового вида математической 

модели. 

Моделирование целесообразно и эффективно при выполнении следу-

ющих принципов моделирования. 

1. Принцип информационной достаточности. Недостаток инфор-

мации об исследуемой системе делает моделирование невозможным или 

недостоверным. Полная информация – лишает моделирование смысла. 
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2. Принцип осуществимости. Модель должна быть создана за огра-

ниченное время и обеспечить достижение цели с заданной вероятностью. 

3. Принцип множественности модели. Создаваемая модель должна 

отражать свойства реальной системы, влияющие на выбранный показатель 

эффективности. Детализация модели порождает новые модели. 

4. Принцип агрегирования. Исследуемая сложная система разбива-

ется на несколько независимых взаимодействующих подсистем, что отра-

жает структуру модели, позволяет гибко перестраивать модель для других 

задач. 

5. Принцип параметризации. Изолированные подсистемы заменя-

ются вектором параметров, что позволяет сократить объём вычислений. 

Процесс моделирования имеет следующие этапы: 

1. Определение целей моделирования. 

2. Разработка концепции, т. е. определение структуры моделируемой 

системы, свойств ее элементов, выявление причинно-следственных связей. 

3. Формализация модели: составление схем, графов, формул. 

4. Программная реализация. 

5. Планирование модельных экспериментов: перебор управляющих 

факторов, учет случайных факторов. 

6. Реализация плана моделирования. 

7. Анализ и интерпретация результатов моделирования. 

Реализация плана моделирования сложных технических систем со-

стоит из последовательности одиночных экспериментов, соответствующих 

одному циклу работы системы. План моделирования предусматривает опре-

деленное число повторений таких экспериментов при различных сочетаниях 

управляющих (целевых) факторов и различных реализациях случайных 

факторов. Схема модельного эксперимента представлена на рисунке 2. 
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Рис. 2. Схема модельного эксперимента 

В процессе модельных экспериментов накапливается информация о 

работе системы управления и состояния объекта в условиях воздействия 

внешней среды. Последующий статистический анализ результатов модели-

рования служит основой для принятия обоснованных решений о техниче-

ских характеристиках исследуемого объекта. 

 

1.5. Методы опреления математических моделей 

В математических моделях осуществляется абстрактное, упрощенное 

или приближенное описание объектов моделирования. Это происходит в 

результате замены реальных объектов математическими, поэтому в созда-

нии математических моделей участвуют два метода математики – аксиома-

тический и конструктивный. 

Аксиоматический метод основан на процедуре перехода из предмет-

ной области к абстрактной модели, которая определяется непротиворечи-

вым набором правил (аксиом). Свойство непротиворечивости системы ак-

сиом (совместимость) заключается в том, что она не позволяет вывести про-

тиворечия, т. е. двух предложений, одно из которых является отрицанием 

другого. 
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Недостатком аксиоматического метода является то, что он лишь фор-

мирует утверждение о существовании модели и не определяет пути реали-

зации. Связывает утверждение о существовании модели с возможностью ее 

построения конструктивный метод. Конструктивное определение модели 

зависит от способа ее построения. Построение конструктивной модели под-

тверждает непротиворечивость аксиоматического определения. 

 

1.6. Формы представления математических моделей 

Математические модели по форме представления подразделяются на 

аналитические, алгоритмические, графические и цифровые. 

В аналитической форме представления запись модели выполняется 

в виде параметрических, явных, неявных функций, интегральных и диффе-

ренциальных уравнений или других аналитических выражений, связываю-

щих управляемые и неуправляемые переменные и цель моделирования. 

Преобразование математических моделей в аналитической форме возможно 

в соответствии с законами математики. 

Пример 1. Пусть требуется найти площадь треугольника (рис. 3), 

заданного тремя точками с координатами (X
1
, Y

1
, Z

1
), (X

2 , Y2 , Z2
), (X 3, Y3 , Z3 ). 

.  

Рис. 3. Треугольник с известными длинами 

По формуле Герона вычислим площадь треугольника: 

)()()( cpbpappS −⋅−⋅−⋅= , (1) 

 где a, b, c – стороны треугольника; 

     p – полупериметр. 
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Формула (1) и есть искомая математическая модель для определения 

площади треугольника, полученная аналитическим образом и представлен-

ная в аналитической форме. Математические модели, представленные в 

аналитической форме, позволяют выявить наиболее общие закономерности, 

присущие объекту моделирования. 

Высокая степень общности и значимости результатов моделирования 

является достоинством математических моделей, представленных в анали-

тической форме. Высокая чувствительность к степени сложности объекта 

является их недостатком, так как сложные объекты в данном случае пред-

ставляются грубо и неточно. Разновидностью моделей, представленных в 

аналитической форме, являются инвариантные модели. Инвариантность мо-

дели определяется относительно какой-либо совокупности преобразований. 

Если модель не изменяется при заданной совокупности преобразований, 

значит, она инвариантна. 

В алгоритмической форме модель представляется в форме алгоритма, 

т. е. в виде последовательности действий и операций над исходными дан-

ными с целью получения результата. 

В модели, представленной в алгоритмической форме, указывается ал-

горитм в виде последовательности действий от исходных данных к искомо-

му результату. 

Модель объекта в цифровой форме представляет собой упорядочен-

ный набор чисел (Yi ) из некоторого допустимого множества значений 

и алгоритм ( F ), функционально связывающий множество чисел Yi . 

Примером представления математической модели объекта в цифровой 

форме является цифровая модель рельефа, состоящая из последовательно-

сти отметок точек, отделенных друг от друга конечными интервалами, и 

алгоритмов аппроксимации этой информации. 

Другим примером является программная реализация модели в алгорит-

мической форме. 
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Графическая форма модели всегда представляется на некотором гра-

фическом языке, например, на языке эквивалентных схем, диаграмм, языке 

графов и т. д. 

 

        
Рис. 4. Пример эквивалентной схемы 

 

Эквивалентная схема – это схема реального устройства, где наглядно 

отражается состав устройства, параметры элементов состава, функциональ-

ные процессы в нем. Яркими примерами эквивалентных схем являются схе-

мы радиоприемника, телефона, телевизора и других устройств (рис. 4). 

Один из способов изображения зависимости между объектами осу-

ществляется с помощью диаграммы или графика. При этом диаграммы 

могут использовать различные системы координат, например, прямоуголь-

ные диаграммы строятся в прямоугольной системе координат, а круговые – 

в полярной системе координат. Графики отображают изменение числовых 

параметров объекта, как правило, в прямоугольной системе координат. 

Примеры диаграмм разных типов показаны на рисунке 5. 
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Рис. 5. Примеры диаграмм 

 

Отображение объекта моделирования в виде множества элементарных 

объектов, связанных функциональными отношениями, осуществляется с 

использованием языка графов. Элементарные объекты могут быть интер-

претированы как точки и называются вершинами графа. Функциональные 

зависимости изображаются в виде линий, соединяющих вершины, и 

называются ребрами графа. Графом называют объект, состоящий из двух 

множеств (множества точек и множества линий), которые между собой 

находятся в некотором отношении. Вершины графа могут быть соединены 

между собой любым количеством ребер (рис. 6). Если одна вершина соеди-

нена сама с собой, то такая связь называется петлей. Простейшими приме-

рами графов могут служить структурные схемы, схемы дорог, маршрутов 

общественного транспорта и т. д. 
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Рис. 6. Пример форм графов 

 

Например, между коллегами по работе может быть несколько форм 

отношений: партнеры по бизнесу, друзья, родственники. 

Математическую модель объекта получают путем его описания ма-

тематическими средствами, которые позволяют при помощи формальных 

процедур заменять свойства реальных объектов математическими [1, 2]. В 

связи с этим все операции и преобразования в математических моделях 

осуществляются над математическими объектами: векторами, множествами, 

числами, матрицами, функциями и т. д. В общем виде математическая мо-

дель объекта представляется уравнением 

           F ( X ,Y ) = const ,                                                                     (2) 

и где X, Y – множества управляемых и неуправляемых параметров модели. 

Формализация предполагает построение некоторой структуры с целью 

логического описания и понимания изучаемого объекта. 

Построение математических моделей, как и любых других, начинает-

ся с выявления и формального описания всех имеющихся сведений об объ-

екте моделирования. Математическая модель должна соответствовать уров-

ню знаний об объекте, поскольку исходные данные могут быть не известны 

в полной мере. 

Описание объекта начинается с определения его состояния в данный 

момент времени. Это состояние называют фазовым состоянием, а численные 

значения параметров модели, соответствующие этому состоянию, – фазовыми 

координатами. Под действием внешних сил или внутренних процессов про-
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исходит изменение состояния объекта, что выражается в изменении фазовых 

координат. 

Рассмотрим несколько простых примеров математических моделей 

реальных объектов. 

Пример 2. Объект моделирования – фрагмент участка земной поверх-

ности (рис. 7). Этот объект можно описать разными моделями: изобрази-

тельной (фотоснимок из космоса), аналоговой моделью (карта, глобус). В 

том случае, если будут известны координаты точек поверхности, матема-

тической моделью будет уравнение поверхности AX + BY + CX ± D = 0. 

 
Рис. 7. Математическая модель участка земной поверхности 

 

Пример 3. Пусть требуется найти расстояние между двумя матери-

альными точками. Данные – координаты Х и Y каждой точки. Применяя ма-

тематические методы обработки, можно вычислить расстояние между двумя 

точками. Вычисленное расстояние будет являться математической моделью 

объекта (рис. 8). 
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Рис. 8. Математическая модель объекта 

 

2. Математические методы моделирования 

2.1. Обобщенная схема основных этапов моделирования 

Математическая модель может быть сформирована в результате: 

1) изучения и обобщения информации, полученной при выполнении 

экспериментов; 

2) исследования частных моделей и их обобщения методом индукции; 

3) применения процесса дедукции, в результате которого модель фор-

мируется из некоторой более общей модели и рассматривается как частный 

случай. 

Необходимость построения математической модели возникает тогда, 

когда появляется некая сложная, расплывчатая ситуация, точное описание 

которой представляется затруднительным процессом. Такая ситуация назы-

вается проблемной ситуацией. 

Процедура построения математической модели представляет собой 

преобразование проблемной ситуации к виду, когда ее изучение может быть 

осуществлено с использованием математических методов (рис. 9). 
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Рис. 9. Общая схема построения математической модели 

 

Рассмотрим этапы математического моделирования. 

Первый этап – абстрагирование. 

1. Процесс математического моделирования начинается с изучения 

и анализа объекта. При этом выявляются его основные, существенные осо-

бенности (свойства), необходимые для достижения целей. Свойства, не 

имеющие практической значимости для конечного результата, исключаются 

из процесса моделирования. 

2. Устанавливаются и математически описываются, т. е. формализу-

ются, связи между элементами. 

3. Анализируются цели исследования. Они могут быть качественными 

и количественными. 

Измерить степень достижения качественных целей очень трудно. Эти 

цели в основном носят описательный характер. В связи с этим показатели 

качественных целей сопоставляют с некоторыми условными шкалами, 

например: оценить качество знаний обучающегося можно, сопоставив ре-

зультат с условной шкалой в баллах. 

Второй этап – постановка задачи. 

Формулировка задачи в процессе моделирования может меняться или 

уточняться. Корректировка задачи в процессе моделирования идет непре-

рывно. В процессе постановки задачи могут быть отвергнуты те стратегии, 

которые не могут быть использованы из-за ограниченности ресурсов. В ре-
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зультате определяются критерии эффективности, которые должны позво-

лять выбирать наиболее эффективные стратегии достижения целей. 

Третий этап – создание математической модели – состоит из формали-

зации функционирования всех элементов и процессов объекта. Полученная 

модель должна быть непротиворечивой и корректной. 

Задача называется корректной, если существует ее решение; оно 

устойчиво, единственно и непрерывно зависит от исходных данных. В 

процессе создания математической модели используется два подхода. 

Первый подход основан на принципе ∆t . Сущность данного подхода 

заключается в следующем. Определяется состояние x(t) моделируемого 

объекта на момент t и оператор T , представляющий процедуру перехода 

объекта в состояние x(t + ∆t) , как показано на рисунке 10. 

        
Рис. 10. Создание математической модели по принципу ∆t 

 

Состояние x(t) сопоставляется с точкой фазового пространства F. 

Изменение состояния объекта представляет собой траекторию в фазовом 

пространстве, называемой фазовой траекторией. Таким образом, математи-

ческая модель объекта определяется фазовым пространством F и операто-

ром T. 

При таком подходе исследование объекта на математической модели 

сводится к изучению способов декомпозиции (деления) фазового простран-

ства на траектории, зависящие от физических параметров объекта. 
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Второй подход основывается на принципе особых состояний, в кото-

рых модель рассматривается в концепции «черного ящика» с известными 

«входами» и «выходами», связанными между собой оператором T . Матема-

тическая модель определяется пространством входов и выходов, а также 

оператором T . При этом знать внутреннюю структуру моделируемого объ-

екта не требуется (рис. 11). Суть математической модели заключается в изу-

чении перехода системы из состояния в состояние, причем в промежутках 

между переходами состояние объекта остается неизменным. 

Выполнение экспериментов, оценка адекватности модели относитель-

но целей моделирования, получение и анализ результатов моделирования 

происходит на четвертом этапе. 

          
Рис. 11. Создание математической модели по особым состояниям 

 

При этом возникает две ситуации: 

1) считается, что все параметры модели известны и в целом модель 

полностью определена. Отклонения результатов моделирования от теорети-

ческих, нормативных дают информацию об адекватности модели и степени 

достижения цели. Модель бракуется, если отклонения выходят за допусти-

мые границы (допуски); 

2) характеристики или некоторые параметры модели остаются не-
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определенными. Тогда значения этих характеристик находят в процессе мо-

делирования. Если значения характеристик определить не удается, то счита-

ется, что модель непригодна для исследования рассматриваемых явлений, и 

она бракуется. 

На пятом этапе на основании полученных результатов моделирова-

ния, изменения целей моделирования и появления новой информации об 

изучаемом объекте выполняется анализ и модернизация модели. 

 

2.2. Основные этапы разработки моделей на компьютере 

Современное информационное и техническое обеспечение позволяет 

исследовать информационные модели различных объектов и систем в зави-

симости от значения тех или иных параметров. В процессе разработки мо-

делей и их исследования можно выделить ряд основных этапов [4, 8, 9]. 

1. На первом этапе исследования модели объекта или процесса отно-

сительно целей проводимого исследования выделяют существенные пара-

метры объекта. Несущественные параметры исключают из рассмотрения. В 

результате формируется описательная информационная модель объекта. 

2. Основой второго этапа является разработка формализованной мо-

дели. Полученная на первом этапе описательная информационная модель 

записывается с помощью какого-либо формального языка, т. е. математиче-

ских объектов: формул, уравнений, неравенств и др. 

Если не удается найти формулы, явно выражающие искомые величи-

ны через исходные данные, то для получения результатов с заданной точно-

стью используются приближенные математические методы. 

3. Формализация информационной модели происходит на третьем 

этапе исследований. Процесс преобразования в компьютерную модель про-

изводится при помощи языка программирования или при помощи про-

граммного обеспечения. 

4. Компьютерный эксперимент проводится на четвертом этапе иссле-
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дования информационной модели. Компьютерную модель, существующую в 

виде программы, запускают на выполнение и получают результаты. 

Если для исследования компьютерной модели используется приложе-

ние, например, в СУБД, то эксперимент запускается по установленному ал-

горитму вычислений, в результате чего можно выполнить сортировку или 

поиск данных, построить диаграмму, график и т. д. 

На пятом этапе выполняется анализ полученных результатов и кор-

ректировка исследуемой модели. Если результаты, полученные при иссле-

довании информационной модели, расходятся с измеряемыми параметрами 

реальных объектов, то это свидетельствует о том, что на предыдущих эта-

пах построения модели были допущены ошибки. Например, на первом эта-

пе неправильно отобраны существенные свойства объектов или допущены 

ошибки в формулах в процессе формализации на втором этапе и т. д. В дан-

ной ситуации проводят корректировку модели, которая заключается в ис-

ключении допущенных неточностей и может происходить в несколько ите-

раций, пока анализ результатов не покажет их соответствие изучаемому объ-

екту. 

Процесс моделирования является процессом неформальным и вклю-

чает не только формальные процедуры, но и экспертные оценки. В наиболее 

общем виде процесс моделирования представлен на схеме (рис. 12): 
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Рис. 12. Процесс моделирования 

 

2.3. Алгоритмы генерации случайных чисел 

Поскольку при моделировании реальных объектов приходится моде-

лировать параметры изучаемых явлений или объектов, то удобно восполь-

зоваться алгоритмами генерации случайных чисел.  

В основе алгоритмов генерации случайной последовательности чисел, 

подчиняющихся равномерному закону распределения, лежит использование 

дробной части результатов линейных операций с членами рекуррентной по-

следовательности чисел и иррациональными числами. Простейший алго-

ритм задается формулой [3]: 

[ ]π+⋅=+ i1i x11частьдробнаяx , 
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где 0x – начальное значение последовательности, от которой зависит кон-

кретное содержание последовательности и которая задается исследовате-

лем. 

Чем больше разрядная сетка, используемая для операций вычисления 

случайных чисел ix , тем длиннее псевдослучайная последовательность. Для 

ЭМВ, имеющей арифметико-логическое устройство (АЛУ) с 40 двоичными 

разрядами, использовали следующее соотношение [3]: 

4017
i

40
1i 2mod)5x2(x +⋅=+  . 

Применение приведенных алгоритмов генерации случайных чисел 

позволяет использовать для моделирования фиксированный ряд случайных 

чисел, который не зависит от программного обеспечения и который может 

легко варьироваться исследователем. 

 

2.4. Моделирование независимых событий. Метод жребия  

Случайные факторы в моделировании служат средством для замены 

реальных неизвестных факторов и сложных подсистем. Виды случайных 

факторов: случайные события, случайные процессы и случайные поля. В 

данном параграфе рассмотрим моделирование простых событий. 

Предполагается наличие источника случайных чисел )b,a(Rav}x{ i ∈ , 

подчиненных равномерному закону распределения на отрезке [a,b]. Если 

множество случайных чисел подчинено нормальному закону распределе-

ния, то используется обозначение: ),(Normy i σµ∈ . Генератор случайных 

чисел для равномерного закона распределения входит в состав стандартных 

функций большинства языков программирования и математических про-

грамм.  

Если задано полное множество независимых событий }AA,A{ n21 Κ  и 

соответствующие каждому событию вероятности }pp,p{ n21 Κ , то генера-

ция последовательности появления этих событий формируется с помощью 
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метода жребия [1]. Для реализации этого метода формируется последова-

тельность чисел: ∑
=

=
i

1k
ki pt , с помощью которой разбивают на отрезки еди-

ничный отрезок, как показано на рисунке 13. Это возможно, так как события 

независимы, то есть ∑
=

=
n

i
ip

1

1. Метод жребия состоит в том, что генерируется 

случайное число, принадлежащее отрезку [0,1], и если оно попало в i-тый 

интервал отрезка, то считается, что произошло событие iA . 

 

Рис. 13. Генерация случайного события 

 

2.5. Моделирование сложных случайных событий 

Случайное событие называется сложным, если оно зависит от двух и 

более простых событий. 

Модель двух независимых событий А и В.  

 Считаются заданным вероятности событий )A(PA → , )B(PB → . 

Совместное появление событий A  и B  может моделироваться с помощью 

двух случайных чисел 1nn x,x +  путем последовательного применения метода 

жребия. 

Однако для моделирования события ( )BA,  достаточно использовать 

одно случайное число, применяя формулу полной вероятности события и 

метод жребия. Существует четыре варианта совместного появления этих 

событий, которым соответствуют вероятности: 

)B(P)A(P)B,A(P ⋅= ,  )B(P))A(P1()B,A(P ⋅−= , 

))B(P1()A(P)B,A(P −⋅= , ))B(P1())A(P1()B,A(P −⋅−= . 
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Поскольку сумма этих вероятностей равна 1, то, разбив единичный 

отрезок на четыре части, величины которых равны этим вероятностям, и 

применив метод жребия для одного случайного числа, получим некоторое 

случайное сочетание пары событий. 

Модель зависимых событий A  и B .  

 Два события А и В считаются зависимыми, если отлична от нуля 

условная вероятность появления события В при условии, что имело место 

событие А: Р(В/А). Для генерации пары зависимых событий необходимо за-

дать вероятности: )A/B(P),B(P),A(P . Кроме того, необходимо вычислить 

условную вероятность по формуле Байеса:  

)A(P1

)A/B(P)A(P)B(P
)A/B(P

−
⋅−= ,     ∑

=
⋅=

n

1i
i )A/B(P)A(P)B(P . 

 Далее, необходимо сгенерировать два случайных числа: 

)1,0(Ravx,x 1ii ∈+ . Используя эти числа и алгоритм, приведенный на рисун-

ке 14, получим одно случайное из четырех возможных сочетаний зависимых 

событий. 

 

Рис. 14. Алгоритм генерации сложного события с использованием  

двух случайных чисел 

 

 Однако приведенную выше задачу можно решить, используя только 

одно случайное число. Для этого необходимо предварительно вычислить 

величины следующих вероятностей: 
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)A/B(P)A(P)B,A(P ⋅= , )A/B(P))A(P1()B,A(P ⋅−=  

))A/B(P1()A(P)B,A(P −⋅= , ))A/B(P1())A(P1()B,A(P −⋅−= . 

Сумма вычисленных вероятностей равна 1, следовательно, в данном 

случае можно применить метод жребия с одним случайным числом 

)1,0(Ravx i ∈  и получить одно случайное из четырех возможных сочетаний 

зависимых событий, как показано на рисунке 15. 

 

 

Рис. 15. Алгоритм генерации сложного события с использованием одного  

случайного числа 

 

Распространяя приведенную выше методику, можно генерировать со-

четания любого числа зависимых (сложных) событий. 

 

2.6. Нелинейное преобразование случайных величин  

Генерация случайных чисел для произвольных законов распределения 

осуществляется путем преобразования последовательности случайных чи-

сел, подчиненных равномерному закону распределения, методом обраще-

ния. Введем следующие обозначения:  

X  – независимая случайная величина;  

)X(fY =  – случайная величина, зависящая от случайной величины X ;  

)x(f  – монотонная возрастающая функция, имеющая обратную функ-

цию )x(f 1− ;  

)x(Px  – известная плотность вероятности случайной величины X . 

Требуется определить: )x(py  – плотность вероятности случайной ве-

личины Y.  
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Функция распределения случайной величины Y  пределяется следу-

ющим образом:  

))x(f(F)]x(fX[P]x)X(f[P]xY[P)x(F 1
X

1
y

−− =≤=≤=≤= . 

Дифференцируя полученное выражение, получаем искомую плотность ве-

роятности:  

dx

)x(df
))x(f(p

dx

)x(dF
)x(P

1
1

x
Y

y

−
− ⋅== . 

Абсолютная величина производной в полученной формуле позволяет 

применять формулу и для монотонно убывающих функций )x(f . 

Закон обращения основывается на полученных соотношениях и вы-

ражается следующим уравнением: 

∫
∞−

=
iy

ixdz)z(f . 

Таким образом, для определения очередного значения обращенной 

случайной величины необходимо решить полученное уравнение относи-

тельно величины iy , где ix – известное значение исходной, случайной вели-

чины, обычно подчиняющейся равномерному закону распределения. 

Случайные числа со стандартным нормальным распределением могут 

быть получены с помощью формул [1]: 

)x2cos()x1ln(2y 1ii
/
i −⋅π⋅⋅= , 

)x2sin()x1ln(2y 1ii
//
i −⋅π⋅⋅= . 

 

2.7. Моделирование двумерных случайных полей 

Алгоритмы решения задач моделирования часто требуют наличия 

случайных полей. В случае одного измерения, случайное поле соответствует 

случайному процессу, имеющему в качестве аргумента время. В случае двух 

измерений, случайное поле интерпретируют как некоторый рельеф, карту 
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или изображение. Трехмерные поля используют для моделирования темпе-

ратурных или электромагнитных полей. 

Характеристики случайных полей: 

)]x([M)x(m ξ=ξ  – математическое ожидание, 

]))x(m)x([(M)]x([ 22
ξ−ξ=ξσ  – дисперсия, 

)]x()x([M)x,x(B 2121 ξ⋅ξ=ξ  – ковариация, 

))]x(m)x(())x(m)x([(M)x,x(k 221121 ξξξ −ξ⋅−ξ=  – корреляция. 

Поле называется однородным в широком смысле, если выполняются 

условия:  constm)x(m == ξξ ,  )xx(k)x,x(k 2121 −= ξξ .  

Параметрическая модель случайного поля [4]: 

∑
=

ξ
ξ

π+⋅+⋅⋅
σ

+=Ωξ
N

1i
i

T
0i )

4
V)xxsin((A

N
m),x( , 

})V{},A{,,m( iiξξ σ=Ω . 

Данное поле имеет математическое ожидание ξm  и среднее квадра-

тичное ξσ . Множество }{}{ ii VиA  генерируется по заданным законам рас-

пределения, которые определяют корреляционные свойства поля. Модели-

рование соответствует сложению пространственных гармоник, имеющих 

различные частоты и направления распространения. Пример двумерного, 

случайного поля приведен на рисунке 16. 

  

Рис. 16. Пример генерации случайного поля 
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3. Элементы систем массового обслуживания  

3.1. Обозначения и основные соотношения СМО 

Системы массового обслуживания (СМО) – это обобщенное название 

объектов определенной структуры, имеющих заданные связи и взаимодей-

ствующие ("обслуживающие") с неограниченным числом перемещаемых 

особых объектов, называемых "требованиями" или "заявками" [5]. В каче-

стве типичного примера СМО принято рассматривать телефонную сеть, 

имеющей в качестве связанных элементов структуры – коммутаторы, а в ка-

честве требований – телефонные вызовы. Более современный пример – сеть 

ЭВМ, для обмена пакетами информации. Структура простейшей СМО и 

пример более сложной структуры приведены на рисунке 17. 

   

Рис. 17. Структура простейшей и более сложной СМО 

Основные элементы СМО: Р – входной поток требований, d1 – очередь 

(накопитель) поступающих требований, Z1 – обслуживающая система, Q – 

поток обслуженных требований, R1 – элемент деления потока требований, 

R2 – элемент организации обратного потока требований. Процесс обслужи-

вания каждого i-того требования в простейшей СМО характеризуется сле-

дующими моментами времени: itp  – время прибытия, itn  – начало обслужи-

вания, itk  – время конца обслуживания. 

Входной поток требований P задаётся вектором a, компонентами ко-

торого являются интервалы между поступающими заявками. Каждому по-

ступившему требованию соответствует некоторая длительность его пребы-

вания в очереди iw  и длительность обслуживания ib , которые образуют со-

ответственно вектора w  и b . Перечисленные параметры описывают про-
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цесс прохождения требования через два уровня СМО, что иллюстрирует 

диаграмма на рисунке 18. 

 

Рис. 18. Диаграмма процесса работы простейшей СМО 

Время прибытия тогоi −  требования равно:  

i1ii atptp += − . 

Время конца обслуживания тогоi −  требования определяется выраже-

нием:  

)btk,btp,tktp(iftk i1iii1iii ++>= −−  

Для индикации факта нахождения тогоi −  требования в СМО исполь-

зуется функция присутствия требования к системе: 

 )0,1,tkttp(if)t,i(fp ii <<= ,  

где t – текущее непрерывное время. 

Количество требований в системе в момент времени t определяется 

следующим образом: 

∑
=

=
m

0i

)t,i(fp)t(N . 

Дисциплина СМО – это порядок принятия заявок в очередь или к об-

служиванию. 

СМО является системой с отказами, если в ней существуют очереди с 

ограниченным временем пребывания заявки. После истечения допустимого 

интервала заявки могут исчезать из системы или возвращаться к её входно-

му потоку. Возможные правила дисциплин: 

1. Линии занимаются в порядке прибытия заявок. 
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2. Заявки извлекаются из очереди в произвольном порядке. 

3. Заявки применяются к обслуживанию по минимальному остатку 

длительности ожидания. 

Заявки принимаются к обслуживанию по какому-либо вторичному 

признаку заявки. 

Моменты поступления требований и длительности их обслуживания – 

случайные величины. Если законы распределения этих случайных величин 

известны, то используется следующая система обозначений простейших 

СМО: 

A/B/m/K/M, 

где  

А – тип закона распределения интервалов между соседними требованиями,  

В – тип закона распределения длительности обслуживания требований,  

m – количество однотипных параллельных обслуживающих систем,  

К – емкость накопителя (очереди),  

М – мощность источника требований (количество телефонных аппаратов, 

подключенных к коммутатору). 

 Обозначение типов законов распределения: 

M  – показательное распределение: xe)x(p ⋅µ−⋅µ= , 

rE  – распределение Эрланга, 

kH – гипергеометрическое распределение, 

D  – равномерное распределение, 

G – произвольное распределение. 

Основные соотношения теории СМО: 

x⋅λ=ρ  - где ρ  – коэффициент использования СМО, λ  – средняя скорость 

поступления требований, x  – среднее время обслуживания. 

m

x⋅λ=ρ  – коэффициент использования СМО, состоящей из m  приборов. 

10 ≤ρ≤  – условия стабильности работы СМО. 
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WxT +=  – среднее время пребывания требования в системе, W – среднее 

время пребывания в очереди. 

TN ⋅λ=  – формула Литтла, N  – среднее число требований в системе. 

WNq ⋅λ=  – средняя длина очереди. 

 

3.2. Система дифференциальных уравнений, описывающих 

работу СМО 

Каждому состоянию СМО можно сопоставить определенный номер, 

который соответствует количеству требований, находящихся в системе. Для 

многих практических интерпретаций СМО целесообразно предполагать, что 

смена состояний допустима только путем перехода в одно из соседних со-

стояний. Такое предположение соответствует требованию, что в течение ко-

роткого интервала времени может поступить или быть обслуженным только 

одно требование. Диаграмма переходов СМО между различными состояни-

ями приведена на рисунке 19, где: n – номер состояния. 

 

Рис. 19. Диаграмма состояний СМО 

 Такая система характеризуется следующими параметрами: 

nλ  – интенсивность поступления требований в СМО, 

nµ  – интенсивность обслуживания поступивших в СМО требований. 

Так как временные интервалы между поступающими требованиями и 

длительности обслуживания требований считаются случайными величина-

ми, то и состояния СМО принято характеризовать вероятностным парамет-

ром: )t(Pn  – вероятность того, что СМО в момент времени t находится в со-
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стоянии n. Система дифференциальных уравнений, описывающая данный 

процесс, имеет следующий вид: 

       










⋅λ−⋅µ=

⋅µ+λ−⋅µ+⋅λ= ++−−

)t(P)t(P
dt

)t(dP

)t(P)()t(P)t(P
dt

)t(dP

0011
0

nnn1n1n1n1n
n

 .        (3) 

Интерпретируется данная система следующим образом: скорость из-

менения вероятности n-го состояния равна разности вероятности возникно-

вения этого состояния и вероятности покидания этого состояния (элементы 

уравнения со знаком минус).  

Получена бесконечная система дифференциальных уравнений. Си-

стема соответствует простейшей цепи Маркова. 

 

3.3. Процесс чистого размножения 

Система дифференциальных уравнений, полученная в предыдущем 

параграфе, имеет биологическое приложение для описания процессов раз-

множения и гибели элементов популяции организмов. Если параметр 

0n =µ , то такому случаю соответствует факт отсутствия обслуживания тре-

бований, то есть процесс чистого размножения. В этом случае система диф-

ференциальных уравнений приобретает следующий вид и легко решается: 










λ−=

⋅λ+⋅λ−= −

)t(P
dt

)t(dP

)t(P)t(P
dt

)t(dP

0
0

1kk
k

 

Система решается рекуррентной процедурой, начиная с нулевого не-

известного. Вероятность "опустошенности" )t(P0  определяется непосред-

ственно из второго уравнения приведенной выше системы уравнений и име-

ет вид: t
0 e)t(P λ−=  – что проверяется непосредственной подстановкой в 

уравнение. Далее можно получить вероятность нахождения в системе толь-
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ко одного требования из уравнения, полученного подстановкой в следую-

щее уравнение значения вероятности опустошенности системы: 

t
1

1 e)t(P
dt

)t(dP λ−⋅λ+⋅λ−= .  

Решение этого уравнения имеет вид: t
1 et)t(P λ−⋅⋅λ= . 

Общее решение системы является распределением Пуассона и имеет 

следующий вид:  

t
n

n e
!n

)t(
)t(P λ−⋅λ= .  

t)}t(P{МО n λ=  – математическое ожидание, 2
n )t()}t(P{D λ=  – диспер-

сия распределения Пуассона.  

Пуассоновский процесс – это процесс, для которого время появления 

требований с интенсивностью λ  в интервале времени (0 – t) подчинена за-

кону Пуассона. 

Распределение Пуассона хорошо моделирует естественные и произ-

водственные процессы, вызовы на телефонные станции, интенсивность по-

токов в цепях. 

 

3.4. Режимы работы СМО 

Система M/M/1 в нестационарном режиме 

Система M/M/1 имеет в своем составе один обслуживающий прибор, а 

накопитель очереди и мощность нагрузки не имеют ограничений. Из этого 

следует, что данная система имеет бесконечное число возможных состоя-

ний. Величины временных интервалов между требованиями и длительности 

обслуживания имеют экспоненциальное распределение. Для упрощения со-

отношений с целью получения свернутых аналитических выражений обыч-

но полагают: 




=
=

µµ
λλ

k

k . Соответствующая диаграмма состояний системы при-

ведена на рисунке 20.  
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Рис. 20. Диаграмма состояний системы M/M/1 

 

Система дифференциальных уравнений для данной СМО имеет вид 










⋅λ−⋅µ=

⋅µ+λ−⋅µ+⋅λ= ++−−

)t(P)t(P
dt

)t(dP

)t(P)()t(P)t(P
dt

)t(dP

0011
0

nnn1n1n1n1n
n

 . 

Система решается методом производящих функций. Система имеет 

точное аналитическое решение, выражающееся через функции Бесселя: 

∑ ∑
= ++=

−

++
−−

−

−
⋅µ+λ−









⋅⋅⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅⋅=

k

1i 2ikj
j

2

j
k

1ik
)1ik(

1i
2

)ik(
t)(

k )ta(Ipp)p1()ta(Ip)ta(Ipe)t(P , 

где 
µ
λ=p  – интенсивность нагрузки, 2

1

2 pa ⋅⋅= µ . 

 Полученное выражение позволяет анализировать воздействие на СМО 

различных возмущений, в том числе особенности протекания переходных 

процессов. 

Общее решение для стационарного режима 

Стационарный режим СМО - это режим работы системы, при котором 

ее вероятностные характеристики постоянны во времени, то есть 

nn p)t(P = и 0
t

)t(Pn =
∂

∂
.  

Диаграммы состояний СМО в стационарном режиме такая же, как и в 

общем случае (рис. 19). Система дифференциальных уравнений для стацио-

нарного процесса получается из общей системы уравнений (3) и имеет вид 





⋅−⋅=
⋅+−⋅+⋅= ++−−

,0

,)(0

0011

1111

pp

ppp nnnnnnn

λµ
µλµλ
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где np  – вероятность гоn −  состояния, 0p  – вероятность опустошенности 

системы.  

 Полученная система уравнений имеет рекурсивный тип и ее решение 

находят последовательно, начиная с состояния опустошенности: 

,...pp,pp 1
21

10
20

1

0
1 ⋅

µ⋅µ
λ⋅λ

=⋅
µ
λ

= , 

∏
−

= +

−
−

−

µ
λ⋅=⋅

µ⋅⋅µ
λ⋅⋅λ=⋅

µ
λ=

1n

0i 1i

i
00

n1

1n0
1n

n

1n
n pppp

Κ
Κ

.  (4) 

Определение вероятности опустошенности осуществляется на основе 

свойства полноты множества событий: 1p
0i

i =∑
∞

=
. Таким образом, эта вели-

чина равна: 
1

1n

1n

0i 1i

i
0 1p

−
∞

=

−

= +









µ
λ

+= ∑∏ . 

Стационарный режим для СМО М/М/1 

Система имеет один обслуживающий прибор и неограниченные по 

величине накопитель и мощность нагрузки. Параметры системы: 




=
=

µµ
λλ

n

n . 

Обслуживание требований осуществляется в порядке их поступления 

(рис. 21). 

 
Рис. 21. Диаграмма состояний системы М/М/1 

 

Вероятность наличия в системе n требований равна: 

   
n

0

1n

0i
0n ppp 









µ
λ⋅=

µ
λ⋅= ∏

−

=
,  
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где    
µ
λ−=

µλ−
µλ

+
=





















µ
λ+=

−
∞

=
∑ 1

1
1

1
1p

1

1i

i

0 . 

Отношение интенсивности поступления требований к интенсивности 

их обслуживания в СМО называется коэффициентом использования: 

µ
λ=ρ . Система устойчива, если 10 <ρ≤ . 

Среднее количество требований в системе: 

 ( )
ρ−

ρ
=ρ⋅⋅ρ−=⋅= ∑∑

∞

=

∞

= 1
n1pnN

0n

n

0n
n . 

 Дисперсия числа требований в системе: 

( )
( )2

0n
n

22
N

1
pNn

ρ−
ρ=⋅−=σ ∑

∞

=
. 

 Среднее время пребывания требования в системе: 
ρ−

µ
=

λ
=

1

1N
T . 

Стационарный режим для СМО М/М/∞  

В системе бесконечное количество приборов, т. е. каждое требование 

начинает немедленно обслуживаться. Параметры системы: 




µ⋅=µ
λ=λ
nn

n . Диа-

грамма состояния системы:  

 
Рис. 22. Диаграмма состояний системы с бесконечным количеством приборов 

 

 Вероятность пребывания в системе k  требований равно:  

∏
−

=

µ
λ−

⋅µ⋅λ=µ⋅
+
λ⋅=

1k

0i

2

0k e
!k

)(

1i
pp . 



44 

 

Среднее количество требований в системе 
µ
λ=N . 

Переполняющие выходные потоки 

Для некоторых систем интенсивность поступления требований 

уменьшается по мере занятости СМО из-за того, что ослабевает мощность 

источника требований. Один из вариантов такой системы имеет следующие 

параметры:








µ=µ
+
α=λ

n

n )1n(  , где n – номер состояния СМО. 

 
Рис. 23. Диаграмма состояний системы с переполняющими входными потоками 

  

Используя формулы (4) и значения параметров СМО, получаем сле-

дующие значения вероятностных параметров системы: 

∏∏
−

=

−

= +

⋅
⋅µ

α=
µ⋅+

α⋅=
µ
λ

⋅=
1n

0i
0n

n

0

1n

0i 1i

i
0n p

!n)1i(
ppp , 








µ
α−

−
∞

=
=












⋅









µ
α+= ∑ e

!n

1
1p

1

nk

n

0 , 

)(

n

n e
!n

p µ
α−

⋅







µ
α

=  – функция распределения Пуассона. 

Коэффициент использования СМО в этом режиме равен:  

   







µ
α−

−=−=µ
λ=ρ e1p1 0 . 

Число требований, находящихся в системе с переполняющими выход-

ными потоками, соответствует распределению Пуассона.  

Среднее количество требований в системе: 
µ
α=⋅= ∑

∞

=
k

0k
pkN . 
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Среднее время пребывания требования в системе: ( )µ⋅λ
α=

λ
= N

T . 

Система устойчива, то есть ее очередь имеет ограниченную длину, если 

1<µ
α . 

Стационарный режим для СМО М/М/m без потерь 

Система состоит из m обслуживающих приборов; следовательно, про-

изводительность СМО будет расти за счет задействования резервных при-

боров до тех пор, пока все приборы системы не окажутся занятыми. После 

исчерпания резерва требования будут накапливаться в очереди, то есть они 

не окажутся потерянными. Такая СМО может иметь следующие свойства по 

отношению к входному и выходному потокам: 




⋅⋅=
=

],min[ µµµ
λλ

mkk

k . Диаграм-

ма состояний системы приведена на рисунке 24. 

 

Рис. 24. Диаграмма состояний системы М/М/m без потерь 

Вероятность нахождения системы в k-том состоянии равна: 
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Вероятность опустошенности СМО равна: 
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Вероятность того, что очередное поступающее требование окажется в 

очереди, равна: ),m(CpP
mk

kочереди µ
λ== ∑

∞

=
. Полученная функция называется 

функцией Эрланга. 

Стационарный режим для СМО М/М/m с потерями 

Система состоит из m обслуживающих приборов, следовательно, про-

изводительность СМО будет расти за счет задействования резервных при-

боров до тех пор, пока все приборы системы не окажутся занятыми. После 

исчерпания резерва поступающие требования будут получать "отказ" и без-

возвратно теряться, то есть данная система не имеет накопителя для созда-

ния очереди. Такая СМО может иметь следующие свойства по отношению к 

входному и выходному потокам: 




µ⋅=µ
λ=λ
kk

k . Диаграмма состояний системы 

приведена на рисунке 25. 

 

Рис. 25. Диаграмма состояний системы М/М/m с потерями 

 Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна: 
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 Рассматриваемая система характеризуется специальным параметром, 

который называется вероятностью полной занятости: 


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 Эта формула также называется формулой потерь Эрланга.  

Система всегда устойчива.  
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Стационарный режим для СМО М/М/1/K 

Система состоит из одного обслуживающего аппарата и накопителя 

длинной К. Требования, получившие отказ, считаются потерянными. Пара-

метры системы: 




µ=µ
λ=λ

k

k . Диаграмма приведена на рисунке 26. 

 

Рис. 26. Диаграмма состояний системы М/М/1/К 

 Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна: 

n

0n pp 








µ
λ⋅= ,  где  

( )
( ) 1K0

1

1
p

+µλ−
µλ−
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Система всегда устойчива. 

Стационарный режим для СМО М/М/1//M 

Система имеет один обслуживающий прибор, конечное число источ-

ников нагрузки и неограниченную емкость очереди. Конечное число источ-

ников нагрузки можно интерпретировать как конечное число телефонных 

аппаратов, подключенных к одному общему коммутатору, причем, чем 

больше абонентов в данный момент разговаривают по телефону, тем мень-

ше вероятность того, что поступит новый запрос на соединение. Параметры 

системы: 




=
⋅−=

µµ
λλ

n

n nM )(
.  

Диаграмма состояний системы имеет вид: 
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Рис. 27. Диаграмма состояний системы М/М/1//M 

 Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна: 
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Система всегда устойчива. 

Стационарный режим для СМО М/М///M 

Система имеет конечное число источников нагрузки и неограничен-

ные емкость очереди и количество обслуживающих приборов. Параметры 

системы: 




µ⋅=µ
λ⋅−=λ

n

)1M(

n

n . Диаграмма состояний системы имеет вид: 

  
Рис. 28. Диаграмма состояний системы М/М///M 

 Вероятность пребывания системы в n-м состоянии равна: 
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 – количество сочетаний из M по n,  

вероятность опустошенности системы: 
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Среднее количество требований в системе: ∑
= µλ+

µλ⋅=⋅λ=
M

0k
k 1

M
PN . 

Стационарный режим для СМО М/М/m/K/M 

Система имеет m обслуживающих приборов, способна накапливать до 

К требований и мощность нагрузки равна М. Предполагается, что между 

этими параметрами справедливо следующее соотношение: MKm ≤≤ . 

Параметры системы: 












>µ⋅
≤µ⋅

=µ

λ⋅−=λ

mnпри,m

mnпри,n

)nM(

n

n

. 

Диаграмма системы имеет следующий вид: 

 

Рис. 29. Диаграмма состояний системы М/М/m/K/M 

В области 1mn0 −≤≤  вероятность n-го состояния выражается зави-
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Пример модели технологического процесса на основе СМО 

 Рассмотрим пример модели предприятия на основе элементов СМО. 

Будем считать, что предприятие производит электронные приборы из полу-

чаемых от поставщиков комплектующих двух видов. Будем полагать, что 

накопители очереди соответствуют складским элементам производства, а 

обслуживающие элементы – производственным участкам. Введем следую-
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щие обозначения: P – поток закупаемых микросхем, Q – поток закупаемых 

электромеханических компонентов, 1z  – участок программирования микро-

схем, 2z  – участок сборки, 3z  – участок контроля, 4z  – участок реализации, 

5d – поток забракованных изделий, 6d – склад готовой продукции. 

 

Рис. 30. Пример модели технологического процесса на основе СМО 

Зная параметры потоков P и Q, с помощью данной модели можно 

оценить нагрузку на производственные участки и складские элементы, 

предвидеть возможность затоваривания или недостатка продукции. 

 

4. Планирование имитационных экспериментов с моделями 

4.1. Понятие планирования эксперимента  

Получение необходимой информации об исследуемой системе при 

ограниченных ресурсах (затраты машинного времени, памяти и т. п.) явля-

ется основной задачей планирования машинных экспериментов. Увеличе-

ние точности и достоверности результатов моделирования, проверка адек-

ватности модели – это частные задачи планирования компьютерных экспе-

риментов [2]. 

Получение информации о характеристиках процесса функционирова-

ния объекта является целью компьютерного эксперимента с моделью си-

стемы. План эксперимента определяет объем и порядок проведения вычис-

лений на компьютере, приемы накопления и статистической обработки ре-

зультатов моделирования системы S. 

Важное значение в теории планирования эксперимента имеют следу-

ющие возможности: 
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1) простота итераций эксперимента на компьютере с моделью систе-

мы S; 

2) управление экспериментом с моделью, включая его прерывание 

и возобновление; 

3) возможность имитации воздействий внешней среды при исследо-

вании системы; 

4) наличие корреляции этапов моделирования. 

Преимущества и недостатки машинных экспериментов 

Преимуществами компьютерных экспериментов перед натурным яв-

ляются: 

- возможность полного воспроизведения условий эксперимента с мо-

делью исследуемой системы S для сравнения двух и более альтернатив; 

- простота управления компьютерным экспериментом для анализа ре-

зультатов и принятия решений об его дальнейшем ходе. 

Основным недостатком компьютерных экспериментов является 

наличие зависимости последующих результатов наблюдений от результатов 

одного или нескольких предыдущих, т. е. результаты наблюдений являются 

зависимыми. Поэтому в них содержится меньше информации, чем в незави-

симых наблюдениях. 

Планирование эксперимента 

Эксперимент – это система операций, воздействий и (или) наблюде-

ний, направленных на получение информации об объекте при исследова-

тельских испытаниях. 

Опыт – отдельная элементарная часть эксперимента, которая воспро-

изводит исследуемое явление в определенных условиях проведения экспе-

римента с возможной регистрацией его результатов. 

Планирование эксперимента (ПЭ) – процедура выбора количества опы-

тов и условий их проведения, необходимых для решения поставленной зада-

чи с требуемой точностью. Все факторы, определяющие процесс, изменя-
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ются одновременно по специальным правилам, а результаты эксперимента 

представляются в виде математической модели. 

Примерами задач, для решения которых может использоваться плани-

рование эксперимента, могут быть оценка и уточнение констант теоретиче-

ских моделей, выбор существенных факторов, выбор наиболее приемлемых 

из некоторого множества гипотез о механизме явлений, поиск оптимальных 

условий и т. д. 

4.2. Методы теории планирования эксперимента при проведе-

нии научно-исследовательских работ  

Раздел математической статистики, изучающий рациональную орга-

низацию опытов, подверженных случайным ошибкам, представляет собой 

планирование эксперимента. Процедура выбора числа и условий проведе-

ния опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи 

с требуемой точностью, составляет содержание. 

Существует три типа экспериментов: 

1) эксперимент называется активным в том случае, если имеется не-

ограниченная возможность вмешательства в процесс и сознательное изме-

нение его условий; 

2) если имеется лишь возможность регистрации результатов и никакое 

вмешательство в процесс невозможно, – это пассивный эксперимент; 

3) смешанным (активно-пассивным) экспериментом называется экс-

перимент при ограниченных возможностях вмешательства в процесс, 

например, выбор значений некоторых параметров или возможность выбора 

условий эксперимента. 

Эксперимент всегда выполняется над некоторым объектом (процес-

сом). В теории планирования эксперимента объект рассматривается как 

«черный ящик». Система, у которой доступны для наблюдения лишь внеш-

ние воздействия (факторы) и ее реакция на эти воздействия в виде числен-

ных характеристик целей исследования, является моделью системы «чер-
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ный ящик». Функцией (4) определяется связь между внешними воздействи-

ями и реакцией системы на них: 

                 Y = f ( X ) ,                     (5) 

где Y, X – множества, составленные из значений внешних факторов и реак-

ций системы. 

Функция Y является функцией отклика. Когда функция Y определена, 

проводится планирование и проведение эксперимента. Рассмотрим два ва-

рианта постановки задачи планирования эксперимента. 

Пример 1. Предположим, что имеется m возможных стратегий 

A1, A2,..., Am (внешних воздействий) и n вариантов реакции объекта на каждое 

из них. Допустим, известна функция отклика и возможно оценить «стои-

мость» ai, j (i =  1, 2,..., m; j =  1, 2,..., n) использования каждой стратегии отно-

сительно каждой возможной реакции объекта. Необходимо выбрать наиболее 

предпочтительную (более выгодную) по сравнению с другими стратегию А. 

Пример 2. Условия одного из возможных опытов определяют состоя-

ние системы «черного ящика» и численных значений факторов. Требуется 

выбрать условия проведения опытов и их количество, минимально необ-

ходимое для нахождения оптимальных условий, выполнить математиче-

скую обработку результатов. На основании полученных результатов при-

нять решение о продолжении или завершении эксперимента. 

Задачами, необходимыми при планировании эксперимента, являются: 

− выбор области, где имеет смысл планировать эксперимент; 

− определение внешних воздействий на объект (систему) и реакции 

объекта на них; 

− определение функции отклика; 

− составление плана эксперимента по имеющимся данным; 

− выполнение активных и пассивных экспериментов в автоматиче-

ском и диалоговом режиме; 
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− анализ результатов и принятие на его основе решений о необходи-

мых дальнейших действиях. 

В системе различают входные и выходные переменные. 

Переменная может являться либо фактором, либо реакцией, в зависи-

мости от того, какую роль играет каждая переменная в проводимом экспе-

рименте.  

Допустим, имеются две переменные: х и у. Цель эксперимента – изу-

чение влияния переменной х на переменную у. В данном случае х – фактор, 

а у – реакция. В экспериментах с компьютерными моделями экзогенной или 

управляемой (входной) переменной является фактор, а эндогенной (выход-

ной) переменной – реакция. 

Каждый фактор xi, j=1,…,k  может принимать в эксперименте одно 

из множества значений, называемых уровнями. В этом случае одно из воз-

можных состояний рассматриваемой системы определяется фиксированным 

набором уровней факторов. 

Каждому фиксированному набору уровней факторов соответствует 

определенная точка в многомерном пространстве. Это пространство назы-

вается факторным пространством. 

Между уровнями факторов и реакцией (откликом) системы существу-

ет связь, которую можно представить в виде соотношения 

yl = ψl (x1, x2 ,..., xk ), l = 1, m. 

Функцию, связывающую реакцию с факторами ψl , называют функци-

ей реакции, а геометрический образ, соответствующий функции реак-

ции, – поверхностью реакции.  

Исследователю заранее не известен вид зависимостей ψl , l = 1, m, по-

этому используют приближенные соотношения 

             yl = ψl (x1, x2 ,..., xk ), l = 1, m. 
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При планировании экспериментов необходимо определить основные 

свойства факторов. При проведении экспериментов факторы могут быть 

наблюдаемыми и ненаблюдаемыми, управляемыми и неуправляемыми, изу-

чаемыми и неизучаемыми, фиксированными и случайными, количествен-

ными и качественными. 

Если уровни фактора целенаправленно выбираются исследователем в 

процессе эксперимента, то фактор называется управляемым. При компью-

терной реализации модели на основании управления изменением в до-

пустимых пределах различных факторов исследователь принимает соответ-

ствующие решения. 

Если значения фактора наблюдаются и регистрируются, то фактор 

называется наблюдаемым. Так как управлять фактором, не наблюдая его, 

является нерациональной процедурой, то в компьютерном эксперименте с 

моделью наблюдаемые факторы совпадают с управляемыми. Однако не-

управляемый фактор также можно наблюдать. 

 Наблюдаемые неуправляемые факторы – называются сопутствующими. 

 Если фактор включен в модель, то он относится к изучаемым. 

 Если значения фактора – числовые величины, влияющие на реакцию, то 

фактор является количественным, иначе фактор называется качественным. 

 Когда в эксперименте исследуются все интересующие эксперимента-

тора значения фактора, то фактор называется фиксированным. Если иссле-

дуется только некоторая случайная выборка из генеральной совокупности 

значений факторов, то фактор называется случайным. 

Для полного определения фактора необходимо указать последова-

тельность операций, с помощью которых устанавливаются его конкретные 

уровни. Определение такого фактора называется операциональным. 

Требование управляемости фактора и требование непосредственного 

воздействия на объект – основные требования, предъявляемые к факторам. 

Возможность установки и поддержания выбранного нужного уровня факто-
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ра постоянным в течение всего испытания или изменяющимся в соответ-

ствии с заданной программой называется управляемостью фактора. 

Чтобы предъявить требования к совокупности факторов, необходимо: 

1)  отобрать факторы xi , i =  1, k, влияющие на объект, и описать их 

функциональную зависимость; 

2)  установить диапазон изменения факторов xi min : xi max , x1, x2 ,..., 

xk;  

3)  определить координаты точек факторного пространства, в которых 

следует проводить эксперимент; 

4)  оценить необходимое число реализаций и их порядок в эксперименте.  

Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уров-

ней факторов, называется полным факторным экспериментом (ПФЭ). 

 

4.3. Стратегическое и тактическое планирование машинных 

экспериментов с моделями систем 

Можно выделить стратегическое и тактическое планирование экспе- 

риментов на моделях систем [4]. 

Основной целью стратегического планирования является получение 

необходимой информации о системе с помощью модели, реализованной на 

компьютере. 

Целями стратегического планирования экспериментов могут быть: 

− получение функции реакции системы от независимых фактов; 

− определение экстремума этой функции. 

Планирование машинного эксперимента – это итерационный процесс, 

то есть выбранная модель плана эксперимента проверяется на реализуе-

мость, а затем (если это необходимо) в нее вносятся соответствующие кор-

рективы. 

Планирование эксперимента с моделью проводится в два этапа: 

− построение структурной модели; 
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− построение функциональной модели. 

Число факторов и число уровней для каждого фактора характеризует 

структурную модель планирования эксперимента. Из опыта известно, что 

20 % факторов определяют 80 % свойств системы. 

Ортогональное распределение плана упрощает определение коэффи-

циентов аппроксимации. Упрощение дает принятие числа уровней всех 

факторов одинаковыми (не больше трех). Функциональная модель ПЭ 

определяет количество элементов структурной модели Nф , т. е. необходи-

мое число различных информационных точек Nф . Причем Nф <  Nc , где 

Nc= q1, q2 ,..., qk – число экспериментов ПФЭ. 

Функциональная модель определяет функционирование системы за 

счет математического описания взаимосвязи ее элементов. 

Тактическое планирование определяет способы проведения каждой 

серии испытаний компьютерной модели. 

При тактическом планировании решают следующие задачи: 

− определение начальных условий и их влияния на достижения уста-

новившегося результата при моделировании; 

− обеспечение точности и достоверности результатов моделирования; 

− уменьшение дисперсии оценок характеристик процесса функциони-

рования моделируемых систем; 

− выбор правил автоматической остановки имитационного экспери-

мента с моделями. 

Везде, где используется стратегическое планирование, возникает по-

требность в тактическом планировании. Тактика является одной из форм 

выражения стратегии. В связи с этим тактическое планирование неразрывно 

связано со стратегическим. 

Сущность стратегии и тактики заключается в определении средств, 

с помощью которых система стремится к достижению поставленных целей. 
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Тактику можно рассматривать как определенные этапы для достижения об-

щей цели, предусмотренной стратегией. 

Рассмотрим различия между стратегическим и тактическим планиро-

ванием эксперимента: 

- в  стратегическом планировании проводится планирование общих 

планов системы для достижения цели. Тактическое планирование конкрети-

зирует действия к достижению цели; 

− планы в стратегическом планировании характеризуются долгосроч-

ностью, а в тактическом планировании – краткосрочностью; 

− в стратегическом планировании характер проблемы рассматривается 

в целом, а в тактическом планировании решаются задачи для устранения 

проблемы; 

− в стратегическом планировании действия могут носить как регуляр-

ный, так и нерегулярный характер. В тактическом планировании принят 

четкий план действий; 

−  в стратегическом планировании может быть много альтернатив, 

в тактическом планировании таких альтернатив ограниченное количество. 

Статистическое моделирование на компьютере 

 Метод статистического моделирования заключается в построении 

моделирующего алгоритма, который имитирует поведение и взаимодей-

ствие элементов системы с учетом случайных входных воздействий и воз-

действий внешней среды. 

При исследовании сложных систем, подверженных случайным воз-

действиям, используются вероятностные имитационные модели, в которых 

влияние случайных факторов учитывается с помощью задания вероятност-

ных характеристик случайных процессов. Полученные результаты при вос-

произведении на имитационной модели рассматриваемого процесса явля-

ются случайными реализациями. Поэтому требуется многократное воспро-

изведение процесса для нахождения объективных и устойчивых его харак-
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теристик и статистическая обработка полученных данных. По этой причине 

исследование сложных процессов и систем с помощью имитационного мо-

делирования, подверженных случайным возмущениям, называют статисти-

ческим моделированием [2, 3]. 

Статистическая модель случайного процесса представляет собой алго-

ритм, имитирующий работу сложной системы, которая подвержена случай-

ным возмущениям. Здесь имитируется взаимодействие элементов системы, 

носящих вероятностный характер. Статистическое моделирование является 

способом изучения сложных процессов и систем с помощью имитационных 

моделей, подверженных случайным возмущениям [2, 3]. 

Этапы методики статистического моделирования с помощью метода 

Монте-Карло: 

1) выполняется моделирование псевдослучайных последовательно-

стей с заданным законом распределения вероятностей и корреляцией, ими-

тирующее на компьютере случайные значения параметров при каждом ис-

пытании; 

2) в имитационных математических моделях используются получен-

ные числовые последовательности. 

3) статистическая обработка результатов моделирования.  

Пример 3. Пусть требуется оценить надежность системы (рис. 31). 

Если работают цепочки блоков: 1, 2, 5, 7; 1, 3, 5, 7; 1, 4, 6, 7, то систе-

ма выполняет свою функцию. При этом существует вероятность, что какие-

то блоки могут отказать. Каждый блок характеризуется временем безотказ-

ной работы ti , i = 1, 7 . Заданы плотности распределения pi (ti ), i = 1, 7 . Необ-

ходимо оценить надежность системы в целом. 
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Рис. 31. Блочная структура системы 
 
Рассмотрим случайную величину: 

γ = min{τ1, max min (τ4 , τ6 ), min max(τ2 , τ3 ), τ5 ]], τ7}, 

где γ – время безотказной работы системы. 

В качестве количественного показателя оценки надежности системы 

выступает среднее арифметическое времени безотказной работы системы. 

По результатам расчетов, выполненных по формуле (2), можно построить 

закон распределения вероятностей случайной величины γ в виде гистограм-

мы. 

Метод статистического моделирования может быть применен в двух 

областях: 

− для изучения стохастических систем; 

−  для решения детерминированных задач. 

Решение детерминированных задач методом статистического модели-

рования заключается в замене детерминированной задачи эквивалентной 

схемой некоторой стохастической системы. В данном случае вместо точно-

го решения используется приближенное. При этом с увеличением числа ис-

пытаний (реализаций моделирующего алгоритма) погрешность результатов 

решения уменьшается. 

Результатом статистического моделирования системы является серия 

частных значений искомых величин или функций. Статистическая обработ-
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ка данных значений позволяет получить информацию о поведении реально-

го объекта или процесса в произвольные моменты времени. 

Результаты, полученные с достаточной точностью, могут быть приня-

ты в качестве оценок искомых характеристик функционирования системы. 

Они приобретают статистическую устойчивость, если количество реализа-

ций достаточно велико. 

Множества случайных явлений (событий, величин) подчиняются 

определенным закономерностям. Эти закономерности позволяют прогнози-

ровать поведение случайных значений и количественно оценивать их неко-

торые средние характеристики. 

В распределениях случайных величин, которые образуются при сло-

жении множества воздействий на систему, наблюдаются характерные зако-

номерности. Предельные теоремы теории вероятностей являются выраже-

нием этих закономерностей. Их принципиальное значение состоит в 

том, что они гарантируют высокое качество статистических оценок при 

весьма большом числе испытаний. 

Учет стохастических воздействий при статистическом моделировании 

систем является одним из основных вопросов. 

При реализации моделирующего алгоритма на компьютере количе-

ство случайных чисел, используемых для получения статически устойчивой 

оценки процесса функционирования системы, колеблется в достаточно ши-

роких пределах. Это зависит от вида оцениваемых характеристик, класса 

объекта моделирования, необходимой точности и достоверности результа-

тов моделирования. 

В методе статистического моделирования на компьютере большое 

число операций и большая доля машинного времени расходуется на дей-

ствия со случайными числами. От качества исходных последовательно-

стей случайных чисел зависят результаты статистического моделирования. 
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Существуют и применяются на практике три основных способа генерации 

случайных чисел: 

– аппаратный (физический); 

– табличный (файловый); 

– алгоритмический (программный). 

Случайные последовательности при аппаратном способе генерации 

вырабатываются генератором случайных чисел, например, при помощи до-

полнительного прибора, имитирующего случайные воздействия. 

Способ получения случайных чисел называется табличным, когда 

случайные числа, структурированные таблицы в виде массива, сохранены в 

файле. 

Способ получения последовательности случайных чисел с помощью 

специальных алгоритмов и реализующих их программ называется алгорит-

мическим. Каждое случайное число вычисляется с помощью функций, 

представляющих собой генератор случайных чисел по мере возникновения 

потребностей при моделировании системы. 

 

 

 



63 

 

Библиографический список 

1. Капля В. И., Капля Е. В., Коробко А. В. Моделирование систем : Учеб-

ное пособие / ВолгГТУ, Волгоград, 2005. – 74 с. 

2. Т. Ю. Бугакова, П. Ю. Бугаков. Моделирование систем [Текст] : учеб. 

пособие / Новосибирск : СГУГиТ, 2020. – 82 с. 

3. Вовк И. Г., Бугакова Т. Ю. Основы системно-целевого подхода и 

принятие решений : учеб. пособие для вузов, рекомендовано СР УМЦ. – 

Новосибирск : СГГА, 2011. – 151 с. 

4.  Бугакова Т. Ю., Вовк И. Г. Системный анализ, моделирование и 

принятие решений : учеб. справочник. – Новосибирск : СГГА, 2010. – 72 с. 

5.  Перегудов Ф. И., Тарасенко Ф. П. Основы системного анализа : 

учеб. – 2-е изд., доп. – Томск : НТЛ, 1997. – 396с.: ил. 

6.  Советов Б. Я., Яковлев С. А. Моделирование систем : учеб. для вузов. – 

4-е изд. – М. : Высш. шк., 2005. – 343 с. 

7.  Кобелев Н. Б. Вопросы теории имитационного моделирования откры-

тых систем // Вторая всероссийская научно-практическая конференция по 

имитационному моделированию и его применению в науке и промыш- 

ленности. – СПб : Технологии Судостроения, 2005. – С. 116–121. 

8.  Решмин Б. И. Имитационное моделирование и системы управления : 

Учеб.-практ. пособие. – Вологда : Инфра-Инженерия, 2016. – 74 с. 

9.  Гуляев Ю. П., Хорошилов В. С. Математическое моделирование. Про-

гнозирование деформаций сооружений гидроузлов по геодезическим дан-

ным (динамическая модель) : учеб. пособие. – Новосибирск : СГГА, 2014. 

– 78 с. 

10.  Компьютерное моделирование : учеб. / В. М. Градов, Г. В. Овечкин, 

П. В. Овечкин, И. В. Рудаков. – М. : ИНФРА-М, 2018. – 264 с. 

  



64 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Электронное учебное издание  

 
Ольга Викторовна Свиридова  

Александр Александрович Рыбанов  
 

Моделирование систем  

Учебное пособие  
 

Электронное издание сетевого распространения 
 

Редактор Матвеева Н.И. 
 
 

Темплан 2025 г. Поз. № 2. 
Подписано к использованию 13.02.2025. Формат 60х84 1/16. 

Гарнитура Times. Усл. печ. л. 4,0. 
 

Волгоградский государственный технический университет. 
400005, г. Волгоград, пр. Ленина, 28, корп. 1. 

 
ВПИ (филиал) ВолгГТУ. 

404121, г. Волжский, ул. Энгельса, 42а. 


